Courbes paramétrées (1/3)

Exercice 1. Calculer les longueurs des courbes suivantes :
1. (acos(t)?,asin(¢)®), pour ¢t € [0, 5] et @ > O (astroide).
2. (t —sin(#),1 — cos(t)}), pour ¢ € [0, 27] (arche de la cycloide).
3. (t%,¢3), pour ¢ € [0,a] et a > 0 (parahole semi-cubique).

Exercice 1. Calculer la courbure en tout point des courbes suivantes :
1. la parabole d’équation y? = 2pz, avec p > 0,

2. Vellipse d’équation ‘:—: + %—:— — 1 avec a, b > 0, puis discuter les extremums de la courbure.

Exercice 2. Donner une formule générale pour la courbure d'un graphe ¢t — (¢, %(t)), puis calculer cette
courbure pour y(t) = sin(t). Observer et commenter les variations de la courbure pour cet exemple sur
un dessin.



courbes paramétrées (2/3)

Exercice 1. Une hélice circulaire est une courbe qui, dans un repére orthonormé, admet une pa-

raméirisation de la forme
a it (acos(t), asin(t),bt), a > 0.

a) Quelle condition doit-on avoir sur a et & pour que « soit paramétrée par son abscisse curviligne ?

b) Calculer la courbure et la torsion de cette hélice en fonction de a et b.

¢} Que se passe-t-il si la torsion est supposée nulle ?

d} Comment pourrait-on, en s'inspirant de cet exemple, définir une courbe du méme type, modelée
sut une ellipse 7 Indiquer rapidement comment calculer sa courbure et sa torsion.

Exercice 2. Déterminer le repére de Frenet, la courbure et la tomsion pour le paramétrage (i,1%,1°).
Décrire qualitativement quelques projections de cette courbe sur des plans paralléles 4 des axes de

cocrdonnées.

Exercice 3. Déterminer le repére de Frenet, la courbure et la torsion de la courbe définie par le pa-
ramétrage a : t — {ef, et t+/2). Calculer la longueur de I’arc de cette courbe compris entre les points

al0) et alt).



courbes paramétrées (3/3)

Fxercice 1. On se donne les trois points de base suivants : 4(0,0), B(1,1), C{2,0). Donner une repré-
sentation paramétrique de la courbe de Bezier associée aux points (A, B, C), puis de celle associce aux
points {4, C, B), puis les tracer et les comparer.

Exercice 2. Soient A et B deux pointe distincts du plan et 7 et ¥ deux vecteurs de R,

1. Justifier qu’il existe une unique courbe de Bézier cubique qui passe par Je point A avec la vitesse
7 et par le point B avec la vitesse 7.

9. Déterminer les points de contrdle d'une telle courbe.

Exercice 8. On suppose données deux courbes de Bézier dont les points de contréle sont respectivement

((1,0),(0,1),(1,2),(0,3)) et ({2,0),(2,1),(1,3}(3,3)).

Est-il possible que ces deux courbes s’intersectent ? Justifier.

Exercice 4. Expliquer comment convertir une courbe définie par I'équation y = P(z) sur 'intervalle
z € |a, b, ou P(z) est un polyndme, en une courbe de Bézier. Donner les points de contréle. Traiter
Yexemple Plz) =1+ + 2% + 2° aveca=0et b= 1.

(Ind : on pensera & écrire la matrice des coefficients des polynomes de Bernstein dans la base usuelle des
mondmes. ) ‘

Exercice 5. Ftant donnée deux courbes de Bézier de méme degré z)(t) ot x2(t), on forme la courbe
barycentre de ces deux courbes & I'aide d'un couple (a, 8) tel que a+ 8 = 1. On dit que cette courbe est
aussi la courbe des barycentres ; pourguoi?



Surfaces paramétrées (1/2)

Exercice 2 (Une surface réglée). On considére deux arcs d’ellipse fournis pour 0 < w < 7 par les
paramétrisations suivantes :

a{u) := (0,a; cosu, by sinw), B(u) = (1,a3 cosu,bysiny),
a1, b1,az2,b2 > 0. Pour chaque valeur de u on trace la droite qui joint le point a(u) au point 8{u), et on
considere la surface § obtenue comme la réunion de toutes ces droites.
1. Tracer qualitativement ia surface.
Donner un paramétrage de cette surface en rajoutant un parametre v.

Préciser la nature de la section de cette surface par des plans d’équation z = constante.
Calculer en tout point le vecteur normal unitaire.
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On considare la courbe obtenue en coupant la surface par le plan d’équation z = ;. Calculer le
repere de Frenct de cette courbe.

Quel est le lien entre ce repére de Frenet et le vecteur normal & la surface calculé plus haut ?

NS

. Pour quelles valeurs des paramétres du modéle la surface est-elle une portion de cylindre, ou de
cone ?



Surfaces paramétrées (2/2)

Exercice 1. Scit S le paraboloide hyperbolique d'équation z = zy. Donner une paramétrisation simple
de S puis calculer ses premiére et deuxiéme formes fondamentales.

Exercice 3 (Aire des surfaces de révolution). On fait tourner autour de 'axe z une courbe 7y définie
dans le plan (2,z), paramétrée & vitesse unité, et ne touchant pas 'axe 2.

1. Ecrize le paramétrage de cette surface.
2. Calculer ses coefficients métriques.

3. Pour chaque valeur du parametre ¢, on note p{t) la distance du point & I’axe vertical. Montrer que
la surface totale est donnée par :

S = ZW/p(u) du.

Examiner le cas particulier de la sphére et du tore.



