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Κεφάλαιο 1

ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Fκοπός της αντιστοίχισης επιφανειών είναι να μετασχηματίσει πολλαπλά τρισ-

διάστατα σύνολα δεδομένων σε ένα κοινό σύστημα αναφοράς έτσι ώστε να

ευθυγραμμίσει τμήματα επικαλυπτόμενων επιφανειών που συνυπάρχουν σε περισ-

σότερα του ενός συνόλων. Αυτά τα σύνολα δεδομένων απαρτίζονται απο σημεία

που έχουν προέλθει απο σάρωση-(scanning) επιφανειών τρισδιάστατων σκηνών ή

αντικειμένων. Η τεχνολογία τρισδιάστατης σάρωσης βρίσκεται ακόμα στην άνθιση

της το οποίο συνεπάγεται οτι οι δυνατότητες των οργάνων μέτρησης (acquisition-
devices) είναι περιορισμένες. Οι περιορισμοί αυτοί δημιουργούν την ανάγκη για

πολλαπλές σαρώσεις της ίδιας φυσικής σκηνής-αντικειμένου απο διαφορετικές ο-

πτικές γωνίες με σκοπό αυτές να επανασυντεθούν, με χρήση κατάλληλων τεχνι-

κών, ώστε τελικά να έχουμε σαν αποτέλεσμα μια ολική ανακατασκευή της φυσικής

σκηνής. Η τελική ανακατασκευή ονομάζεται ΄Ατλαντας και είναι πολύ χρήσιμος σε

ποικίλες εφαρμογές όπως (medical image analysis, reverse engineering, mecha-
nical engineering, object tracking, animation, etc.).

1.1 Διατύπωση του προβλήματος

Τα σύνολα σημείων που έχουν προέλθει απο σάρωση επιφανειών, συνήθως, συναν-

τώνται στη βιβλιογραφία ως νέφη σημείων (point clouds). Αφαιρετικά θα μπορο-

ύσαμε να τα φανταστούμε ως σύνολα σημείων που έχουν προκύψει απο τη δειγμα-

τοληψία μιας επιφάνειας. Η αντιστοίχιση νεφών σημείων έχει μελετηθεί εκτενώς,

απο την δεκαετία του 1980, με θεωρήσεις ποικίλων παραμορφώσεων μεταξύ τους.

Οι κυριότερες θεωρήσεις που έχουν γίνει μέχρι σήμερα υποθέτουν οτι η σχέση

μεταξύ τους περιγράφεται πλήρως απο έναν ολικό μετασχηματισμό άκαμπτου υλι-

κού (rigid body transformation) Δηλαδή οτι το ένα εκ των δύο συνόλων (point
clouds) έχει προέλθει απο την εφαρμογή ενός Ευκλείδιου [3.1] μετασχηματισμού

στο αρχικό νέφος σημείων. Τα τελευταία χρόνια έχουν δημοσιευτεί ποικίλες εργα-

σίες, οι οποίες ενδιατρίβωνται με την αντιστοίχιση τέτοιων συνόλων θεωρώντας οτι

η μεταξύ τους σχέση δεν είναι πλέον Ευκλείδια αλλά ότι τα σημεία μπορεί να έχουν

υποστεί τοπικές Ευκλείδιες παραμορφώσεις (articulated body transformation)[1]

ή ακόμα και μή Ευκλείδιες
[3]

.
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1.2 Στοιχειώδες Πρόβλημα: Αντιστοίχιση δύο

νεφών, Προκύπτοντα υποπροβλήματα

Ακόμα και η απλούστερη περίπτωση, του Ευκλείδιου μετασχηματισμού, εγείρονται

ποικίλα υποπροβλήματα που πρέπει να επιλυθούν. Για παράδειγμα ας υποθέσουμε

δύο σύνολα σημείων τα οποία έχουν προέλθει απο την αποτύπωση της ίδιας φυ-

σικής σκηνής μέσω του ίδιου συστήματος μέτρησης (acquisition device) που για

χάριν ευκολίας απο εδώ και στο εξής θα ονομάζεται κάμερα βάθους Depth-camera.
Αφώτου αποτυπώσαμε το πρώτο μετακινήσαμε την Depth-camera στο χώρο, και

στη συνέχεια αποτυπώσαμε το δεύτερο. Οπότε λόγο αποκλειόμενων περιοχών (o-
cclusions)1 ένα υποσύνολο των σημείων της πρώτης αποτύπωσης μπορεί να μην

περιέχεται στη δεύτερη και αντίστροφα. Ως δεύτερο επακόλουθο θα ήταν ορθό να

λάβουμε υπόψη μας οτι η κάμερα βάθους προσθέτει θόρυβο με τη μορφή διασπο-

ράς των πραγματικών σημείων αλλά και εικονικών σημείων που δεν υπάρχουν στη

φυσική σκηνή. Επαγωγικά σκεπτόμενοι, το πρώτο συστατικό που χρειαζόμαστε

για να λύσουμε το πρόβλημα της αντιστοίχισης είναι να γνωρίζουμε τα αντίστοιχα

σημεία μεταξύ των δύο αποτυπώσεων καθώς και να έχουμε τη δυνατότητα να α-

φαιρούμε τα εικονικά σημεία (spourious points - outliers). Το πρόβλημα αυτό στη

βιβλιογραφία αναφέρεται ως πρόβλημα αντιστοίχισης (correspondence problem)
και θα χρησιμοποιείται αυτός ό όρος στη συνέχεια. ΄Οπως θα δούμε παρακάτω

για την εύρεση του βέλτιστου μετασχηματισμού, αφού γνωρίζουμε τις αντιστοι-

χίες μεταξύ των σημείων (corrsepondences), υπάρχουν κλειστού τύπου λύσεις που

εγγυώνται βέλτιστη λύση ώς πρός κάποια μετρική σφάλματος.

1.3 Η περίπτωση πολλαπλών επικαλυπτόμε-

νων συνόλων

Το πρόβλημα της αντιστοίχισης γίνεται ακόμα πιο δύσκολο όταν θέλουμε να συν-

θέσουμε περισσότερα των δύο νεφών σημείων. Η απλοική προσέγγιση θα ήταν

να τα συνθέσουμε ανά δύο και στη συνέχεια να συνθέσουμε τα ήδη αντιστοι-

χισμένα ζεύγη σε ένα κοίνο συστήμα αναφοράς έως ότου καταλήξουμε σε ένα

νέφος-άτλαντα που περιέχει όλα τα αρχικά υπο-νέφη. Το μειονέκτημα αυτηής της

προσέγγισης είναι οτι κάθε αντιστοίχιση των νεφών ανά δύο συσσωρεύει σφάλματα

απο τις προηγούμενες αντιστοιχίσεις τα οποία είναι πολύ πιθανό να καταστήσουν

ατελέσφορο τον τελικό άτλαντα.

1.4 Οργάνωση της παρούσας διπλωματικής

Σκοπός μας στην παρούσα διπλωματική εργασία είναι η σε βάθος μελέτη των υ-

παρχώντων μεθόδων αντιστοίχισης, νεφών σημείων, και η υλοποίηση των βασικών

τεχνικών ανά δύο [κεφάλαιο 4] και στη συνέχεια να επεκταθεί στις υπάρχουσες

μεθόδους ταυτόχρονης αντιστοίχισης πολλαπλών νέφων [κεφάλαιο 5]. Στο [κε-

φάλαιο 6] προτείνεται ένας συμμετρικός αλγόριθμος ταυτόχρονης αντιστοίχισης

πολλαπλών νεφών, όπου με τον όρο συμμετρικός εννοούμε ότι δεν εξαναγκάζει το

κοινό σύστημα αναφοράς να βρίσκεται σε κάποιο απο τα πρός αντιστοίχιση σύνολα

1
Δηλαδή περιοχές ορατές μόνο από συγκεκριμένες οπτικές γωνίες.
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αλλά μπορεί να είναι οπουδήποτε στο χώρο. Στο [κεφάλαιο 7] παρατίθενται πει-

ράματα και μετρήσεις των δυνατοτήτων του προτεινόμενου αλγορίθμου καθώς και

κάποιων εκ των υπολοίπων μεθόδων που υλοποιήθηκαν στη διαδικασία κατασκευ-

ής του τελικού αλγορίθμου. Συμπληρωματικά στο [κεφάλαιο 3] επεξηγούνται και

αποδεικνύονται αναλυτικά διάφορες απο τις μαθηματικές έννοιες και θεωρήματα

που χρησιμοποιήθηκαν στην παρούσα διπλωματική. Ειδικότερα αναλύωνται οι γε-

ωμετρικοί μετασχηματισμοί, οι οποίοι αποτελούν ίσως το σημαντικότερο εργαλείο

για την μαθηματική μοντελοποίηση και επίλυση προβλημάτων της υπολογιστικής

όρασης. Επίσης παρουσίαζονται διάφορα πιθανοτικά μοντέλα, μετρικές, και παρα-

μετροποιήσεις αλγορίθμων που χρησιμοποιήθηκαν στις μεθόδους αντιστοίχισης.

Τέλος, στο παράρτημα της διπλωματικής δίνεται ο κώδικας των αλγορίθμων και

των πειραμάτων του [κεφαλαίου 7]. Στην επόμενο [κεφάλαιο 2] γίνεται μια πα-

ρουσίαση των τεχνολογιών τρισδιάστατων σαρωτών καθώς και μία εκτενέστερη

ανάλυση των σαρωτών ‘χρόνου πτήσης’ και συγκεκριμένα του μοντέλου SR 4000
που χρησιμοποιήθηκε για την απόκτηση πραγματικών δεδομένων.
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Κεφάλαιο 2

ΣΑΡΩΤΕΣ ΒΑΘΟΥΣ

Οι σαρωτές βάθους (3D scanners) είναι όργανα που χρησιμοποιούνται για την πα-

ραγωγή πρωταρχικών νεφών σημείων (raw point clouds) απο γεωμετρικά δείγματα

(geometric samples) της επιφάνειας ενός αντικειμένου. Αυτά τα σημεία μπορούν να

χρησιμοποιηθούν στη συνέχεια στην διαδικασία της ολοκλήρωσης ή ανακατασκευ-

ής της μορφής-Σχήματος του αντικειμένου. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται επίσης

και ανακατασκευή (reconstruction). Οι σαρωτές βάθους έχουν πολλά κοινά στοι-

χεία με τις κλασσικές φωτογραφικές μηχανές, όπως το κωνικό οπτικό πεδίο (conic
field of view) και το οτι μπορούν να συλλέξουν πληροφορία μόνο για φωτεινές

επιφάνειες (non obscured surfaces). Σε αναλογία με τις φωτογραφικές μηχανές

οι οποίες συλλέγουν πληροφορία χρώματος για τις επιφάνειες που βρίσκονται στο

οπτικό τους πεδίο οι σαρωτές βάθους συλλέγουν-μετρούν την απόσταση της αν-

τίστοιχης επιφάνειας που φαίνεται στο εκάστοτε σημείο της ‘εικόνας’. Η λειτουργία

αυτή επιτρέπει την ανάκτηση της θέσης του εκάστοτε σημείου στο χώρο (three
dimensional position of the point).

΄Οπως αναφέρθηκε και προηγουμένως, για τις περισσότερες εφαρμογές, μια μονα-

δική σάρωση δεν μπορεί να δώσει ενα πλήρες μοντέλο (3D model) του αντικει-

μένου. Πολλαπλές, οι οποίες αριθμούνται και σε εκατοντάδες, σαρώσεις μπορεί

να χρειαστούν, κάθε μία από διαφορετική οπτική γωνία, για να μπορέσουμε να

έχουμε, τελικά, πληροφορία για όλες τις πλευρές-πτυχές του αντικειμένου. ΄Ωστε

κατόπιν να προχωρήσουμε στην διαδικασία αντιστοίχισης-σύνθεσης (registration-
fusion process).

Σχήμα 2.1: P είναι η

μέτρηση απόστασης ενώ

Z το εξαγώμενο βάθος.

Αξίζει να σημειώσουμε έδω οτι οι σαρωτές επαφής επι-

στρέφουν αυτούσιες τις τρισδιάστατες συντεταγμένες

των σημείων της επιφάνειας σε αντίθεση με τους σαρω-

τές χωρίς επαφή οι οποίοι αντί του βάθους z, η μέτρηση

που επιστρέφουν είναι μια εκτίμηση της απόστασης του

αντικειμένου από το οπτικό κέντρο (κέντρο του αισθη-

τήρα ή το σήμειο από το οποίο εκπέμπεται η φωτεινή α-

κτίνα). Η μέτρηση της απόστασης χρησιμοποιείται στη

συνέχεια σε συνδιασμό με την οριζόντια και κατακόρυ-

φη συντεταγμένη (lateral coordinates) x, y για την ε-

ξαγωγή της τιμής του βάθους z. Αυτό επιτυγχάνεται

με τη βοήθεια βασικής τριγωνομετρίας.

11
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2.1 Τεχνολογίες σαρωτών βάθους

Οι υπάρχουσες τεχνολογίες σαρωτών βάθους χωρίζωνται σε δύο μεγάλες κατη-

γορίες. Του σαρωτές επαφής (contact scanners) και τους σαρωτές χωρίς επαφή

(non-contact scanners). Η δεύτερη κατηγορία χωρίζεται σε δύο υποκατηγορίες

αυτους με φωτεινή πηγή (active) και αυτους που βασίζονται σε εξωτερική πηγη

φωτός(passive) σαρωτές.

Α. Σαρωτές επαφής

Σχήμα 2.2: Contact type 3D scanner -
Coordinate measuring machine

Οι σαρωτές επαφής ιχνιλατούν (probe)
το αντικείμενο χρησιμοποιώντας φυσι-

κή επαφή μέσω μίας ακίδας καθώς το

αντικείμενο είναι τοποθετημένο σε μία

επίπεδη πλάκα ακριβείας (precision flat
surface). Η οποία, προηγουμένος έχει

υποστεί λείανση με γνωστό μέγιστο ε-

ναπομένοντα βαθμό αδρότητας. Σε πε-

ριπτώσεις όπου το αντικείμενο δέν ε-

ίναι επίπεδο ή δέν μπορεί να τοποθε-

τηθεί σταθερά πάνω σε μία επιφάνεια

συνήθως υποστηρίζεται μέσω κάποιας

μέγγενης (fixture tool - vise). Οι σα-

ρωτές επαφής, όπως αυτός που φαίνε-

ται στήν διπλανή εικόνα, συνήθως α-

ποτελούνται από δύο κάθετους μετα-

ξύ τους βραχίονες που έχουν τη δυ-

νατότητα να ολισθαίνουν σε ράγα και

επιπλέον έναν αρθρωτό βραχίονα με

συμπαγείς ακίδες και υψηλής ακριβείας

αισθητήρες γωνίας (angular sensors).
Οι σαρωτές επαφής χαρακτηρίζονται α-

πο πολύ υψηλή ακρίβεια (µm) αλλά ε-

κτός του οτι είναι πολύ αργοί εξαιτίας

τών βαρέων μηχανικών μερών τους,

εμπεριέχουν τον κύνδινο καταστροφής

του αντικειμένου. Συμπληρωματικά να αναφέρουμε οτι έχουν τον περιορισμό του

μεγέθους των προς σάρωση αντικειμένων και οτι δέν μπορούν να χρησιμοποιηθούν

για σάρωση εξωτερικών χώρων.

Β. Ενεργοί Σαρωτές Χωρίς Επαφή

Οι ενεργοί σαρωτές χωρίς επαφή στέλνουν μία φωτεινή ακτίνα συνήθως laser και

μετρούν τόν χρόνο πτήσης ή τη γωνία διάθλασης αυτής μετά την πρόσκρουση

της στο προς σάρωση αντικείμενο. Μέσω αυτών των ιδιοτήτων προσπαθούν να

ανακτήσουν την απόσταση του σαρωτή απο το αντικείμενο. Οι σαρωτές που κα-

ταμετρούν τον χρόνο πτήσης ονομάζονται Time of Flight cameras και θα αναλυ-

θούν στην επόμενη [υποενότητα 2.2]. Οι σαρωτές που μετρούν τα χαρακτηριστικά

της διάθλασης της φωτεινής ακτίνας χωρίζονται σε τρείς κατηγορίες, τους σαρω-

τές δομημένου φωτός (structured light scanners), τους σαρωτές τριγωνοποίησης

(triangulation scanners) και τους σαρωτές διαμορφωμένου φωτός (Modulated li-
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ght scanners).

Β-Ι. Σαρωτές δομημένου φωτός

Σχήμα 2.3: Η αρχή λειτουργίας ενος σαρωτή βάθους δομημένου φωτός.

Οι σαρωτές δωμημένου φωτός (structured light) αποτελούνται απο έναν εκπομπό

δομημένου φωτός (LCD projector) και έναν αισθητήρα (CCD-CMOS typical ca-
mera sensor). Ο εκπομπός (light emmiter) βομβαρδίζει το αντικείμενο με ακτίνες

φωτός διαμορφωμένες σύμφωνα με κάποιο πρότυπο (pattern) και στη συνέχεια

ανακτά το βάθος της επιφάνειας του αντικειμένου αναλύοντας το συχνοτικό πε-

ριεχόμενο της ‘εικόνας’ που αποτύπωσε ο αισθητήρας ή χρησιμοποιώντας άλλες

τεχνικές μηχανικής μαθησης (Machine Learning) .

Η ακρίβεια αυτών των σαρωτών είναι της τάξης των 10µm.

Β-ΙΙ. Σαρωτές τριγωνοποίησης

Οι σαρωτές τριγωνοποίησης (Triangulation scanners) αποτελούνται απο μία φω-

τεινή πηγή, συνήθως laser και έναν αισθητήρα CCD-CMOS. Η αρχή στην οποία

βασίζονται είναι οτι η ανακλώμενη ακτίνα ανάλογα με την απόσταση της επιφάνειας

στην οποία προσέκρουσε θα ‘πέσει’ σε διαφορετικό σημείο στόν αισθητήρα. Ο-

πότε βρίσκοντας το σημείο στο οποίο ‘βλέπει’ ο αισθητήρας την φωτεινή ακτίνα,

εκτιμάται η απόσταση της επιφάνειας του αντικειμένου.

Β-ΙΙΙ. Σαρωτές διαμορφωμένου φωτός

Οι σαρωτές διαμορφωμένου φωτός (Modulated Light Scanners) εκπέμπουν ένα

συνεχώς μεταβαλλόμενο ‘φώς’ προς το αντικείμενο. Συνήθως η φωτεινή πηγή

μεταβάλλει με ημιτονικό τρόπο το πλάτος (Amplitude) του εκπεμπόμενου φωτός.
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Σχήμα 2.4: Η αρχή του δομημένου φωτός: δύο light patterns φαίνονται διαφορε-

τικά από διαφορετικές οπτικές γωνίς λόγο υπέρθεσης και διάθλασης.

Σχήμα 2.5: Triangulation scanner principle: Find the dot!

Στη συνέχεια ένας φωτογραφικός αισθητήρας ανιχνεύει κάτα πόσο ολισθήθηκε

το ημιτονοειδές πρότυπο (sinusoidal pattern) και μέσω αυτού καθορίζει την α-

πόσταση που ταξίδεψε το φώς. Το πλεονέκτημα αυτής της τεχνολογίας είναι οτι

επιτρέπει στον σαρωτή να αγνοήσει το ‘φώς’ προερχόμενο απο άλλες πηγές εκτός

του laser οπότε δέν υπάρχει παρεμβολή (interference).

C. Παθητικοί σαρωτές χωρίς επαφή

Οι non contact passive σαρωτές δέν εκπέμπουν κάποιο είδος ακτινοβολίας αλλά

βασίζονται στήν ακτινοβολία περιβάλλοντος (ambient light). Οι σαρωτές αυτο-

ύ του τύπου ομαδοποιούνται σε δύο κατηγορίες, τους στερεοσκοπικούς και τους

φωτομετρικούς.
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C-Ι. Στερεοσκοπικοί Σαρωτές

Οι στερεοσκοπικοί σαρωτές (stereoscopic passive scanners) χρησιμοποιούν δύο

κάμερες σε μικρή απόσταση μεταξύ τους ώστε να δημιουργήσουν στερεοσκοπικό

οπτικό σύστημα και στη συνέχεια ανακτούν την απόσταση του αντικειμένου βασι-

ζόμενοι στις αρχές της ανθρώπινης όρασης.

C-ΙΙ. Φωτομετρικοί σαρωτές

Οι φωτομετρικοί σαρωτές (Photometric Passive Scanners) χρησιμοποιούν μία

κάμερα αλλά λαμβάνουν πολλαπλές ‘φωτογραφίες’ της ίδιας φυσικής σκηνής υπό

διαφορετικές συνθήκες φωτισμού (shutter speed , apperature or Exposure Value
EV variaton) και στη συνέχεια εξάγουν πληροφορία για την κατευθυντικότητα

(orientation) της επιφάνειας σε κάθε εικονοστοιχείο-pixel.

2.2 Σαρωτές χρόνου πτήσης

Σχήμα 2.6: Time Of Flight (TOF) camera Principle.

Η αρχή στην οποία στηρίζεται η λειτουργία της κάμερας χρόνου πτήσης, (Time
Of Flight cameras (TOF)), είναι η χρονομέτρηση του ταξιδιού του φωτός από τη

στιγμή που αυτό φύγει από την κάμερα μέχρις ότου επιστρέψει, μετά την ανάκλα-

ση του στην επιφάνεια του αντικειμένου. Το παραπάνω σκίτσο ίσως να θεωρηθεί

αδόκιμο διότι η εκσφενδονιζόμενη πέτρα πιθανώς να μήν επιστρέψει στον ρίπτη

και επιπλέον η ταχύτητα της δέν είναι γνωστή (αντίθετα με αυτή του φωτός), πα-

ραταύτα παραμένει επεξηγηματικό. Η κατηγορία των TOF καμερών ανήκει στα

scannerless LIDARS1 με την έννοια οτι δέν χρησιμοποιεί μία μηχανοτρονικά κα-

τευθηνόμενη ακτίνα για όλο το οπτικό πεδίο σαρώνοντας το σημείο πρός σημείο

αλλά σε έναν, συνήθως υπέρυθρο, φωτοεκπομπό (light emitter) ο οποίος εκπέμπει-

βομβαρδίζει ταυτόχρονα όλα τα σημεία του οπτικού πεδίου της κάμερας. Οι κάμε-

ρες χρόνου πτήσης άρχισαν να εμφανίζονται γύρω στο 2000, όπου η τεχνολογία

των ημιαγωγών κατάφερε να υποστηρίξει τόσο γρήγορες διαδικασίες όπως αυτή

της χρονομέτρησης της ¨πτήσης’ του φωτός σε κοντινές αποστάσεις, με κάποια

σχετική ακρίβεια. Η δυναμική περιοχή αυτών των καμερών ξεκινάει απο μερικά

μέτρα και φτάνει εως και τα 60 μέτρα. Η ακρίβεια της μέτρησης κυμαίνεται γύρω

1 LIDAR από το Laser-Radar ονομάζεται η τεχνολογία radar τα οποία στέλνουν μια ακτίνα

πρός το στόχο (illuminating the target) και στη συνέχεια μετρούν την απόσταση του αναλύωντας

το ανακλώμενο φώς.
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στο 1 τετραγωνικό εκατοστό. Η ανάλυση του κάδρου (lateral resolution) ειναι

αρκετά μικρότερη συγκριτικά με τις 2D κάμερες, συνήθως γύρω στα 320× 240 ει-

κονοστοιχεία. Συγκριτικά με άλλες μεθόδους απόκτησης τρισδιάστατων ¨εικόνων’

αυτές οι κάμερες λειτουργούν πολύ γρήγορα παρέχοντας έως και 100 εικόνες ανά

δευτερόλεπτο. Τα κύρια μέρη των TOF καμερών είναι τρία:

A. Μια μονάδα φωτισμού της σκηνής (illumination unit) η οποία, εξαιτίας οτι

το φώς πρέπει να διαμορφωθεί σε συχνότητες τουλάχιστον 100 MHz, μπορεί να
κατασκευαστεί μόνο απο LED ή διόδους Laser. Συνήθως η ακτινοβολία είναι

στο εύρος των υπερύθρων.

B. ΄Εναν φωτογραφικό αισθητήρα για τη ¨μέτρηση’ του χρόνου πτήσης. Οι κυ-

ριότερες τεχνικές με τις οποίες επιτυγχάνεται αυτό ειναι η RF Modulated light
sources with phase detectors και η Range Gated Imagers και οι οποιες παρουσι-

άζονται στη συνέχεια.

C. Τα κυκλώματα ελέγχου του αισθητήρα και τής μονάδας φωτισμού ελέγχονται

απο υψίσυχνα σήματα. Τα σήματα αυτά πρέπει να είναι απόλυτα συγχρονισμένα

ώστε να επιτευχθεί μια ικανοποιητική ακρίβεια. Για παράδειγμα εάν το σήμα ελέγ-

χου της μονάδας φωτισμού και του αισθητήρα έχουν διαφορά φάσης 10 picosecond
το λάθος στη μέτρηση της απόστασης αυξάνει κατα 1.5 milimeter. Συγκριτικά,

οι υπάρχοντες μικροεπξεργαστές λειτουργούν περίπου στα 3 GHz, το οποίο αντι-

στοιχεί σε περιόδους των 300 picosecond όπου η αντίστοιχη ακρίβεια της μέτρησης

κυμαίνεται στα 45 milimeters.

Ι. RF Modulated light sources with phase detectors:

Σχήμα 2.8: SR4000 by MESA

Αυτή η κατηγορία λειτουργεί διαμορφώνοντας

την εξερχόμενη ακτίνα φωτός πάνω σε μία

φέρουσα στην περιοχή των ραδιοσυχνοτήτων

(RF carrier), και στη συνέχεια μετρώντας την

ολίσθηση φάσης της φέρουσας στήν πλευρά του

δέκτη. Αυτή η προσέγγιση έχει δυναμική πε-

ριοχή εξαρτώμενη από το μήκος κύματος της

φέρουσας, διότι η ολίσθηση φάσης επαναλαμ-

βάνεται για χρόνους πτήσης μεγαλύτερους της

μίας περιόδου. Η κάμερα η οποία χρησιμοποι-

ήθηκε για τα πειράματα της παρούσας διπλωμα-

τικής είναι μία SwissRanger MESA 4000 η ο-

ποία υπάγεται σε αυτή την κατηγορία με τη δια-

φορά οτι χρησιμοποίει παλμικά (pulsed) LEDs
αντί για πομπό laser. Η ανάλυση της συγκεκρι-

μένης κάμερας είναι 176 × 144 εικονοστοιχεία

και η δυναμική της περιοχή κυμαίνεται απο 5

έως 10 μέτρα. Η SR 4000 επιστρέφει τέσσε-

ρις εξόδους: μέτρηση φάσης, τις συντεταγμένες (x, y, z) το πλάτος (amplitude)
που είναι ανάλογο του ποσοστού του φωτός που ανακλάστηκε και τέλος μία ε-

κτίμηση εμπιστοσύνης (confidence) των μετρήσεων για κάθε εικονοστοιχείο. Το

λογισμικό που χρησιμοποιήσαμε μας έδινε σαν έξοδο μία εικόνα της μορφής του

Σχήματος 7 Οι τέσσερις υποεικόνες παρέχουν, απο πάνω προς τα κάτω, την α-

πόσταση (distance) του κάθε σημείου (απο την οποία εξάγαμε τις συντεταγμένες

που χρησιμοποιούσαμε στα πειράματα), το πλάτος (amplitude), την τιμή εμπιστο-
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Σχήμα 2.7: Raw data provided by the MESA SR4000 in a single image (segm.
for visualization)

σύνης (confidence value) και τέλος μια εκτίμηση της φωτεινότητας (luminance)
του ίδιου του σημείου.

Ι. Range Gated Imagers: Οι συσκευές αυτού του τύπου έχουν ενσωματω-

μένο ένα κλείστρο-φωτοφράκτη (shutter) μπροστά απο τον αισθητήρα ο οποίος

ανοιγοκλείνει με τον ίδιο ρυθμό με τον οποίο εξέρχονται οι φωτεινοί παλμοί (light
pulses). Εξαιτίας του οτι ένα μέρος του επιστρέφοντος φωτός δεν φτάνει στον

αισθητήρα λόγο της ύπαρξης του φωτοφράκτη, το ποσοστό του φωτός που τελι-

κά φτάνει στον αισθητήρα ειναι ανάλογο της απόστασης που διάνυσε ο φωτεινός

παλμός.

Οι κάμερες χρόνου πτήσης πλεονεκτούν σε σχέση με τις υπόλοιπες τεχνολο-

γίες σαρωτών βάθους στο οτι είναι απλοικές στην κατασκευή τους και επιπλέον

δεν απαιτούν μηχανικά μέρη όπως τα Lidars1
αφού εκπέμπουν φώς προς όλα τα

σημεία της επιφάνειας ταυτόχρονα. Εξαιτίας της ταυτόχρονής μέτρησης όλης της

σκηνής επιτυγχάνουν πολύ υψηλούς ρυθμούς (frame rates) εως και 100 πλαίσια

ανα δευτερολεπτο. Απο την άλλη πλευρά μειονεκτούν στο οτι είναι επιρρεπε-

ίς στην ύπαρξη μεγάλης φωτεινής έντασης από το αντικείμενο προς την κάμερα.

Επιπλέον μειονεκτούν σε σχέση με τα Lidars1
στο οτι φωτίζοντας όλη τη σκηνή

ταυτόχρονα δημιουργούνται πολλαπλές ανακλάσεις
2
που μπορεί τελικά να κάνουν

την μετρούμενη απόσταση, του σημείου, να είναι μεγαλύτερη απο την πραγματική.

2
διότι το φώς μπορεί να φτάσει ένα σημείο του αντικειμένου με πολλαπλούς τρόπους.
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Κεφάλαιο 3

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ

ΥΠΟΒΑΘΡΟ

3.1 Γεωμετρικοί μετασχηματισμοί

΄Οπως τέθηκε απο τον Felix Klein[8]
το 1939: ¨Γεωμετρία είναι η μελέτη ιδιοτήτων

αμετάβλητων κάτω απο δεδομένες ομάδες μετασχηματισμών (groups of transfor-
mations)”. Στην περίπτωση της υπολογιστικής όρασης, ειδικότερα είναι η μελέτη

ιδιοτήτων των σημείων του επιπέδου (στις δύο διαστάσεις) και κατ΄ επέκταση του

χώρου (στις 3 διαστάσεις) που παραμένουν αμετάβλητες κατω απο ομάδες μετα-

σχηματισμών. Στην περίπτωση που οι μετασχηματισμοί είναι γραμμικοί
1
μπορούν

να περιγραφούν με τον πολλαπλασιασμό του διανύσματος συντεταγμένων του ση-

μείου με ένα μητρώο το οποίο περιγράφει τον μετασχηματισμό. Το μητρώο αυτό

ονομάζεται μητρώο του μετασχηματισμού (transformation matrix). Ποιό φορ-

μαλιστικά: Αν T είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός και ~x είναι το διάνυσμα

συντεταγμένων ενός σημείου, ο μετασχηματισμός μπορεί να γραφεί ώς T (~x) = T~x
όπου T είναι το αντίστοιχο μητρώο του μετασχηματισμού και ο πολλαπλασιαζμός

είναι η πράξη του συνόλου. Οι οικογένειες μετασχηματισμών που θα αναφέρου-

με στη συνέχεια περιγράφουν κυρίως γραμμικούς μετασχηματισμούς, αναφέρον-

ται επίσης και καποιες περιπτώσεις απλών μη γραμμικών μετασχηματισμών (π.χ.

προβολικοί). Μη γραμμικοί μετασχηματισμοί που επιφέρουν παραμορφώσεις, όπως

καμπυλώσεις ευθειών, είναι πέρα απο τα πλαίσια αυτής της διπλωματικής διότι είναι

μή αντιστρέψιμοι και είναι σχεδόν αδύνατο να ανακτηθούν.

3.1.1 Μητρώα περιστροφής

Ας υποθέσουμε ένα σημείο v, όπως αυτό που φαίνεται στο Σχήμα 3.1, το οποίο

περιστρέφεται (αντιορολογιακά) κατα γωνία θ στο σημείο vrot. Η περιστροφή

αυτή μπορεί να περιγραφεί με δύο τρόπους. Είτε ως περιστροφή του διανύσματος

συντετατεγμένων του v = [x y]T κατα θ ως προς την αρχή των αξόνων (dashed
line) είτε ώς περιστροφή του ίδιου του συστήματος συντεταγμένων κατα γωνία θ
(basis vector arrows). Για να υπολογίσουμε τις συντεταγμένες του σημείου vrot

1
Υπο τον αυστηρό ορισμό, γραμμικός μετασχηματισμός είναι μια συνάρτηση μεταξύ δυο διανυ-

σματικών χώρων η οποία διατηρεί τις πράξεις πρόσθεσης και βαθμωτού πολλαπλασιασμού μεταξύ

διανυσμάτων αυτών των χώρων.

19
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αρχικά, χρησιμοποιώντας βασική τριγωνομετρία, υπολογίζουμε τις συντεταγμένες

των περιστραμένων διανυσμάτων ẽx , ẽy της τυπικής βάσης του R2
:

ex =
[
1 0

]T
	ccw rotation by θ ẽx =

[
cos(θ) sin(θ)

]T
ey =

[
0 1

]T
	ccw rotation by θ ẽy =

[
− sin(θ) cos(θ)

]T
. (3.1)

΄Οπως γνωρίζουμε απο τη γραμμική αλγεβρα η προβολή ενός διανύσματος στο

χώρο στηλών ενός μητρώου προκύπτει απο τον πολλαπλασιασμό του διανύσματος

με το αντίστοιχο μητρώο. Στην περίπτωση μας θέλουμε να υπολογίσουμε την

προβολη vrot του v στο χώρο που δημιουργούν τα ẽx , ẽy :

vrot =

[
x′

y′

]
=

[
ẽx ẽy

] [
x
y

]
=

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

] [
x
y

]
. (3.2)

Το μητρώο που κατασκευάσαμε επιτυγχάνει αντιορολογιακή περιστροφή ενός σημείου-

διανύσματος του επιπέδου κατα γωνία θ και ονομάζεται μητρώο περιστροφής R:

R =

[
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

]
. (3.3)

Εύκολα μπορούμε να παρατηρήσουμε οτι μητρώα αυτής της μορφής ειναι ορθοκα-

νονικά και η ορίζουσα τους ειναι ±1. Το σύνολα (set) αυτών των μητρώων μαζί

με την πράξη του πολλαπλασιασμού κατασκευάζουν το σύνολο SO(2), (Special2

Orthogonal group on 2 dimensions).

Σχήμα 3.1: From human perception to SO(2)

2
Τυπικά μόνο τα μητρώα που έχουν ορίζουσα |R| = +1 (proper rotations) δημιουργούν

το σύνολο, Διότι για παράδειγμα σύνθεση δύο μητρώων με |R| = −1 (improper rotations
- reflections) δίνει μητρώο με |R| = +1, και επαγωγικά αλλοιώνει μία απο τις ιδιότητες του

συνόλου.
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Expanding our view: from the plane to 3D Euclidean space

Αν επεκτείνουνμε τη συλλογιστική μας μπορουμε να δούμε οτι στην πραγματι-

κότητα στο Σχήμα 3.1 περιγράφουμε την περιστροφή του τρισδιάστατου σημείου

v =
[
x y 0

]T
στο χώρο ως προς γωνία θ γύρω απο τον άξονα βάθους z. Με αυτό

το σκεπτικό θα μπορούσαμε να ξαναγράψουμε την Σχέση (3.2), επαυξάνοντας το

μητρώο R ώς:

vrot =

x′y′
0

 =

 cos(θ) sin(θ) 0
− sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

xy
0

 . (3.4)

Το επαυξημένο αυτό μητρώο επιτυγχάνει τρισδιάστατη περιστροφή κατα γωνία θ
ως προς τον άξονα z. Εναλλάσσοντας τη θέση της στήλης του κλειδωμένου

3

άξονα μπορούμε να κατασκευάσουμε τα αντίστοιχα μητρώα περιστροφής ως προς

x και y. Συνοψίζοντας:

Rx =

1 0 0
0 cos(θ) sin(θ)
0 − sin(θ) cos(θ)

 ,
Ry =

cos(θ) 0 − sin(θ)
0 1 0

sin(θ) 0 cos(θ)

 ,
Rz =

 cos(θ) sin(θ) 0
− sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1

 . (3.5)

΄Οπως και στις δύο διαστάσεις, η συλλογή των μητρώων Rx, Ry, Rz ∀ θ μαζί
4
με

την πράξη του πολλαπλασιασμού ορίζουν το αντίστοιχο σύνολο που συμβολίζεται

SO(3). ΄Οπως γνωρίζουμε κάθε περιστροφή στον Ευκλείδιο χώρο (3D Euclidean
Space) μπορεί να κατασκευαστεί απο τρείς περιστροφές, μία ως προς κάθε άξονα

(x, y, z) της τυπικής βάσης. Στην περίπτωση που χρησιμοποιούμε μητρώα η αν-

τίστοιχη περιστροφή μπορεί να επιτευχθεί μεσω σύνθεσης-πολλαπλασιασμού των

τριών στοιχειώδων μητρώων Rx, Ry, Rz με γωνίες θx, θy και θz αντίστοιχα.

Γωνίες Euler και η αναπαράσταση άξονα-γωνίας:

Το 1775 ο Leonhard Euler απέδειξε οτι οποιαδήποτε περιστροφή ενός άκαμπτου

σώματος στην οποία τουλάχιστον ένα σημείο του σώματος παραμένει αμετάβλητο,

μπορεί να αναπαρασταθεί ως μία περιστροφή γύρω απο έναν άξονα που περνάει απο

αυτό το σημείο κατα μία συγκεκριμένη γωνία. Η αναπαράσταση αυτή ονομάζεται

αναπαράσταση άξονα-γωνίας (axis angle representation)5.

Μετατροπή μητρώου περιστροφής σε αναπαράσταση άξονα γωνίας:

Δεδομένου ενός μητρώου περιστροφής R ο άξονας (Euler axis) u μπορεί να βρε-

3
Κλειδωμένος αξονας ονομάζεται ο άξονας ως προς τον οποίο γίνεται η περιστροφή.

4
Μία ομάδα (group) ορίζεται ώς μία συλλογή (set) εφοδιασμένη με μια συνολοθεωρητική

πράξη τέτοια ώστε η εφαρμογή της στα στοιχεία του συνόλου διμιηουργεί στοιχεία που επίσης

ανήκουν στη σύνολο.

5
Το πλεονέκτημα της αναπαράστασης άξονα-γωνίας έναντι των Euler angles είναι οτι αποφε-

ύγει το φαινόμενο gimbal lock.



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 3. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 22

θεί ως το ιδιοδιάνυσμα του R που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
6 λ = 1 . Στη συνέχεια

η γωνία περιστροφής φ μπορεί να βρεθεί ως:

φ = arccos
1− tr(R)

2
(3.6)

όπου το tr(·) συμβολίζει τον τελεστή ίχνους.

Μετατροπή αναπαραστασης άξονα γωνίας σε μητρώο περιστροφής:

Αντίστοιχα δεδομένου του άξονα u και της γωνίας περιστροφής φ το μητρώο

περιστροφής R μπορεί να υπολογιστεί βάσει της ακόλουθης σχέσης του Rodriguez
ώς:

R = cos(φ)I + sin(φ)[u]x + (1− cos(φ))uuT , (3.7)

όπου το [u]x ορίζεται ως:

[u]x =

 0 −uz −uy
uz 0 −ux
uy ux 0

 . (3.8)

συμβολίζει το cross product matrix του u.

3.1.2 Οικογένιες 2Δ γεωμετρικών μεστασχηματισμών

Στην περίπτωση σημείων στις 2 διαστάσεις (2Δ) οι γεωμετρικοί μετασχηματισμοί

χωρίζονται σε τέσσερις βασικές κατηγορίες. Οι δυνατότητες και οι περιορισμοί

τους αναλύονται στη συνέχεια και ταυτόχρονα δινόνται οπτικα παραδείγματα απο

την εφαρμογή τους σε πραγματικές εικόνες.

Ι. Ευκλείδειοι μετασχηματισμοί (Euclidean transformations)

Αποτελούν την πιο περιοριστική κατηγορία προβολικών μετασχηματισμών (ονο-

μάζονται επίσης και μετασχηματισμοί ισομετρίας) και χαρακτηρίζονται από 3 βαθ-

μους ελευθερίας. Οι παραμορφώσεις που μπόρουν να επιτύχουν χαρακτηρίζονται

απο περίστροφες και ολισθίσεις των σημείων στο επίπεδο. Η σύνθεση (composi-
tion) τέτοιων μετασχηματισμών αποτελεί επισης Ευκλείδειο μετασχηματισμό. Το

μετασχηματίζων μητρώο της οικογένειας αυτής έχει την ακόλουθη μορφη.

Te =

[
R t
0T 1

]
(3.9)

Το υπομητρώο
[
tx ty

]T
περιέχει τους 2 απο τους 3 βαθμούς ελευθερίας του μετα-

σχηματισμού και επιτυγχάνει ολίσθηση του σημείου στο επίπεδο. Ο τριτός βαθμός

ελευθερίας (θ) διαμορφώνει το 2 × 2 κύριο υπομητρώο του Te, το οποιο είναι το

μητρώο περιστροφής της σχέσης (3.3). Αξίζει να σημειωθεί οτι το σύνολο (set)
τών Ευκλείδειων μετασχηματισμών, μαζί με την πράξη του πολλαπλασιασμού ο-

ρίζει το σύνολο Ε(2) ή ISO(2) (2 Dimensional Euclidean group). Επιπλέον στήν

περίπτωση που το μητρώο περιστροφής δεν εσωκλείει ανάκλαση το σύνολο τών

μετασχηματισμών ονομαζεται SE(2) (Special Euclidean group).

6
Κάθε μητρώο περιστροφής έχει μια τέτοια ιδιοτιμή
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Σχήμα 3.2: Αποτέλεσμα από την εφαρμογή Ευκλείδιου μετασχη-

ματισμού, με ολίσθηση και περιστροφή κατα φ = π/4.

Αμετάβλητες ιδιότητες. Η εφαρμογή Ευκλείδειων μετασχηματισμών που

ανήκουν στο SE(2) διατήρει τον προσανατολισμό (orientation), ενώ σε αντίθετη

περίπτωση, αρνητικής ορίζουσας, τον αντιστρέφει. Επίσης αφήνει αναλλοίωτες τις

γώνιες μεταξύ ευθειών, τα εμβάδα και τα μήκη των σχημάτων
7
.

ΙΙ. Μετασχηματισμοί ομοιότητας (similarity transformations)

Η οικόγενεια αυτή επεκτείνει τους Ευκλείδειους μετασχηματίσμους επιτρέποντας,

επιπλέον, την ισοτροπική κλιμάκωση (scaling) της εικόνας. Οι μετασχηματισμοί

ομοιότητας χαρακτηρίζονται απο 4 βαθμούς ελευθερίας. Τρείς για το Ευκλείδειο

τμήμα (θ, tx, ty) και ένας επιπλέον για την κλιμάκωση (s).
Το μετασχηματίζων μητρώο της οικογένειας αυτής κατασκευάζεται με τον πολλα-

πλασιασμό του υπομητρώου περιστροφής με μια βαθμωτή ποσότητα.

Ts =

s [ cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

]
tx
ty

0 0 1

 (3.10)

Στο ακόλουθο Σχήμα φαίνεται το αποτέλεσμα μιας μεγένθυνσης (similarity) και

μιας ανισοτροπικής κλιμάκωσης (ανεξάρτητης κλιμάκωσης σε κάθε διάσταση). Η

7
Στην ουσία ο μετασχηματισμός εφαρμόζεται σε ένα σύνολο σημείων. Η αναφορά σε μήκη και

εμβαδά προυποθέτει την ύπαρξη σχημάτων. Αφαιρετικά σκεπτόμενοι μπορούμε να θεωρήσουμε

μια εικόνα ως ενα σύνολο σήμειων εφοδιασμένων με υφή (textured point set) όπου το καθενα

εκτός απο τις συντεταγμένες του ορίζει και ένα εικονοστοιχείο (pixel) με κέντρο το σημείο και

δεδομένη φωτεινότητα (intensity).
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Σχήμα 3.3: Ισοτροπική (left) και ανιστοτροπική (right) κλιμάκωση

αρχική εικόνα φαίνεται στο κάτω αριστερά.

Αμετάβλητες ιδιότητες. Η εφαρμογή μετασχηματισμών ομοιότητας διατηρεί

τους λόγους των μηκών καθώς και τις γώνιες μεταξύ ευθυγράμμων τμημάτων.

Επιπλέον δεν επηρεάζει τα κυκλοτερή σημεία.

ΙΙΙ. Μετασχηματισμοί συγγένειας (affine transformations)

Πρόκειται για μη ιδίαζοντες μετασχηματισμούς που προκύπτουν εισάγοντας δύο

επιπλέον βαθμούς ελευθερίας στους μετασχηματισμούς ομοιότητας. Συνολικά χα-

ρακτηρίζονται απο 6 βαθμούς ελευθερίας και το μετασχηματίζων μητρώο έχει την

ακόλουθη μορφή.

Taf =

a11 a12 tx
a21 a22 ty
0 0 1

 (3.11)

Για να γίνουν αντιληπτές οι παραμορφωτικές δυνατότητες των μετασχηματισμών

συγγένειας εφαρμόζουμε διάσπαση QR στο 2× 2 κύριο υπομητρώο του Taf :

[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
q11 q12

q21 q22

] [
sgn(r11) 0

0 sgn(r22)

]
︸ ︷︷ ︸

orthonormal (rotation by θ)

[
1

|r11|
0

0 1

|r22|

]
︸ ︷︷ ︸
scaling(sx,sy)

[
1 r12

r11
0 1

]
︸ ︷︷ ︸
shear(γ)

(3.12)
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ή SVD (διάσπαση ιδαζουσών τιμών):[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
cos(φ) sin(φ)
− sin(φ) cos(φ)

]
︸ ︷︷ ︸

U(orthonormal)

[
sx 0
0 sy

]
︸ ︷︷ ︸

S

[
cos(η) sin(η)
− sin(η) cos(η)

]
︸ ︷︷ ︸
V T (orthonormal)

. (3.13)

Απο τις παραπάνω διασπάσεις γίνεται εύκολα αντιληπτό οτι ενας μετασχηματισμός

συγγένειας μπορεί να επιτευχθεί με στρέβλωση
8
ακουλουθούμενο απο μια ανισο-

τροπική κλιμάκωση και μια περιστροφή (3.12) ή απο δύο περιστροφές μεταξύ των

οποίων παρεμβάλεται μια ανισοτροπική κλιμάκωση όπως φαίνεται στη σχέση (3.13).

Οι δυο παραπάνω διασπάσεις δεν είναι μοναδικές, για παράδειγμα θα μπορούσαμε

να εφαρμόσουμε διάσπαση LU στο υπομητρώο του T όπου ο μετασχηματισμός

θα επιτυγχανόταν μεσώ δυο διαδοχικών shearing. Αξίζει να σημειωθεί οτι στήν

περίπτωση που το κύριο υπομητρώο του Taf είναι ιδιάζων ο μετασχηματισμός α-

ποδομείται σε μια μη αντιστρέψιμη παραμόρφωση η οποία καταστέλει τη μία ή και

τις δύο διαστάσεις του συνόλου σημείων. Η διάσπαση ιδιαζουσών τιμών δείχνει

με σαφή τρόπο τι συμβαίνει σε αυτή την περίπτωηση.

Σχήμα 3.4: Παράδειγμα μή ιδιάζοντος μετασχήματ. συγγένειας

Αμετάβλητες ιδιότητες. Οι μετασχηματισμοί συγγένειας διατηρούν τις πα-

ραλληλίες, τους λόγους των εμβαδών, την ιδανική ευθεια
9
όπως επίσης και τους

λόγους των μηκών μεταξύ συγγραμμικών ή παράλληλων σημείων.

8
στρέβλωση shear ονομάζεται γραμμική μετατόπιση (displacement) ενός σημείου ως προς μιά

δεδομένη κατεύθηνση σε ποσοστό ανάλογο μιας προσημασμένης απόστασης signed distsance.
Για παραδειγμα μετατόπιση της τετμημένης ενός σημείου σε ποσοστό ανάλογο της τεταγμένης

του : i.e., x′ = x+ γy
9The line at infinity I∞ is an ideal line of the projective plane, on which, parallel lines are

assumed to be interesecting.
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ΙΙΙ. Μετασχηματισμοί ομογραφίας (homography)

Η οικογένεια αυτή είναι η πιο γενική κατηγορία γραμμικών μετασχηματισμών. Χα-

ρακτηρίζεται απο οκτώ βαθμούς ελευθερίας.

Thom =

h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 1

 . (3.14)

Η εφαρμογή ενός προβολικού μετασχηματισμού πρέπει να γίνει στις ομογενείς

συντεταγμένες των σημείων και στη συνέχεια απαιτείται επανομογενοποιήση των

νέων συντεταγμένωv. Δηλαδή επαναπροβολή των σημείων στο επίπεδο, το οποίο

επιτυγχάνεται με τη διαίρεση των νέων συντεταγμένων με τη συνιστώσα βάθους.

v =

[
x
y

]
� v̂homogenous −→

Th(.)

x̂ŷ
ẑ

 =

h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 1

xy
1

 , v̂ =

 x̂ẑ
ŷ
ẑ

 .
(3.15)

Ενας μετασχηματισμός ομογραφίας μπορεί να γίνει κατανοητός ως ενας μετασχημα-

τισμός συγγένειας σε συνδυασμό με μια ολίσθηση στον 3Δ χώρο. Η επαναπροβολή

των σημείων στο επίπεδο ευθύνεται για τις επιπλέον ¨προβολικές’ παραμορφώσεις.

Σχήμα 3.5: Παράδειγμα προβολικού μετασχηματισμού

Αμετάβλητες ιδιότητες. Η εφαρμογή προβολικών μετασχηματισμών σε ενα

σύνολο σημείων αφήνει αναλλοίωτους τους προσανατολισμούς των ευθείων. Ει-

δίκοτερα, συνευθειακά σημεία παραμένουν συνευθειακά, επίσης τεμνόμενες οπως

και παράλληλες ευθείες διατηρουν την μορφολογία τους δηλαδή τις μεταξύ τους

γωνίες και το πλήθος σημείων τομής. Επιπλέον οι μετασχηματισμοί αυτού ÷ του

είδους διατήρουν ιδιομορφίες της εικόνας όπως σημεία κάμψης (points of infle-
ction), εφαπτομενικές ασυνέχειες (tangent discontinuites) και λόγους των λόγων
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μήκων ευθύγραμμων τμημάτων (cross ratio)10.

3.1.3 Οικογένιες 3D γεωμετρικών μεστασχηματισμών

Η κατηγορίες μετασχηματισμών στο 3D ειναι οι ίδιες με αυτές του επιπέδου, α-

πλώς στην περίπτωση τρισδιάστατων σημείων η φυσική υπόσταση τών ομογενών

συντεταγμένων είναι πιο δυσνόητη. Στην περίπτωση των δύο διαστάσεων μπορο-

ύσαμε εύκολα να φανταστούμε οτι η εφαρμογή του μετασχηματισμού γίνεται στον

τρισδιάστατο χώρο (ομογενείς συντεταγμένες) και οτι τελικά το αποτέλεσμα του

επαναπροβάλλεται στις δυο διαστάσεις (διαίρεση των συντεταγμένων με την συνι-

στώσα βάθους). Αφαιρετικά θα μπορούσαμε να πούμε οτι και στις τρείς διαστάσεις

η παραμόρφωση επιτυγχάνεται σε μια τέταρτη διάσταση και το αποτέλεσμα της ε-

παναπροβάλλεται στον 3D Ευκλείδιο χώρο.

Στη συνέχεια δίνονται τα μετασχηματιστικά μητρώα των προαναφερθέντων οικογε-

νειών τροποποιημένα για τρισδιάστατα σημεία σε ομογενείς συντεταγμένες κάθως

και ενα παράδειγμα εφαρμογής τους.

Ι. 3Δ Ευκλείδιος Μετασχηματισμός

T3∆ euclidean =

[
R3∆ t3∆

∅T3∆ 1

]
(3.16)

ΙΙ. 3Δ Μετασχηματισμός ομοιότητας

T3∆ similarity =

[
sR3∆ t3∆

∅T3∆ 1

]
(3.17)

ΙΙΙ. 3Δ Μετασχηματισμός συγγένειας

T3∆ affinity =

[
A3∆ t3∆

∅T3∆ 1

]
(3.18)

IV. 3Δ Μετασχηματισμός ομογραφίας

T3∆ homography =

[
A3∆ t3∆

vT3∆ α

]
, (3.19)

όπου το R3∆ συμβολίζει ενα τρισδιάστατο μητρώο περιστροφής, το t3∆ = [txtytz]
T

ένα 3 × 1 διάνυσμα ολίσθησης, το A3∆ ένα 3 × 3 αντιστρέψιμο μητρώο, το vT3∆

ένα τυχαίο 3× 1 διάνυσμα και τελος α είναι μια βαθμωτή ποσότητα.

Αμετάβλητες ιδιότητες. Οι ευκλείδειοι μετασχηματισμοί (Ι) διατηρούν τους

όγκους, οι μετασχηματισμοί ομοιότητας (ΙΙ) διατηρούν την απολυτη κωνική Ω∞.
11

Οι μετασχηματισμοί συγγένειας (ΙΙΙ) της παραλληλίες μεταξύ επιπέδων, τους λόγους

των όγκων καθώς και το επίπεδο στο άπειρο (plane at infinity) π∞. Τέλος, οι

μετασχηματισμοί ομογραφίας (IV) διατηρούν τις τόμες επιφανειών καθώς και την

καμπυλότητα κατά gauss12.

10
Ο λόγος των v1,v2,v3.v4 ορίζεται ως

|v1v2||v3v4|

|v1v3||v2v4|
, όπου |vivj | = det

[
vixvjx
viyvjy .

]
11The absolute conic Ω∞ is a point (conic) on the plane at infinity π∞ which remains

unchanged under similarity transformations.
12

Σχετίζεται με τις Gaussian Images.
14

Ο χρωματισμός των σημείων είναι τεχνητός καθώς δεν έχουμε πληροφορία χρώματος παρά

μόνο συντεταγμένων. Επίσης εξαιτίας του μικρού πλήθους των σημείων παρατηρούνται λευκά-

κενά στο νέφος.
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Σχήμα 3.6: Παράδειγμα εφαρμογής Ευκλείδιου μετασχηματισμού

σε τρισδιάστατο νέφος σημείων
14

Σχήμα 3.7: Παράδειγμα ισομετρίας με ισοτροπική κλιμάκωση (si-
milarity transform)

Σχήμα 3.8: Παράδειγμα 3Δ μετασχηματισμού συγγένειας
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Σχήμα 3.9: Παράδειγμα 3Δ προβολικού μετασχηματισμού

3.2 Στοιχεία Ανάλυσης Μητρώων

Στην υποενότητα αυτή παρουσιάζονται και αποδεικνύονται λήμματα της Γραμμικής

΄Αλγεβρας που χρησιμοποιήθηκαν σε κάποιες απο τις μεθόδους αντιστοίχισης. Για

μια εκτεταμένη έρευνα σε τύπους και θεωρήματα της γραμμικής αλγεβρας προτε-

ίνουμε στον αναγνώστη να ανατρέξει στο The Matrix Cookbook.

3.2.1 Πολική Διάσπαση και το Λήμμα Μέγιστου ΄Ι-

χνους

Η πολική διάσπαση (Polar Decomposition) ενος μητρώου είναι μια παραγοντο-

ποιήση ανάλογη με την πολική αναπαράσταση βαθμωτού μιγαδικού αριθμού, ώς

z = rejθ όπου r είναι το μέτρο και ejθ το μιγαδικό πρόσημο (complex sign) του

z. Στην περίπτωση τετραγωνικού μιγαδικού μητρώου A η πολική διάσπαση έχει

τη μορφή A = QP, όπου το Q αναπαριστά ενα ορθομοναδιαίο (Unitary) και το P
ενα Ερμιτιανό συμμετρικά θετικά ημιορισμένο (Hermitian Positive semidefinite)
μητρώο αντίστοιχα. Διαισθητικά η πολική διάσπαση διαχωρίζει το μητρώο A σε

μια συνιστώσα (component) P η οποία τανύει το χώρο που διμιουργεί ένα σύνολο

ορθογωνίων αξόνων και μία συνιστώσα περιστροφής Q. Η διάσπαση αυτή υπάρ-

χει πάντα, και επιπλέον στην περίπτωση που το A είναι αντιστρέψιμο, το P είναι

θετικά ορισμένο. Η πολική διάσπαση μπορεί να υπολογιστεί χρησιμοποίωντας την

διάσπαση ιδιαζουσών τιμών του A ώς A = UΣVH
με P,Q τα:

P = VΣVH , Q = UVH . (3.20)

Είναι εύκολο να δούμε οτι ισχύει Q = AP−1
.

Λήμμα: ΄Εστω μητρώο C ∈ Rn×n, το βέλτιστο ορθογώνιο μητρώο R που μεγι-

στοποιεί το ίχνος του γινομένου RC ίσούται με την ανάστροφη ορθογώνια συνι-

στώσα QT
που προκύπτει απο την πολική διάσπαση του C ώς C = QP.

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουμε ότι:

tr(RC) = tr(RQP) ≤ tr(P) . (3.21)
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Θέτουμε B = RQ και επομένως πετυχαίνουμε την ισότητα με RQ = I και άρα

R = QT
, επίσης αναλύουμε το μητρώο P ώς:

P = VΣVT = (VΣ
1
2 )(Σ

1
2 VT ) = ΞΞT =

n∑
i=1

ξiξ
T
i , (3.22)

όπου ξi είναι η i-οστή στήλη του μητρώου Ξ.

tr(RQP) = tr(BΞΞT ) = tr(ΞTBΞ) =

n∑
i=1

ξTi Bξi . (3.23)

Στη συνέχεια επιλύουμε την max
n∑
i=1

ξiBξ
T
i , με συνθήκη BBT = I, αφού το B

είναι ορθογώνιο ώς γινόμενο ορθογωνίων. Απο την ανισότητα Cauchy-Shwarz
έχουμε οτι το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι πάντα μικρότερο ή ίσο

απο τη ρίζα του γινόμενου των μέτρων τους:

ξTi Bξi ≤
√

(ξTi ξi)(ξiB
TBξi) = ξTi ξi ∀ i, (3.24)

και επομένως συμπεραίνουμε οτι tr(RQP) ≤ tr(P).

3.3 Στοιχεία Θεωρίας Βελτιστοποίησης

΄Ως πεδίο των μαθηματικών, η βελτιστοποίηση (optimization - mathematical pro-
gramming) ασχολείται με προβλήματα εύρεσης του ‘καλύτερου’ στοιχείου που

ικανοποίει κάποια δεδομένα κριτήρια. Στην απλούστερη μορφή του, ένα πρόβλημα

βελτιστοποίησης περιγράφει τη μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση μίας πραγματικής

συνάρτησης. Συνήθως η προς βελτιστοποίηση συνάρτηση καλείται αντικειμενική

(objective function) και ειδικότερα συνάρτηση κόστους ή απώλειας (cost or loss
function) όταν πρόκειται για πρόβλημα ελαχιστοποίησης ή συνάρτηση οφέλειας

(utility function) όταν πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης. Συνήθως χρησι-

μοποιούνται οι παρακάτω συμβολισμοί

min
x∈A

f(x) ή max
x∈A

f(x),

δηλαδή ‘Υπολόγισε το ελάχιστο/μέγιστο της f όταν το x ∈ A ’, και οι ακόλουθοι

ισοδύναμοι

arg min
x∈A

f(x) ή arg max
x∈A

f(x),

δηλαδή ‘Βρές την τιμή του ορίσματος x η οποία ελαχιστοποίει/μεγιστοποίει την

f . ΄Οπως θα δούμε στη συνέχεια, το πρόβλημα της αντιστοίχισης νεφών σημε-

ίων τελικά καταλήγεί σε ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης-εύρεσης του ¨καλύτερου’

ορίσματος μιας αντικειμενικής συνάρτησης.

3.3.1 Βελτιστοποίηση κυρτών συναρτήσεων

΄Ενας απο τους κυριότερους κλάδους της θεωρίας βελτιστοποίησης αφορά την ε-

λαχιστοποίηση κυρτών συναρτήσεων. (Convex Minimization)15

15
Κάθε πρόβλημα μεγιστοποιήσης μιας κοίλης (concave) συνάρτησης f μπορεί να επανατέθει

σαν ενα πρόβλημα ελαχιστοποίησης της −f η οποία είναι κυρτή.
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Σχήμα 3.10: Παράδειγμα 2Δ κυρτής συνάρτησης με μοναδικό ολικό ελάχιστο.

Κυρτές συναρτήσεις ονομάζονται αυτές που εχουν μοναδικό ολικό ελάχιστο. Η

ιδιότητα που κάνει αυτού του τύπου προβλήματα ευκολότερα σε σχέση με τα υ-

πόλοιπα προβλήματα βελτιστοποίησης είναι οτι, ακόμα και να μήν υπάρχει κλει-

στός τύπος για την εύρεση του ζητούενου ακροτάτου, οποιαδήποτε επαναληπτική

μέθοδος θα μπορούσε να προσεγγίσει το ακρότατο. Το πρόβλημα που προκύπτει

συνήθως είναι οτι στην πράξη οι αντικειμενικές συναρτήσεις εκτώς του οτι είναι

μη γραμμικές, οπότε συνήθως δεν επιδέχονται κλειστού τυπου λύση, είναι τμημα-

τικά κυρτές (localy convex or quasiconvex). Το οποίο χαρακτηριστικό κάνει τις,

κακώς αρχικοποίημενες, επαναληπτικές μεθόδους να εγκλωβίζονται σε κάποιο απο

τα τοπικά ελάχιστα με αποτέλεσμα να αποτυγχάνουν να βρουν το ολικό ελάχιστο.

3.3.2 Πολλαπλασιαστές Lagrange

Η μέθοδος των πολλαπλασιαστών Lagrange είναι μια στρατηγική για την εύρεση

τοπικών ακροτάτων συναρτήσεων υπο την ύπαρξη επιπλέον περιορισμών ισότητας

(equality constraints). Η βασική αρχή της στρατηγικής αυτής είναι οτι εάν ένα

υποψήφιο ακρότατο (candidate extremum) δέν ικανοποιεί τους επιπλέον περιορι-

σμούς τότε θα πληρώσει ένα επιπλέον ‘πρόστιμο’ με τη μορφή μιας ποσότητας που

προστίθεται (at a minimization) ή αφαιρείται (at a maximization) απο την υπό

βελτιστοποίηση συνάρτηση κόστους ή οφέλειας. Για παράδειγμα εαν επιθυμούμε

να βρούμε το μέγιστο μιας συνάρτησης f(x) το οποίο πρέπει να υπακούει στον

περιορισμό g(x) = c τότε η προς μεγιστοποίηση συνάρτηση θα πρέπει να τροπο-

ποιηθεί ως Λ(x, λ) = f(x) − λ(g(x) − c), όπου το λ είναι μια παράμετρος (i.e,
the multiplier) η οποία καλείται πολλαπλασιαστής Kagrange και η οποία ρυθμίζει

την τιμή της Λ(x, λ) έτσι ώστε όσο περισσότερο απέχει η τιμή ενός ακροτάτου

x0 απο τον περιορισμό f(x0) = c, τόσο μικρότερη να γίνεται η τιμή της επαυ-

ξημένης συνάρτησης Λ(x, λ). Αυτο που απέδειξε ο Lagrange είναι οτι υπάρχει

πάντα (τουλάχιστον ένα) λ0 τέτοιο ώστε το σημείο (x0, λ0) να είναι σημείο στα-

σιμότητας της συνάρτησης Λ(x, λ) το οποίο βάσει του θεωρήματος του Fermat16

μεταφράζεται στο οτι ∇Λ(x0, λ0) = ~0. Να σημειώσουμε εδώ οτι η μέθοδος των

πολλαπλασιαστών Lagrange δίνει μια αναγκαία αλλά όχι ικανή συνθήκη για την

εύρεση των ζητούμενων ακροτάτων, με την έννοια οτι κάποια απο τα στάσιμα ση-

μεία που θα προκύψουν απο την λύση της ∇Λ(x, λ) = ~0 μπορεί να μήν παρέχουν

16Not the last one!
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λύση για το αρχικό πρόβλημα. Ακολουθεί ένα απλό παράδειγμα της μεθόδου των

πολλαπλασιαστών Lagrange:

Σχήμα 3.11: Οπτικοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης και του περιορισμού.

Ας υποθέσουμε οτι θέλουμε να μεγιστοποιήσουμε την f(x, y) = x+y υπο τον πε-

ριορισμό x2 +y2 = 1, ο οποίος υποχρεώνει τη λύση να ανήκει στο μοναδιαίο κύκλο

(feasible set). Αρχικά περιγράφουμε την ικανοποίηση του περιορισμού ώς μηδενι-

σμό της συνάρτησης g(x, y)− c = x2 + y2− 1 και στην συνέχεια κατασκευάζουμε

την Lagrangian ώς:

Λ(x, y, λ) = f(x, y) + λ(g(x, y)− c) = x+ y + λ(x2 + y2 − 1) (3.25)

Υπολογίζοντας τις μερικές παραγώγους ∇Λ(x, λ) = ~0 έχουμε:

∂Λ(x, λ)

∂x
= 1 + 2λx = 0⇒ x =

−1

2λ
, (3.26)

∂Λ(x, λ)

∂y
= 1 + 2λy = 0⇒ y =

−1

2λ
, (3.27)

∂Λ(x, λ)

∂λ
= x2 + y2 − 1 = 0 . (3.28)

Επιλύοντας τώρα την (3.28) με χρήση των (3.26) και (3.27) έχουμε:

1

4λ2
+

1

4λ2
= 1⇒ λ = ∓ 1√

2
, (3.29)

απο τις οποίες βρίσκουμε:

f(
1√
2
,

1√
2

) =
√

2 , f(− 1√
2
,− 1√

2
) = −

√
2, (3.30)

και επομένως καταλήγουμε οτι το ζητούμενο μέγιστο επιτυγχάνεται στο σημείο

(x0, y0) = (
1√
2
,

1√
2

) . (3.31)
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3.4 Μοντέλα βασισμένα σε μίγματα Γκαου-

σιανών κατανομών

Σε αυτό το σημείο θα παρουσιάσουμε δύο μαθηματικά εργάλεια απο το πεδίο της

στατιστικής. Συγκεκριμένα τα μοντέλα που βασίζονται σε μίγματα κανονικών

κατανομών (Gaussian mixture models, GMM) και τον αλγόριθμο μεγιστοποίη-

σης αναμενόμενης πιθανοφάνειας (Expectation Maximization algorithm, EM).
Σε προβλήματα εκτίμησης παραμέτρων ενός στατιστικού μοντέλου στα οποία υ-

πεισέρχονται λανθάνουσες μεταβλητές (latent variables), τα δύο αυτά εργαλεία,

συνδιαζόμενα, δίνουν μια πολύ ισχυρή μέθοδο επαναληπτικής βελτιστοποίησης αυ-

τών των παραμέτρων, την οποία θα την χρησιμοποιήσουμε για την μοντελοποίη-

ση του προβλήματος αντιστοίχισης ζευγόυς στην [υποενότητα 4.2.3] και επίσης

στην μέθοδο που θα αναπτύξουμε στο [κεφάλαιο 6] η οποία αποτελεί επέκταση

της προηγούμενης. Σκοπός της παρούσας υποενότητας είναι να κάνει μια γενική

παρουσίαση των εργαλείων καθώς και να δώσει την απόδειξη σύγκλισης του αλγο-

ρίθμου μεγιστοποίησης αναμενώμενης πιθανοφάνειας στην περίπτωση αγνώστων

μεταβλητών.

3.4.1 Μείγματα Κανονικών Κατανομών

Σχήμα 3.12: Οπτικοποίηση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (-----) ενός

GMM η οποία προκύπτει απο την υπέρθεση επτά ισοβαρών συνιστωσών (-----).

Τα GMM είναι υπερθέσεις gaussian κατανομών διαφορετικών παραμέτρων, (Σχη-

μα 3.12), και αποτελούν ένα τρόπο μοντελοποίησης αυθαίρετων κατανομών πυ-

κνότητας πιθανότητας με την βοήθεια κατανομών γνωστών οικογενειών. Υπάρ-

χουν πολλά είδη μοντέλων ανάμειξης κατανομών. Στην παρούσα διπλωματική εν-

διαφερόμαστε για τα πεπερασμένα GMM διοτι βασίζονται σε gaussian κατανομές

οι οποίες κατα βάθος εξαρτώνται απο το τετράγωνο μιας Mahalanobis απόστασης

η οποία θα αποδειχθεί πολύ χρήσιμη στη συνέχεια. Υποθέτωντας οτι μπορούμε να
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δημιουργήσουμε ενα GMM απο υπέρθεση απείρου πλήθους κανονικών κατανομών

τότε αυτό το GMM θα μπορούσε να περιγράψει οποιαδήποτε αυθαίρετη κατανομή.

Εδώ θα αρκεστούμε σε GMM με πεπερασμένες συνιστώσες. Φορμαλιστικά ενα

GMM με n συνιστώσες ορίζει την κατανομή p(x) ενός ενδεχομένου x ώς

p(x) =

n∑
i=1

πiN (x|µi, σi), (3.32)

όπου πi είναι το βάρος της αντίστοιχης συνιστώσας N (x|µi, σi). Εφόσον το παρα-

κάτω άθροισμα πρέπει να περιγράφει συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας τα βάρη

πρέπει να δημιουργούν έναν κυρτό συνδιασμό (convex combination) των συνιστω-

σών, με άλλα λόγια
n∑
i=1

πi = 1. (3.33)

Σε αυτό το σημείο εισάγουμε μια n-διάστατη δυαδική τυχαία μεταβλητή z, σε κάθε

υλοποίηση της οποίας ένα μοναδικό στοιχείο Zi είναι μονάδα ενώ τα υπόλοιπα είναι

μηδέν. Υπο αυτή τη θεώρηση οι τιμές των Zi ∈ {0, 1}. Παρατηρούμε επίσης οτι∑
i Zi = 1 και επίσης οτι υπάρχουν n δυνατές καταστάσεις του τυχαίου διανύσμα-

τος z ανάλογα με το ποιό στοιχείο του είναι μονάδα. ΄Εχοντας ορίσει το τυχαίο

διάνυσμα z μπορούμε να κατασκευάσουμε την απο κοινού συνάρτηση πυκνότητας

πιθανότητας p(x, z) ως προς την περιθόρια κατανομή p(z) και μία κατανομή πιθα-

νοφάνειας p(x|z) ώς. Για να το πετύχουμε αυτό αρχικά ορίζουμε την p(z) μέσω

των βαρών πi ως p(Zi = 1) = πi. Επίσης λόγο της ειδικής δομής της z μπορούμε

να γράψουμε οτι

p(z) =

n∏
i=1

πZii , (3.34)

και να εξάγουμε οτι η πιθανοφάνεια ενός ενδεχομένου x (δεδομένης της μεταβλη-

τής z) ισούται με

p(x|Zi = 1) = N (x|µi, σi) =

n∏
i=1

N (x|µi, σi)Zi . (3.35)

Βάσει των σχέσεων (3.34) και (3.35) μπορούμε να ορίσουμε την περιθόρια κατα-

νομή ενός ενδεχομένου x ως

p(x) =
∑
z

p(x, z) =
∑
z

p(z)p(x|z) =

n∑
i=1

πiN (x|µi, σi), (3.36)

και τέλος να κατασκευάσυμε την εκ των υστέρων πιθανότητα μιας μεταβλητής z
δεδομένου του ενδεχομένου x, την οποια θα συμβολίζουμε ai|x, ως

ai|x = p(Zi = 1|x) =
p(Zi = 1)p(x|Zi = 1)

p(x)
=

πiN (x|µi, σi)
n∑
k=1

πkN (x|µk, σk)
. (3.37)

3.4.2 Η σύγκλιση του EM υπο την ύπαρξη αγνώστων

μεταβλητών

Ο αλγόριθμος μεγιστοποίησης πιθανοφάνειας (Expectation Maximization, EM)
προτάθηκε απο τους Dempster et.al [21]

το 1977 και χρησιμοποιείται για την ε-

κτίμηση των βέλτιστων με την έννοια της μέγιστης πιθανοφάνειας, παραμέτρων
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στοχαστικών μοντέλων
17

υπο την ύπαρξη αγνώστων μεταβλητών (latent varia-
bles).

Ας υποθέσουμε ένα στοχαστικό μοντέλο που περιγαφεται απο ένα σύνολο παρα-

μέτρων θ για το οποίο έχουμε ενα σύνολο παρατηρήσεων Y καθώς και ένα σύνολο

αγνώστων λανθανόντων μεταβλητών Z. Στόχος του EM είναι να μεγιστοποιήσει

την συνάρτηση πιθανοφάνειας

p(Y; θ) =
∑
Z
p(Y,Z; θ). (3.38)

Χωρίς απώλεια της γενικότητας κάνουμε την υπόθεση οτι η Z είναι διακριτή τυχα-
ία μεταβλητή· σε περίπωσεις συνέχων τ.μ. μπορούμε απλώς να αντικαταστήσουμε

την άθροιση με ολοκλήρωση.

Θα θεωρήσουμε επίσης οτι η απευθείας μεγιστοποίηση της πιθανοφάνειας παρατη-

ρήσεων p(Y; θ) ειναι δυσεπίλυτη σε αντίθεση με την μεγιστοποίηση της πιθανο-

φάνειας πλήρων δεδομένων p(Y,Z; θ) η οποία τυγχάνει ευκολότερη. Εισάγοντας

σε αυτό το σημείο μια κατανομή q(Z) η οποία περιγράφει τις εκ των προτέρων

πιθανότητες της τυχαίας μεταβλητής Z και εφαρμόζωντας τον κανόνα του Bayes

p(Z,Y; θ)

p(Z|Y; θ)p(Y; θ)
= 1⇒ EZ [log

p(Z,Y;θ)
q(Z)

p(Z|Y;θ)p(Y;θ)
q(Z)

] =
��

��
�*

EZ [const] = const

EZ
[
log 1

]
. (3.39)

Επικαλούμενοι το ”νόμο του ασυνείδητου στατιστικού” (The law of unconscious
statistician)18, την γραμμικότητα του τελεστή αναμενόμενης τιμής καθώς και την

ιδιότητα του λογαρίθμου απο τη Σχέση (3.39) προκύπτει∑
Z
q(Z) log

p(Z,Y; θ)

q(Z)
−
∑
Z
q(Z) log

p(Z|Y; θ)

q(Z)
−
∑
Z
q(Z) log p(Y; θ) = 0.

(3.40)

Παρατηρούμε οτι ο πρώτος όρος του αριστερού μέλους της ισότητας οριζει την

αναμενόμενη λογαριθμική πιθανοφάνεια πλήρων δεδομένων την οποια θα συμβο-

λίζουμε EZ(θ|Y,Z) και η οποία θα αποτελέσει την ποσότητα της οποίας την με-

γιστοποιήση, τελικά, θα επιλύσουμε. Ο δεύτερος όρος του αθροίσματος αποτελεί

την απόσταση Kullaback Leibler, KL(q ‖ p), μεταξύ των κατανομών q και p.
Συνεπτυγμένα, η σχέση (3.40) γράφεται

EZ(θ|Y,Z) + KL(q ‖ p)−
∑
Z
q(Z) log p(Y; θ) = 0 ⇒

EZ(θ|Y,Z) + KL(q ‖ p)− log p(Y; θ)

�
�
�
��>

1∑
Z
q(Z) = 0⇒

log p(Y; θ) = EZ(θ|Y,Z) + KL(q ‖ p) . (3.41)

Παρατηρώντας την σχέση (3.41) και γνωρίζοντας οτι η KL divergence ειναι θετι-

κή ποσότητα συμπεραίνουμε οτι η EZ(θ|Y,Z) αποτελεί ένα κάτω φράγμα για την

17
΄Οπως για παράδειγμα τα Gaussian Mixture Models, [Ενότητα 3.4.1].

18
Ο law of unconscious statistician δίνει ένα τρόπο υπολογισμού του Expectation μιας συ-

νάρτησης f η οποία δρά σε μια τυχαία μεταβλητή Z ως E
[
f(Z)

]
=
∑
Z
q(Z)f(Z), όπου q(Z)

είναι η συνάρτηση μάζας πιθανότητας της τυχαίας μεταβλητής Z. Αντίστοιχη Σχέση ισχύει και

για συνέχης τυχαίες μεταβλητές.
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log p(Y; θ) απο το οποίο καταλήγουμε οτι μεγιστοποιόντας την αναμενόμενη λογα-

ριθμική πιθανοφάνεια πλήρων δεδομένων επιτυγχάνουμε αύξηση της λογαριθμικής

πιθανοφάνειας παρατηρήσεων.

Η σχέση (3.41) αποτελεί την βασική αρχή λειτουργίας του EM. Το υποπρόβλη-

μα που δημιουργείται είναι οτι μια μονοβηματική επίλυση της EZ(θ|Y,Z) ως πρός

τις παραμέτρους θ δεν θα έδινε αυτές (τις θ) που μεγιστοποιούν την log p(Y; θ)
απλώς θα επιτύγχανε μια αύξηση της δεύτερης το πολύ εως την τρέχουσα τιμή

του KL(q ‖ p). Για να επιτευχθεί μεγιστοποίηση της log p(Y; θ) η διαδικάσια

χρειάζεται να επαναληφθεί με κάθε επανάληψη να αποτελείται απο δύο βήματα.

Στο πρώτο θα υπολογίζονται οι εκ των υστέρων πιθανότητες p(Z|Y; θold) δεδο-

μένου ενός συνόλου παραμέτρων θold και στη συνέχεια η κατανομή (τιμές) των

p(Z|Y; θold) θα θεωρούνται ως η καινούργια
19

κατανομή q(Z) και στη συνέχεια οι

παράμετροι θ επανεκτιμούνται μέσω μεγιστοποίησης της EZ(θ|Y,Z) υπο τις τιμές

της καινούργιας q(Z).

19
Εξ ορισμού η μεγιστοποίηση της KL(q ‖ p) επιτυγχάνεται οταν q(Z) = p(Z|Y).



Κεφάλαιο 4

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗ

ΖΕΥΓΟΥΣ

ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΩΝ

ΝΕΦΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ

΄Εστω δύο σύνολα-νέφη τρισδιάστατων σημείων X και Y, τα σημεία των οποίων,

στην περίπτωση μας, υποθέτουμε οτι έχουν προέλθει απο τη δειγματοληψία μιας

επιφάνειας και τα οποία θέλουμε να αντιστοιχίσουμε. Δηλαδή να υπολογίσουμε

τίς παραμέτρους του γεωμετρικού μετασχηματισμού που τα συνδέει.

Τα τελευταία χρόνια έχουν προταθεί ποικίλες τεχνικές για την εκτίμηση αυτών των

παραμέτρων. Αναλόγως με το είδος του μετασχηματισμού που θεωρείται μεταξύ

των δύο συνόλων υπάρχουν και αντίστοιχες τεχνικές. Υπάρχει ενας μεγάλος α-

ριθμός δημοσιεύσεων επιστημονικών εργασιών πάνω στο συγκεκριμένο πρόβλημα

εκ των οποίων οι περισσότερες κάνουν τη θεώρηση οτι τα δύο σύνολα συνδέον-

ται με (ολικό) μετασχηματισμό άκαμπτου σώματος (rigid body transformation).
Ελάχιστες λύνουν το πρόβλημα εύκαμπτων (non-rigid) ολικών μετασχηματισμών

και ακόμα λιγότερες την περίπτωση πολλαπλών τοπικών μετασχηματισμών (articu-
lated body) ανα υποσύνολο σημείων. Αν και η περίπτωση αρθρωτών σωμάτων δεν

είναι σπάνια. Για παράδειγμα αν τα δύο σημειο-σύνολα περιέχουν εναν άνθρωπο σε

κίνηση θα ήταν απερίσκεπτο να θεωρήσουμε ολικό μετασχηματισμό μεταξύ τους.

Αν και δέν είναι το κυρίως θέμα της παρούσας διπλωματικής στην [υποενότητα

4.3] γίνεται μια ανασκόπηση δημοσιεύσεων πάνω σε μη-συμπαγείς και τοπικούς

μετασχηματισμούς.

Στην συγκεκριμένη διπλωματική γίνεται η θεώρηση οτι ο μετασχηματισμός μεταξύ

των συνόλων X , Y είναι ολικός και Ευκλείδιος. Οι μέθοδοι που αναλύονται στη

συνέχεια, εκτός της τελευταίας [υποενότητας 4.3], επιλύουν το προβλημα στην

περίπτωση ισομετρίας (global Euclidean transformation).

37
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4.1 Εκ των προτέρων γνωστές αντιστοιχίες

Σκοπός αυτής της υποενότητας είναι να παρουσίασει μεθόδους εύρεσης των βέλτι-

στων παραμέτρων μίας Ευκλείδιας παραμόρφωσης μεταξύ δύο νεφών σημείων υπό

τη θεώρηση οτι αντίστοιχα σημεία είναι γνωστά εκ των προτέρων. Αυτή η τοπο-

θέτηση του προβλήματος μοίαζει ιδεατή αλλά όπως θα δούμε στη συνέχεια οι περισ-

σότερες εκ των τεχνικών αντιστοίχισης, αφού βρούν ενα υποσύνολο αντίστοιχων

σήμειων μεταξύ των point clouds στη συνέχεια υπολογίζουν τις βέλτιστες παρα-

μέτρους του μεταξύ τους μετασχηματισμού βελτιστοποιώντας κάποια συνάρτηση

κόστους-μετρική σφάλματος
1
χρησιμοποιώντας αυτούσια ή τροποποιημένη κάποια

απο τις τεχνικές που παρουσίαζονται στην ενότητα αυτή.

4.1.1 Το πρόβλημα του απόλυτου προσανατολισμού

Ας υποθέσουμε δύο μητρώα W και X, διαστάσεων 3×n, τα οποία περιέχουν σημεία

απο τα δύο επικαλυπτώμενα νέφη X ,Y σε ένα πρός ένα αντιστοιχία. Καθε σημείο

του W,X αναπαρίσταται ως wi,xi, 1 ≤ i ≤ n αντίστοιχα και οι συντεταγμένες του

βρίσκωνται στη i-στη στήλη του αντίστοιχου μητρώου. Ζητούμενο είναι να βρούμε

έναν Ευκλείδιο μετασχηματισμό, αποτελούμενο απο ενα μητρώο περιστροφής R
και ένα δυάνυσμα ολίσθησης t τέτοιο ώστε ¨το άθροισμα των τετραγώνων των

αποστάσεων μεταξύ των αντιστοίχων σημείων των δύο νεφών να γίνει ελάχιστο’ ή

πιο φορμαλιστικά:

{R∗, t∗} = arg min
R,t

n∑
i=1

‖ wi −Rxi − t ‖22

με συνθήκες RTR = I, |R| = 1, (4.1)

όπου |R| συμβολίζει την ορίζουσα του μητρώου R. Το πρόβλημα αυτό ονομάζε-

ται ορθογώνιο πρόβλημα του Προκρούστη ή πρόβλημα του απόλυτου προσανατο-

λισμού (Absolute Orientation). Η πρώτη ονομασία πιθανότατα προέρχεται απο

τον ομώνυμο μυθικό ληστή της δυτικής Αττικής που τάνυε ή διαμέλιζε τα θύματα

του ώστε να χωρέσουν σε ένα σιδερένιο κρεβάτι. Υπό αυτό τον όρο, σήμερα, μο-

ντελοποιούνται προβλήματα στα οποία διαφορετικά Σχήματα (shapes) ή ιδιότητες

προσαρμόζονται σε ένα αυθαίρετο πρότυπο (standard).
Για το πρόβλημα του απόλυτου προσανατολισμού έχουν προταθεί ποικίλες λύσεις,

οι περισσότερες εκ των οποίων το επυλύουν για μετασχηματισμό ομοίοτητας αντί

ισομετρίας, δηλαδή προσθέτουν μια επιπλέον παράμετρο ισοτροπικής κλιμάκωσης

στο πρόβλημα. Στις ακόλουθες υποενότητες παρουσιάζονται οι τρείς κυριότερες

λύσεις για την περίπτωση ισομετρίας (Euclidean Transformation). Οι δύο πρώτες

[4.1.2], [4.1.3] παρουσιάζονται για ιστορικούς λόγους και λόγους πληρότητας κα-

θώς ειναι προγενέστερες της τρίτης [4.1.4]. Η τελεύταια μέθοδος ειναι αυτή την

οποία, ελαφρώς τροποποιημένη, χρησιμοποιούμε και στον αλγόριθμο που θα παρου-

σιάσουμε στο [κεφάλαιο 6] για αυτό το λόγο αποδεικνύεται αναλυτικά και μάλιστα

για την γενική περίπτωση βεβαρυμένων αποστάσεων.

Αξίζει να σημειωθεί εδώ, οτι και οι τρείς μέθοδοι καταλήγουν στην ίδια, ουσιαστι-

κά, λύση απλά μέσω διαφορετικής μοντελοποίησης.

1
Σύνηθως η διαδικασία εύρεσης υποσύνολου αντιστοιχίας και εκτίμησης των παραμέτρων του

μετασχηματισμού επαναλαμβάνεται με σκοπό τη βελτίωση της εκτίμησης τους.
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4.1.2 Επίλυση βασισμένη σε ορθομοναδιαία τετραδόνια

Η μέθοδος που παρουσιάζεται σε αυτή την υποενότητα δόθηκε απο τον B.K.P.
Horn[4]

το 1986 και βασίζεται στην περιγραφή περιστροφών στις τρείς διαστάσεις

με χρήση ορθομοναδιαίων τετραδονίων (unit quaternions)2. Για να δώσουμε μία

ιδέα στον αναγνώστη, αναφέρουμε οτι τα τετραδόνια είναι μια επέκταση των μιγα-

δικών αριθμών και χρησιμοποιούνται στην υπολογιστική όραση για να περιγράψουν

περιστρόφες στις τρείς διαστάσεις, αποφεύγοντας ταυτόχρονα το φαινόμενο Gim-
bal lock3. Αναλυτικότερα, καθε τετραδόνιο μπορεί να αναπαρασταθεί ώς ενα 4×1
διάνυσμα, που βέβαια υπακούει σε διαφορετική άλγεβρα. Συγκεκριμένα κάθε τε-

τραδόνιο q̊ = [qθ qx qy qz]
T

μοναδιαίου μέτρου περιγράφει μια περιστροφή στον

SO(3) όπου το πραγματικό του μέρος qθ δηλώνει την γωνία και το φανταστικό

μέρος [qx qy qz]
T

τον άξονα περιστροφής, όπως ορίζεται απο το θεώρημα περι-

στροφής του Euler [3.1.1]. Η μέθοδος που παρουσιάζεται εδώ αρχικά υπολογίζει

το βέλτιστο μοναδιαίο τετραδόνιο q̊ = [qθ qx qy qz]
T

και μέσω αυτού εξάγει τον

βέλτιστο μετασχηματισμό ισομετρίας R∗, t∗.

Τα R∗ και t∗ που προκύπτουν απο την ελαχιστοποίηση της σχέσης (4.1) υπολο-

γίζονται ως εξής. Αρχικά υπολογίζεται το μητρώο συνδιασπορών M των συνόλων

W και X ως:

M = COV(W,X) = WXT =

νxx νxy νxz
νyx νyy νyz
νzx νzy νzz

 . (4.2)

Ως δεύτερο βήμα, μέσω των στοιχείων του M κατασκευάζεται το μητρώο N ως:

N =


νxx + νyy + νzz νyz − νzy νzx − νxz νxy − νyx

νyz − νzy νxx − νyy − νzz νxy + νyx νzx + νxz
νzx − νxz νxy + νyx −νxx + νyy − νzz νyz + νzy
νxy − νyx νzx + νxz νyz + νzy −νxx − νyy + νzz

 .
(4.3)

Στη συνέχεια το βέλτιστο τετραδόνιο q̊ μπορεί να υπολογιστεί ως το κυρίαρχο

ιδιοδυάνυσμα του μητρώου N, δηλαδή το κανονικοποιημένο ιδιοδιάνυσμα που αν-

τιστοιχεί στη μέγιστη (θετική) ιδιοτιμή του N. Απο το οποίο ο βέλτιστος R∗

μπορεί να εξαχθεί χρησιμοποιώντας τον τύπο του Olinde Rodrigues4

R∗ =

1− 2q2
y − 2q2

z 2qxqy 2qxqz + 2qyqθ
2qxqy + 2qzqθ 1− 2q2

x − 2q2
z 1− 2qyqz − 2qxqθ

2qxqz − 2qyqθ 2qyqz + 2qxqw 1− 2q2
x − 2q2

y

 . (4.4)

Τέλος έχοντας υπολογίσει τον R∗ το διάνυσμα ολίσθησης t∗ μπορεί να υπολο-

γίστεί πολύ εύκολα ώς η διαφορά του κεντροειδούς των σημείων του W και του

μετασχηματισμένου κεντροειδούς των σημείων του X ή πιο φορμαλιστικά απο την

ακόλουθη σχέση του μητρώου XWT

t∗ =
1

n

n∑
i=1

wi −
1

n
R∗

n∑
i=1

xi (4.5)

2http://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions and spatial rotation
3Gimbal lock ονομάζεται η απώλεια ενός βαθμού ελευθερίας κατά την περιστροφή στον τρισ-

διάστατο χώρο και συμβαίνει όταν οι άξονες περιστροφής δύο εκ των τριών δακτυλίων gimbals
γίνουν παράληλλοι.

4http://en.wikipedia.org/wiki/Rodrigues%27 rotation formula
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4.1.3 Επίλυση βασισμένη σε ορθοκανωνικά μητρώα

Σε αυτή την υποενότητα παρουσιάζουμε την λύση που δόθηκε απο τους Horn
et.al [5]

και η οποία είναι πανομοιότυπη με την λύση των Arun et.al [7]
. Να ση-

μειώσουμε οτι και οι δύο δημοσιεύτηκαν την ίδια χρονική περίοδο και βασίζονται

στην εύρεση του βέλτιστου ορθογωνίου R μέσω της πολικής διάσπασης (Polar
Decomposition). Η λύση έχει ως εξής. Αρχικα γίνεται ¨αποσύζευξη’ (decoupling)
του διανύσματος ολίσθησης t προσθαφαιρώντας τους αριθμιτικούς μέσους των δύο

μητρώων:

(4.1) ,
n∑
i=1

‖ wi −w + w −Rxi −Rx + Rx− t ‖22=

n∑
i=1

‖ (wi −w)−R(xi − x)− (t−w + Rx) ‖22, (4.6)

όπου τα w και x ορίζονται ώς:

w =
1

n

n∑
i=1

wi , x =
1

n

n∑
i=1

xi (4.7)

Στη συνέχεια, ορίζοντας τις παρακάτω ποσότητες:

wi = wi −w,

xi = xi − x,

t = t−w + Rx (4.8)

η (4.6) γράφεται ώς:
n∑
i=1

‖ wi −Rxi − t ‖22 , (4.9)

η οποία γράφεται ισοδύναμα ως ακολούθως

n∑
i=1

‖ wi −Rxi ‖22 −2t
T
( n∑
i=1

(wi −Rxi)
)

+ n ‖ t ‖22 . (4.10)

Παρατηρούμε οτι η ελαχιστοποίηση της (4.10) ώς προς t, επιτυγχάνεται οταν το

t είναι το μηδενικό διάνυσμα. Απο την παρατήρηση αυτή και την (4.8) εύκολα

βρίσκουμε:

t = w −Rx . (4.11)

Στο επόμενο βήμα πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε την συνάρτηση κόστους (4.10) ως

προς R. Είναι εύκολο να παρατηρήσουμε οτι μόνο ο πρώτος όρος του αθροίσματος

εξαρτάται απο το R, ο οποίος πλέον δέν περιέχει t. Αναλύοντας την Ευκλείδια

νόρμα του πρώτου όρου της (4.10) προκύπτει:

n∑
i=1

[
‖ wi ‖22 −2wT

i Rx + xTi RTRxi

]
. (4.12)

Εφόσον γνωρίζουμε οτι το ζητούμενο μητρώο R είναι ορθογώνιο:

xTi RTRxi = xTi Ixi =‖ xi ‖22 ∀ i, (4.13)
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και επομένως η (4.12) απλοποιείται στην:

n∑
i=1

‖ wi ‖22 −2

n∑
i=1

(
wT
i Rxi

)
+ ‖ xi ‖22 . (4.14)

Παρατηρούμε οτι μόνο ο δεύτερος όρος του αθροίσματος εξαρτάται απο το R και

επιπλέον οτι η ποσότητα (4.14) ελαχιστοποιείται όταν μεγιστοποιήθει το

Φ(R) =

n∑
i=1

(
wT
i Rxi

)
(4.15)

το οποίο, χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες του ίχνους (trace) έχουμε ότι

Φ(R) = tr(WTRX) = tr(RXWT ) . (4.16)

Χρησιμοποιώντας το λήμμα του μέγιστου ίχνους που δίνεται αναλυτικά στην [Ε-

νότητα 3.2.1] βρίσκουμε οτι ο βέλτιστος R μπορεί να υπολογιστεί ώς:

R = VUT , (4.17)

όπου τα V και U προκύπτουν απο την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών του XWT
ώς:

UΣVT = XWT . (4.18)

Στη συνέχεια το βέλτιστο διάνυσμα ολισθήσεων t μπορεί να υπολογιστεί απο τη

σχέση (4.11) αντικαθιστώντας τον βέλτιστο R απο την σχέση (4.17):

t = w −VUTx . (4.19)

Συμπληρωματικά αναφέρουμε οτι σε ιδιάζουσες περιπτώσεις δηλαδή περιπτώσεις

που τα σημεία είναι συνεπίπεδα, συνευθειακά ή περιέχουν υψηλό ποσοστό θο-

ρύβου, η ορίζουσα του μητρώου VUT
μπορεί να προκύψει ίση με −1 το οποίο

συνεπάγεται αντικατοπτρισμό (reflection). Σε αυτή την περίπτωση προτείνεται

απο τους συγγραφείς, ο R να υπολογίζεται ως εξής:

R = V

1 0 0
0 1 0
0 0 |VUT |

UT . (4.20)

4.1.4 Η τροποποιημένη επίλυση του Shinji Umeyama

Η τελευταία μέθοδος επίλυσης του προβλήματος απόλυτου προσανατολισμού που

θα παρουσιάσουμε δόθηκε απο τον Shinji Umeyama [6]
το 1991 και βασίζεται

στους πολλαπλασιαστές Lagrange. Η πρωταρχική λύση που δίνεται στο
[6]

αφορά

την ελαχιστοποιήση της συνάρτησης κόστους (4.1). Εδώ θα παρουσιάσουμε μια

τροποποιημένη απόδειξη στην οποία κάθε όρος της (4.1) έχει και ενα βάρος bi.
Φορμαλιστικά η ποσότητα που θα ελαχιστοποιήσουμε είναι η ακόλουθη:

{R∗, t∗} = arg min
R,t

1

2

n∑
i=1

bi ‖ wi −Rxi − t ‖22 , (4.21)

όπου τα W και X είναι 3× n μητρώα - νέφη όπως και προηγουμένως και b είναι

ενα n× 1 διάνυσμα με στοιχεία bi ≥ 0 .
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Ως πρώτο βήμα ορίζουμε την συνάρτηση κόστους f(R, t) ως το όρισμα ελαχιστο-

ποιήσης της (4.21) και ακολούθος την μετατρέπουμε σε μητρική μορφή:

f(R, t) = tr{[W −RX− thT ]BBT [W −RX− thT ]T } =

tr{[WB−RXB− thTB][WB−RXB− thTB]T } =

‖WB−RXB− thT ‖2F , (4.22)

όπου το B είναι ενα n× n διαγώνιο μητρώο της μορφής:

B =



√
b1 0 0 · · · 0
0

√
b2 0 · · · 0

0 0
√
b3 · · · 0

.

.

.
. . .

. . .
.
.
.

0 0 · · · 0
√
bn


, (4.23)

και το h ένα n× 1 δίανυσμα ¨κλωνοποίησης’ (replication):

h =
[
1 1 1 · · · 1 1

]︸ ︷︷ ︸
n times

T
. (4.24)

Για την μετατροπή της (4.21) βασιστήκαμε στον ορισμό της στάθμης του Frobe-
nius:

‖ A ‖F=

√
tr(AAT ) .

Με βάσει τα B και h η σχέση (4.22) μπορεί να γραφεί πιό συμπτηγμένα ως:

f(R, t) = ‖ W̃ −RX̃− th̃
T
‖2F , (4.25)

θέτωντας επιπλέον:

X̃ = XB ,

W̃ = WB ,

h̃ = Bh .

Υπολογίζοντας τις μερικές παραγώγους της σχέσης (4.25) ως προς t και εξισώνον-

τας με μηδέν προκύπτει οτι

∂f

∂t
= 0⇒ 2(W̃ −RX̃− h̃T )(−h̃) = 0⇒

t(h̃T h̃) = W̃h̃−RX̃h̃⇒

t =
W̃h̃

h̃T h̃
− RX̃h̃

h̃T h̃
. (4.26)

Αντικαθιστώντας το t στην σχέση (4.25) έχουμε

‖ W̃
(
In −

h̃h̃T

h̃T h̃

)
−RX̃

(
In −

h̃h̃T

h̃T h̃

)
‖2F . (4.27)
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Θέτωντας επίσης την ποσότητα
5

In −
h̃h̃

T

h̃T h̃
= K, (4.28)

η ως προς R αντικειμενική συνάρτηση γράφεται ως

‖
(
W̃ −RX̃

)
K ‖2F . (4.29)

΄Εχοντας υπολογίσει το διάνυσμα t συναρτήσει του R μπορούμε να προχωρήσουμε

στην ελαχιστοποιήση της f ως προς R.

Ο υπολογισμός του ακροτάτου της (4.29) πρέπει να γίνει λαμβάνοντας υπόψη μας

οτι το R πρέπει να ειναι μητρώο περιστροφής. Η παραπάνω συνθήκη μας οδηγεί σε

δύο επιπλέον περιορισμούς: Την ορθογωνιότητα, δηλαδή οτι RTR = RRT = I3

και το γεγονός οτι πρέπει |R| = 1. Για να μπορέσουμε να ικανοποιήσουμε αυτούς

τους περιορισμούς πρέπει να επεκτείνουμε την συνάρτηση κόστους με χρήση πολ-

λαπλασιαστών Lagrange.Η συνάρτηση κόστους F = obj(R,L, g) θα έχει πλέον

τη μορφή:

F = ‖ (W̃ −RX̃)K ‖2F + tr {L(RTR− I3)}+ g(|R| − 1) ⇒
F = tr {K(W̃T − X̃TRT )(W̃ −RX̃)K}+ tr {L(RTR− I3)}+ g(|R| − 1)⇒

F = tr{KW̃TW̃ − 2RX̃KW̃
T

+ RX̃KX̃
T
RT }+ tr{RLRT − L}+ g(|R| − 1)(4.30)

όπου L είναι ενα συμμετρικό, εκ της συμμετρίας της συνθήκης, μητρώο αποτελο-

ύμενο απο πολλαπλασιαστές lagrange και g ∈ R∗+ .

Αναζητούμε το ακρότατο αυτής της συνάρτησης, οπότε απο το θεώρημα του Fer-

mat έχουμε οτι στο σημείο του ακροτάτου ∇F = ~Ø .

∂F
∂R

= Ø3×3 ⇒ −2W̃KX̃
T

+ 2RX̃KX̃
T

+ 2RL + g|R|(R−1)T = Ø3×3, (4.31)

∂F
∂L

= Ø3×3 ⇒ RTR = I3×3 , (4.32)

∂F
∂g

= Ø3×3 ⇒ |R| = 1 , (4.33)

όπου οι μερικές παράγωγοι της F υπολογίστηκαν σύμφωνα με τους ακόλουθους

κανόνες

∂tr(AXB)

∂X
= ATBT , (4.34)

∂tr(XBXT )

∂X
= XBT + XB , (4.35)

(4.36)

και τον τύπο του Jacobi για τον υπολογισμό της παραγώγου της ορίζουσας:

∂|X|
∂X

= |X| · (X−1)T . (4.37)

5
Το μητρώο K είναι συμμετρικό και ταυτοδύναμο, i.e. Kn = K = KT

.
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Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα της (4.32) και της (4.33) η εξίσωση (4.31) απλο-

ποιείται στην:

R(X̃KW̃
T

+ L +
1

2
gI) = W̃KX̃

T
. (4.38)

Σε αυτό το σημείο θέτουμε την ποσότητα μέσα στην παρένθεση της εξίσωσης (4.38)

ώς

L′ = X̃KW̃
T

+ L +
1

2
gI . (4.39)

΄Ωστε τελικά η εξίσωση (4.38) να μπορεί να γραφεί ώς:

RL′ = W̃KX̃
T
. (4.40)

Αν τώρα αναστρέψουμε και τα δύο μέλη της (4.40) καταλήγουμε στο ότι:

L′R
T

= X̃KW̃
T
, (4.41)

όπου το L′ είναι ένα άθροισμα συμμετρικών μητρώων όποτε είναι και ο ίδιος συμ-

μετρικός. Εάν τώρα πολλαπλασιάσουμε κάθε μέλος της (4.41) απο τα δεξιά, με

κάθε μέλος της (4.40) προκύπτει:

L′
2

= X̃KW̃
T
W̃KX̃

T
. (4.42)

Για το επόμενο βήμα χρειαζόμαστε την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών του W̃KX̃
T

η οποία υπολογίζεται ώς

W̃KX̃
T

= UDVT , (4.43)

όπου U και VT
είναι τα ορθοκανονικά μητρώα που περιέχουν τα αριστερά και

δεξιά ιδιάζοντα διανύσματα του W̃KX̃T
, δηλαδή τα κανονικοποιημένα ιδιοδια-

νύσματα του W̃KX̃T X̃KW̃T
και του X̃KW̃TW̃KX̃T

αντίστοιχα, και D είναι

ένα μή αρνητικό διαγώνιο μητρώο που περιέχει της ιδιάζουσες τιμές W̃KX̃T
υ-

πολογισμένες ως τις ρίζες των ιδιοτιμών του X̃KW̃TW̃KX̃T
(ή ισοδύναμα του

W̃KX̃T X̃KW̃T
), με την ίδια σειρά.

Εάν τώρα ξαναγράψουμε την (4.42) χρησιμοποιώντας την (4.43) προκύπτει:

L′2 = VDUTUDVT = VD2V
T ⇒ L′ = VDSVT , (4.44)

όπου το μητρώο S κρύβει ενα πρόσημο το οποίο ίσως να χάθηκε στον τετραγωνισμό

S =

{
I3x3 εάν |U| · |V| = 1

diag(1, 1,−1) εάν |U| · |V| = −1 .
(4.45)

Αντικαθιστώντας τωρα την (4.44) στήν (4.40) και ¨λύνοντας’ ως προς R, τουλάχι-

στον με την έννοια των ελαχίστων τετραγώνων στην περίπτωση που το L δέν έχει
πλήρη τάξη, καταλήγουμε στο ζητούμενο:

RL′ = W̃KX̃
T

⇒
R = UDVTL′

−1 ⇒
R = UDVT (VSD−1VT )⇒
R = UDVT (VD−1SVT )⇒
R = USVT . (4.46)
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Να σημειώσουμε εδώ οτι οι S και D είναι διαγώνια μητρώα και επιπλέον αντιμετα-

τίθονται (commute).
Τέλος αντικαθιστώντας το R που υπολογίσαμε στην (4.46), στην (4.26) υπολο-

γίζουμε το βέλτιστο διάνυσμα ολίσθησης:

t = W̃
h̃

h̃T h̃
−USVT X̃

h̃

h̃T h̃
⇒

t =
W̃Bh

hTBBh
− USVT X̃Bh

hTBBh
⇒

t =
1
n∑
i=1

b2i

(
W̃ −USVT X̃

)
Bh . (4.47)

4.1.5 Η συνέχεια Lipschitz και άλλες μετρικές σφάλ-
ματος

΄Εως τώρα παρουσιάσαμε την εύρεση των παραμέτρων του μετασχηματισμού ελαχι-

στοποιώντας την μετρική ‘αθροίσματος Ευκλείδιων αποστάσεων’, είναι όμως αυτή

η μοναδική μετρική μέσω τις οποίας μπορούμε να λύσουμε το πρόβλημα; ΄Οπως θα

δούμε στην επόμενη ενότητα, όχι μόνο δέν είναι μοναδική, αλλά ίσως σε κάποιες

περιπτώσεις να υπάρχουν πολύ καλύτερες. Η αυστηρή ονομασία της μετρικής αυ-

τής είναι (point to point error metric). Αν σκεφτούμε μία περίπτωση δύο νεφών

τα οποία περιέχουν μεγάλο πλήθος outliers, δηλαδή μη πραγματικά σημεία που

έχουν προέλθει απο κάποια μορφή θορύβου και δέν ανήκουν σε κάποια απο τις

προς αντιστοίχιση επιφάνειες. Τότε η χρήση της μετρικής point to point, χωρίς

κάποια τροποποίηση, θα έδινε αποτελέσματα πολύ μακριά απο τις πραγματικές τι-

μές. Μία συνήθης παραλλαγή είναι η μετρική point to plane - point to surface.
Η μετρική αυτή δεν λαμβάνει υπόψη της τις αποστάσεις των σημείων αυτές καθε

αυτές αλλά τις αποστάσεις των σημείων του ενός νέφους από την επιφάνεια του

άλλου. Η επιφάνεια αυτή συνήθως έχει προέλθει απο ανακατασκευή (triangula-
tion) μέσω των σημείων-δειγμάτων και απαρτίζεται απο μικρά επίπεδα (συνήθως

πολύγωνα η τρίγωνα), οπότε κατα βάθος η μετρική εξαρτάται απο τις αποστάσεις

των σημείων απο τα κοντινότερα, σε αυτά, επίπεδα. Απο την άλλη πλευρά για

την ελαχιστοποίηση της point to point μετρικής υπάρχουν κλειστού τύπου λύσεις

ενώ για την ελαχιστοποίηση της point to surface πρέπει να χρησιμοποιηθεί κάποια

επαναληπτική μέθοδος η οποία ίσως παρουσιάζει προβλήματα σύγκλισης. Εκτώς

αυτών των δύο βασικών κατηγοριών μετρικών υπάρχουν και άλλες μετρικές που

χρησιμοποιούνται ως συναρτήσεις κόστους-οφέλειας σε προβλήματα αντιστοίχισης.

Συνήθεις είναι οι μετρικές πληροφορίας (information based metrics) και οι μετρι-

κές πιθανοφάνειας (likelihood based metrics). Αξίζει να αναφέρουμε οτι κάποιοι

ερευνητές χρησιμοποιούν την συνέχεια Lipschitz για να επιταχύνουν την εύρεση

του ακροτάτου της συνάρτησης κόστους. Αυτό το επιτυγχάνουν μετατρέποντας

τη συνάρτηση κόστους σε μια άλλη, συνεχή κατά Lipshitz6 συνάρτηση, για την

οποία γνωρίζουν οτι παρουσιάζει ακρότατα στα ίδια σημεία με την αρχική. Το

6
Μια συνάρτηση f(x) ονομάζεται συνεχής κατα Lipshitz αν υπάρχει πεπερασμένη σταθερά

K ≥ 0 τέτοια ώστε
df(x)
dx
≤ K ∀x ∈ Df . Με άλλα λόγια η ιδιότητα αυτή περιορίζει το μέγιστο

ρυθμό μεταβολής της συνάρτησης.
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πλεονέκτημα που τελικά έχουν είναι να μπορούν να αυξάνουν το βήμα της επανα-

ληπτικής μεθόδου που χρησιμοποιούν για την εύρεση του ακροτάτου, γνωρίζοντας

οτι εξαιτίας της ‘αργής μεταβολής’ της τροποποιημένης συνάρτησης, το ακρότατο

δέν μπορεί να βρίσκεται πολύ κοντά στην προηγούμενη εκτίμηση.

Για παράδειγμα η συνάρτηση f1(x) = x2
δέν είναι συνεχής κατα Lipshitz διότι η

f
(1)
1 (x) δέν είναι φραγμένη. ενω αντίθετα η f2(x) = exp(−f1(x)) = exp(−x2)

είναι διότι f
(1)
2 (x) = 2xexp(−x2) ≤

√
2
e ∀x. Οι δυο αυτές συναρτήσεις παρου-

σιάζουν ακρότατα στα ίδια σημεία, οπότε αν θέλαμε να βρούμε το ακρότατο της

f1 μέσω κάποιας επαναληπτικής μεθόδου θα μπορούσαμε να βρούμε το ισοδύναμο

ακρότατο της f2 σε πολύ λιγότερα βήματα.

4.2 ΄Αγνωστες αντιστοιχίες

΄Εως τώρα παρουσιάσαμε τρόπους εύρεσης του γεωμετρικού μετασχηματισμού με-

ταξύ δύο νεφών υπό την προυπόθεση οτι έχουμε λύσει το πρόβλημα των αντι-

στοίχων σημείων (correspondence problem). ΄Ομως το βαρύνων υποπρόβλημα

της αντιστοίχισης νεφών δέν είναι η εύρεση του μετασχηματισμού αλλά η εύρεση

των αντίστοιχων σημείων. Σε αυτή την υποενότητα παρουσιάζουμε τις κυρίαρχες

προσεγγίσεις (State of the art methods) που έχουν προταθεί για τη λύση του

προβλήματος αντιστοίχισης δύο νεφών υπο πραγματικές συνθήκες.

4.2.1 Ο αλγόριθμος ICP και οι παραλλαγές του

Ο πρώτος αλγόριθμος που προτάθηκε για τη λύση του πλήρους προβλήματος αντι-

στοίχισης (correspondence problem and estimation of geometric transformation)
αναπτύχθηκε απο τους Besl and McKay [9]

το 1992. Ο αλγόριθμος που πρότει-

ναν ονομάζεται Iterative Closest Point (ICP)7. ΄Οπως δηλώνει και η ονομασία

του, πρόκειται για έναν επαναληπτικό αλγόριθμο, κάθε επανάληψη του οποίου α-

ποτελείται απο δύο βήματα: ένα που αφορά την εύρεση αντίστοιχων σημείων με

βάση το κρητίριο ελάχιστης απόστασης (nearest neighbor criterion) και ένα δε-

ύτερο που αφορά την εκτίμηση του μετασχηματισμού μέσω των αντιστοιχιών που

υπολογίστηκαν στο προηγούμενο βήμα. Αναλυτικότερα` ας υποθέσουμε δύο, όχι

αναγκαστικά ισοπληθή, σύνολα σημείων X και Y και ας υποθέσουμε επίσης ότι

αυτά τα δύο σύνολα συνδέονται με μετασχηματισμό ισομετρίας περιγραφόμενο α-

πό ένα μητρώο περιστροφής R και ένα διάνυσμα ολίσθησης t. Χωρίς απώλεια

της γενικότητας υποθέτουμε οτι ο μετασχηματισμός εφαρμόζεται στα σημεία του

συνόλου X . Ο αλγόριθμος ICP υποθέτει ότι το ένα εκ των δύο συνόλων, έστω

το X , είναι το μοντέλο και στη συνέχεια αναζητά για κάθε σημείο xi ∈ X το

κοντινότερο σε αυτό σημείο yj ∈ Y με απώτερο σκοπό να ελαχιστοποιήσει την

ακόλουθη συνάρτηση κόστους:

E(R, t) =

N∑
i=1

M∑
j=1

aji ‖ yj − (Rxi + t) ‖22 , (4.48)

όπου τα N και M συμβολίζουν τις πληθικότητες των συνόλων X και Y και τα

aji είναι τα βάρη της αντίστοιχης νόρμας, τα οποία στην περίπτωση του ICP ε-

ίναι δυαδικά. Συγκεκριμένα aji = 1 εάν το yj είναι το κοντινότερο σημείο στο

7
Αρκετοί ερευνητές προτιμούν τον όρο Iterative Corresponding Point
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xi και aji = 0 σε άλλη περίπτωση. Εξαιτίας της ύπαρξης μηδενικών βαρών η

εξίσωση (4.48) απλοποιείται στήν:

E(R, t) =

N∑
i=1

‖ yi − (Rxi + t) ‖22 . (4.49)

Παρατηρούμε σε αυτό το σημείο οτι έχουμε μια απλοποιημένη μορφή φιλτραρίσμα-

τος μόλυνσης (outlier filtering) υπο την έννοια οτι κάποια σημεία του συνόλου Y
μπορεί να μείνουν χωρίς αντιστοιχία και τελικά να μήν λάβουν μέρος στη συνάρτηση

κόστους E. Σε κάθε βήμα (iteration), αφού έχουμε υπολογίσει τα aji, ο βέλτιστος

μετασχηματισμός R, t μπορεί να βρεθεί με μία απο τις μεθόδους που παρουσιάστη-

καν στην [Ενότητα 4.1]. Να σημειώσουμε οτι ερευνητές που πρωτοπρότειναν τον

αλγορίθμο χρησιμοποίησαν την μέθοδο των ορθομοναδιαίων τετραδονίων για την

περίπτωση 3D σημείων-μορφών (shapes). Σε περίπτωση που ο αλγόριθμος χρη-

σιμοποιείται για την αντιστοίχιση mD σημείων
8
οποιαδήποτε SVD based μέθοδος

μπορεί να χρησιμοποιηθεί. Συνοψίζοντας, ο αλγόριθμος ICP παρατίθεται σε μορφή

ψευδοκώδικα για ευκολία υλοποίησης και σύγκρισης με άλλους αλγορίθμους που

θα παρουσιαστούν στη συνέχεια.

Algorithm Iterative-Closest-Point (ICP)

Require: Point-set matrices X = [x1, . . . ,xN ] and Y = [y1, . . . ,yM ],
maxNumIter, endeV al, Initial transformation parameters: R0, t0 .

1: Initialize iteration counter:

q ← 1 .

2: repeat
3: for i = 1, . . . , N do

4: Find Correspondences using nearest neighbor search:

yi ← arg min
yj ∈ Y
‖ yj − (Rq−1xi + tq−1) ‖22

5: end for
6: Estimate optimum tramsformation using the newly estimated yi’s:

Rq, tq ← arg min
R,t

N∑
i=1

‖ yi −Rxi − t ‖22 .

7: Compute iteration error :

err(q)←‖ Rq −Rq−1 ‖2F .

8: increase iteration counter:

q ← q + 1 .

9: until err(q) < endeV al || q > maxNumIter .

10: return Rq, tq .

Επιπλέον στο επόμενο Σχήμα δίνεται το οπτικό αποτέλεσμα των βημάτων του

8
Η μέθοδος των ορθομοναδιαίων τετραδονίων, εκ κατασκευής, λειτουργεί μόνο για σύνολα

τρισδιάστατων σημείων.
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αλγορίθμου:

Σχήμα 4.1: Οπτικοποίηση των βημάτων του βασικού ICP, με • ∈ X και • ∈ Y.

Αδυναμίες του βασικού αλγορίθμου και η ανάγκη τροποποίησης του

Η δυο δεκαετίες που πέρασαν απο τότε που πρωτοπροτάθηκε ο ICP, έφεραν

στο φώς ποικίλα μειονεκτήματα καθώς και υποπροβλήματα που μπορούν να κα-

ταστήσουν αδύνατη τη σύγκλιση του στην βέλτιστη λύση. Για την πλειονότητα

των αδυναμιών έχουν προταθεί τροποποιήσεις, τις κυριότερες των οποίων ανα-

φέρουμε στη συνέχεια. Οι τροποποιήσεις αυτές μπορούν να ομαδοποιηθούν σε

πέντε κατηγορίες, ανάλογα με το σημείο της ροής στο οποίο επεμβαίνουν.

I . Υπολογιστική πολυπλοκότητα

Σχήμα 4.2: Διαμέριση του χώρου με

χρήση ενος τρισδιάστατου kd-tree.

Με μια πιο προσεκτική ματιά κάποιος θα

μπορούσε να παρατηρήσει οτι κυρίαρχο υ-

πολογιστικό κόστος του αλγορίθμου οφε-

ίλεται στην εύρεση των κοντινότερων ση-

μείων και την εκτίμηση του βέλτιστου με-

τασχηματισμού. Εκτίμιση η οποία βασίζε-

ται στην SVD του μητρώου ετεροδιασπο-

ρών (crosscovariance matrix) των υποσυ-

νόλων των αντίστοιχων σημείων. Η ανα-

ζήτηση κοντινότερου ‘γείτονα’ έχει υπολο-

γιστικό κόστος O(MN), το υπολογιστικό

κόστος της κατασκευής του μητρώου ετε-

ροδιασπορών, απο τα δείγματα, είναι O(N2)
και τέλος το υπολογιστικό κόστος της SVD
μπορούμε να το θεωρήσουμε αμελητέο στην

περίπτωση τρισδιάστατων σημείων. Κάνον-

τας την υπόθεση οτι M � N καταλήγουμε

οτι η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου είναι

της τάξης του O(MN). Ευλόγως συμπεραίνουμε τελικά οτι το σημείο συμφόρησης

είναι η αναζήτηση του κοντινότερου γείτονα. Για την μείωση της πολυπλοκότητας

αυτού του βήματος έχει προταθεί
[10]

η χρήση ενός kd-tree για την αποθήκευση και

γρήγορη αναζήτηση των σημείων του μοντέλου. Το kd-tree είναι μια δομή απο-

θήκευσης πολυδιάστατων σημείων η βασική ιδέα της οποίας είναι η διαμέριση του

χώρου (που ζούν τα σημεία) σε κελιά. Η κατασκευή του kd-tree βασίζεται στην

δυαδική (binary search tree like) διαμέριση, διαδοχικά ως προς κάθε διάσταση. Με

χρήση πολύπλοκων αλγορίθμων για την εύρεση μεσαίων τιμών median-finding al-
gorithms) η κατασκευή του kd-tree απαιτεί τουλάχιστον O(N logN) βήματα. Στη

συνέχεια η κάθε αναζήτηση ενός κοντινότερου γείτονα κοστίζει O(logN) βήματα
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στη μέση περίπτωση και O(kN1− 1
k ) = O(3

√
N3) βήματα στην χειρότερη περίπτω-

ση (για τρισδιάστατα σημεία). Να σημειώσουμε επίσης οτι χρήση ενός τέτοιου

δέντρου συμφέρει μόνο όταν η διάσταση των σημείων είναι πολύ μικρότερη του

πλήθους τους. Ενα καλό φράγμα είναι το N � 2k.

II . Φιλτράρισμα δεδομένων ειδόδου

΄Ισως η πιό εμφανής αδυναμία του ICP είναι οτι εξαναγκάζει ”1− 1” αντιστοιχίες

(i.e, it forces injective correspondences). Με άλλα λόγια υποχρεώνει όλα τα σημεία

του μόντελου να έχουν αντιστοιχία στο άλλο σύνολο. Ο περιορισμός αυτός μπορεί

να δημιουργήσει εσφαλμένες αντιστοιχίες (in the matching step). Για παράδειγ-

μα, σε περιπτώσεις ύπαρξης ισχυρής μόλυνσης των δεδομένων ή περιπτώσεις που

η επικάλυψη των επιφανειών είναι περιορισμένη η παραπάνω συνθήκη θα εξαναγ-

κάσει σημεία που υπάρχουν μόνο στο ένα εκ των δύο συνόλων να βρούν εικονικό

αντίστοιχο στο άλλο σύνολο. Για την υπέρβαση αυτής της αδυναμίας έχουν ανα-

πτυχθεί ποικίλες τεχνικές. Για παράδειγμα το 2008 προτάθηκε απο τους Shi Q. et.
al[11]

η χρήση του αλγορίθμου link clustering για την απομάκρυνση της μόλυνσης

απο τα δεδομένα εισόδου. Η εφαρμογή την οποία βελτιστοποιούν οι συγγραφείς

στο
[11]

είναι ενα σύστημα ελέγχου ακεραιότητας της επιφάνειας μηχανικών μερών

σε μονάδα παραγωγής (surface inspection system). Στο οποίο σύστημα λόγο των

συσκεύων σάρωσης παρατηρήθηκε οτι υπήρχαν δυο είδη μολύνσεων. Λανθασμένες

μετρήσεις λόγο σκοτεινών σημείων της επιφάνειας των αντικειμένων, και outliers
που εμφανίζονται στα άκρα (boundary) ανεπαρκώς φωτιζόμενων περιοχων

9
οι ο-

ποίοι είναι ιδιαίτερα προβληματικοί λόγο του οτι η φωτεινή πηγή είναι συνήθως σε

διαφορετικό σημείο απο τον σαρωτή της επιφάνειας. Η λειτουργία του αλγορίθμου

link clustering διαφέρει απο τα κοινά φίλτρα (median and mean filters) στο οτι

προσπαθεί να αποφύγει την εξομάλυνση (smoothing) του σημειο-συνόλου. Η αρχή

στην οποία βασίζεται είναι η επαναληπτική ομαδοποιήση των σημείων σε συστάδες

(clusters) όπου οι ενσωμάτωση δύο συστάδων σε μία μεγαλύτερη επιτρέπεται όταν

αυτές βρίσκονται σε απόσταση μικρότερη απο ένα κατώφλι. Μέτα το πέρας των

επαναλήψεων συστάδες οι οποίες βρίσκονται ¨πολύ’ μακρία απο τις υπόλοιπες θεω-

ρούνται μόλυνση και αποκόπτονται. Επίσης, το 2009 προτάθηκε απο τους Ridene

Σχήμα 4.3: link clustering example: Το μολυσμένο νέφος [αριστερά] και το ίδιο

νέφος μετά την απομάκρυνση της μόλυνσης (σημεία στο εσωτερικό της έλειψης)

et. al[12]
η χρήση μίας άλλης μεθόδου για την απομάκρυνση των outliers. Η ίδεα

9
Παρόμοια μορφή μόλυνσης προέκυψε και στα δικά μας δεδομένα, για την διόρθωση των

οποίων χρησιμοποιήθηκε φίλτρο γεωμετρικού μεσαίου (geometric median) βασισμένο στον αλ-

γόριθμο του Endre Weiszfeld.
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που πρότειναν έχει δύο υπομέρη. Το πρώτο εφαρμόζεται μία μόνο φορά στη φάση

της αρχικοποίησης ενώ το δεύτερο επαναλαμβάνεται μετά απο κάθε επανάληψη

του ICP. Η συλλογιστική του πρώτου υπομέρους βασίζεται στην αφαίρεση ενός

μεγάλου ποσοστού της μόλυνσης με χρήση του αλγορίθμου RANSAC. Ο αλ-

γόριθμος RANSAC (Random Sample Consensus) προτάθηκε απο τους Fischler
et. al[13]

το 1981 και είναι ένας επαναληπτικός αλγόριθμος που χρησιμοποιείται για

την αφαίρεση των μολυσμένων σημείων απο ένα σύνολο δεδομένων βασισμένος σε

ενα (συνήθως παραμετρικό) μοντέλο το οποίο περιγράφει τους inliers του συνόλου.

Δηλαδή σημεία τα οποία μπορούν να έχουν ¨προέλθει’ απο το μοντέλο. Η αρχή

λειτουργίας του βασίζεται στην επαναληπτική επανεκτίμιση των παραμέτρων του

μοντέλου μεσω τυχαία επιλεγμένων στοιχείων απο το σύνολο, και στη συνέχεια

της κατηγοριοποίησης των υπολοίπων στοιχείων-δεδομένων ως inliers ή μόλυνσης

βάσει των τρεχόντων παραμέτρων. Οι εναπομένοντες outliers δεν μπορούν να α-

φαιρεθούν με αυτή την τεχνική διοτι πλέον αποτελούν σημεία που στηρίζουν το

μοντέλο. Εδώ λαμβάνει χώρα το δεύτερο υπομέρος της μεθόδου των Ridene et.
al το οποίο ουσιαστικά είναι μια μέθοδος δυναμικής κατωφλίωσης της μέγιστης

ακτίνας αναζήτησης αντίστοιχου σημείου (κοντινότερου γείτονα). Το κατώφλι αυ-

το αρχικά τίθεται ως η μέγιστη των αναλύσεων των δύο point clouds και στη

συνέχεια η τιμή του ανανεώνεται ως το άθροισμα της μέσης τιμής και της τυπικής

απόκλισης της τρέχουσας αντιστοίχισης των δύο νεφών. Να σημειώσουμε εδω οτι

οι συγγραφείς του
[12]

χρησιμοποιούν ως σύνολα σημείων αεροφωτογραφίες (2.5D
data) όποτε η προκύπτουσα τιμή του κατωφλίου ειναι βαθμωτή ποσότητα. Στην

περίπτωση τρισδιάστατων σημείων η τιμή ανανέωσης θα μπορούσε για παράδειγμα

να είναι μια συνάρτηση της φασματικής ακτίνας του μητρώου ετεροδιασπορών των

τρεχόντων αντίστοιχων σημείων.

III. Υψηλή ευαισθησία στην αρχικοποίηση

Σχήμα 4.4: Εγκλωβισμός σε τοπικό ελάχιστο λόγο κακής αρχικοποίησης

Μία ακόμα αδυναμία του βασικού ICP είναι η ευαισθησία στην αρχικοποίηση των

παραμέτρων του γεωμετρικού μετασχηματισμού, δηλαδή στο πόσο ¨καλά’ αντιστοι-

χισμένα είναι αρχικά τα νέφη σημείων. Η βάση του προβλήματος είναι οτι λόγο της

αρχικοποίησης θα προκύψει εύρεση εσφαλμένων αντιστοιχιών η οποία τελικά θα

επιφέρει εγκλωβισμό σε τοπικό ελάχιστο. Σε κάποιες περιπτώσεις η απομάκρυνση

των outliers είναι αρκετή για να μπορέσει ο αλγόριθμος να συγκλίνει στη λύση,

ακόμα και αν δεν έχουμε καλή αρχική εκτίμιση των παραμέτρων. Υπάρχουν όμως

περιπτώσεις, οπως αυτή του Σχήματος (4.4), που μπορούν να καταστήσουν αδύνα-
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τη τη συγκλιση ακόμα και χωρίς την ύπαρξη outliers. Συνήθως η αδυναμία αυτή

αποφεύγεται με ανθρώπινη επέμβαση και χειροκίνιτη αντιστοίχιση των νεφών. Ως

αυτοματοποιημένες λύσεις έχουν προταθεί: Αρχικοποίηση με τυχαία R, t και στη

συνέχεια χρήση simulated annealing για απεγκλωβισμό απο το τοπικό ελάχιστο ή

εφαρμογή SIFT (scale invariant feature transform) για αρχικοποίηση αντιστοι-

χιών
[15]

.

IV. Πλεονάζουσα πληροφορία αγνοείται

Κλείνοντας αξίζει να γίνει μια αναφορά στην αξιοποίηση πλεονάζουσας πληροφο-

ρίας που μπορεί να έχουν τα δεδομένα, όπως για παράδειγμα πληροφορία χρώματος

ή (ανακτασκευασμένης) επιφάνειας. Ο βασικός ICP δεν αξιοποιεί τέτοιου είδους

πληροφορία. ΄Εχουν γίνει ομως διάφορες τροποποιήσεις που αξιοποιούν τέτοιου

είδους δεδομένα. Για παράδειγμα οι Bae et. al[16]
εξάγουν πληροφορία επιφάνειας

για να βελτιώσουν τις αντιστοιχίες των σημείων σε κάθε επανάληψη, ενώ οι John-
son et. al[14]

και οι Joung et. al[15]
χρησιμοποιούν υπάρχουσα πληροφορία χρώμα-

τος για τον ίδιο σκοπό. Αναλυτικότερα, το 1997 οι Johnson et. al [14]
πρότειναν

μια βελτίωση της αναζήτησης κοντινότερου γείτονα τροποποιώντας την μετρική

Ευκλείδιας απόστασης με την εισαγωγή πληροφορίας χρώματος. Συγκεκριμένα η

απόσταση δύο σημείων x,y υπολογίζεται ώς

dcolor =‖ x− y ‖ +
√
q1(Yx − Yy)2 + q2(Ix − Iy)2 + q3(Qx −Qy)2 , (4.50)

όπου ‖ x− y ‖ είναι η Ευκλείδια απόσταση των σημείων x και y, και όπου

Yx, Ix, Qx και YyIy, Qy είναι αντίστοιχες χρωματικές τιμές του κάθε σημείου με-

τατρευμένες απο το σύστημα RGB στο YIQ10
ωςYxIx

Qx

 =

 0.299 0.587 0.114
0.595716 −0.274453 −0.321263
0.211456 −522591 0.311135

RxGx
Bx

 . (4.51)

Η επέκταση που εγίνε απο τους Joung et. al[15]
στην παραπάνω τροποποίηση είναι

οτι πλέον αγνοούν πλήρως σημεία με μεγάλη χρωματική διαφορά.

V . Επιτάχυνση σύγκλισης και ο αλγόριθμος IDC

΄Εχει παρατηρήθει οτι το μητρώο περιστροφής R του μετασχηματισμού αργεί να

συγκλίνει πολύ περισσότερο απο το διάνυσμα ολίσθισης t. Για να επιταχύνουν

τη σύγκλιση του R οι Lu, Milios [18]
πρότειναν την εξής τροποποίηση: Σε κάθε

επανάληψη του ICP θα υπολογίζεται με τον συνήθη τρόπο ένας μετασχηματισμός

T1 = {R1, t1} και ακολούθως θα υπολογίζεται και ένας δεύτερος μετασχηματι-

σμός T2 = {R2, t2} όπου οι αντιστοιχίες για τον υπολογισμό του T2 θα βρίσκονται

συγκρίνοντας τις γωνιακές αποκλίσεις των σημείων xi,yj υπο πολικές συντεταγ-

μένες. Πιο αναλυτικά η αναζήτηση κοντινότερων σημείων για κάθε xi θα γίνεται

μετατρέποντας τα X και Y σε πολικές συντεταγμένες και ψάχνοντας το yj με

την μικρότερη απόκλιση οριζόντιας και διαμήκους γωνίας (latitudinal and longi-
tudinal angles). Στη συνέχεια ο εφαρμοζόμενος μετασχηματισμός του επόμενου

βήματος προτάθηκε να κατασκευάζεται ως T = {R2, t1}. Ιστορικά, ο τροποποι-

ημένος αυτός αλγόριθμος ονομάζεται IDC (Iterative Dual Correspondence) με

10YIQ is the color-difference space with luma information Y and the color-differences I
(orange-blue range) and Q (purple-green range).



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗ ΖΕΥΓΟΥΣ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΝΕΦΩΝ

ΣΗΜΕΙΩΝ 52

την έννοια οτι σε κάθε βήμα υπολογίζει δύο ζεύγη αντιστοιχιών, ένα με βάση τις

Ευκλείδιες και ένα με βάση τις γωνιακές αποκλίσεις των σημείων, κάθε ένα εκ των

οποίων είναι υπεύθυνο για την εκτίμηση του αντιστοίχου υπομέρους του τελικού

μετασχηματισμού (του τρέχοντος βήματος).

4.2.2 Ο αλγοριθμος NDT

Ο αλγόριθμος NDT (Normal Distributions Transform) παρουσιάστηκε αρχικά α-

πό τους Biber and Straßer[19]
το 2003, για την αντιστοίχιση δισδιάστατων νεφών

point clouds και στη συνέχεια επεκτάθηκε στήν τρισδιάστατη περίπτωση, από τον

Magnusson [20]
το 2006. Η καινοτομία του αλγορίθμου είναι η εισαγωγή στοχα-

στικών στοιχείων (normal distributions) στην διαδικασία εύρεσης αντιστοιχιών.

Συγκεκριμένα αυτό που προσπάθησε να υπερβεί ο NDT ήταν οι 1−1 αντιστοιχίες

που επέβαλε ο ICP καθώς και το υψηλό υπολογιστικό κόστος εύρεσης αυτών. Για

να το πετύχει αυτό, αντί να χρησιμοποιεί τα σημεία ως έχουν, αναπαριστά το ένα

εκ των δύο νεφών, έστω το X , ως συνδιασμό απο κανονικές κατανομές.

Σχήμα 4.5: Η αρχή λειτουργίας του NDT: Για την αντιστοίχιση των X ,Y, αντί

των αυτούσιων σημείων του νέφους X χρησιμοποιείται μια αναπαράσταση που

προέρχεται απο τη διαμέριση του χώρου του X (μαύρα ορθογώνια) και την εκτίμηση

κατανομών απο τα περιεχόμενα σημεία.

Για την κατασκευή των οποίων αρχικά διαμερίζει το χώρο που καταλαμβάνει το X
σε Ω ισομεγέθης κύβους (voxels) και στη συνέχεια για κάθε voxel ω, ω = 1, ...,Ω
το οποίο περιέχει έναν ικανοποιητικό αριθμό σημείων υπολογίζεται το κεντροειδές
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(centroid) και το μητρώο συνδιασπορών (covariance matrix) του ως

µω =
1

Nω

Nω∑
k=1

xωk , (4.52)

Cω =
1

Nω − 1

Nω∑
k=1

(xωk − µω)(xωk − µω)T , (4.53)

όπου xωk , k = 1, ..., Nω είναι σημεία του συνόλου X τα οποία περιέχονται στον

κύβο ω και όπου Nω το πλήθος αυτών. ΄Εχοντας υπολογίσει τα µω,Σω για κάθε

έναν απο τους κύβους-διαμερίσματα το νέφος X μπορεί πλέον να μοντελοποιηθεί

ως το σύνολο των κατανομών N(µω,Σω) ορισμένων ως:

N (µω,Σω) ∼ p(y) =
1

2
exp

(
− 1

2
(y − µω)TΣ−1

ω (y − µω)

)
. (4.54)

΄Εχοντας ορίσει τις κατανομές N(µω,Σω) μπορούμε να κατασκευάσουμε τη συνάρ-

τηση κόστους h την οποία τελικά θα πρέπει να ελαχιστοποιήσουμε για να βρούμε

τις παραμέτρους του μετασχηματισμού των X ,Y. Η συνάρτηση h ορίζεται ως:

h(~ϑ) = −
M∑
j=1

p(T (yj ; ~ϑ)), (4.55)

΄Οπου T (yj ; ~ϑ) είναι τα σημεία yj του συνόλου Y αφού τους έχει εφαρμοστε-

ί ο μετασχηματισμός που περιγράφεται απο το διάνυσμα παραμέτρων ~ϑ και όπου

p(T (yj ; ~ϑ)) είναι η πιθανοφάνεια (likelihood probability) του σημείου T (yj ; ~ϑ) υ-

πολογισμένη βάση της κατανομής του voxel στο οποίο εμπεριέχεται. Επιπλέον στην

περίπτωσή μας το διάνυσμα ~ϑ = [x, y, z, θ, tx, ty, tz]
T

περιέχει τις 7 παραμέτρους

του Ευκλείδιου μετασχηματισμού, όπου τα (x, y, z, θ) περιγράφουν, αντίστοιχα,

τον άξονα και τη γωνία περιστροφής ενώ τα (tx, ty, tz) ορίζουν το διάνυσμα ο-

λίσθισης. Για την ελαχιστοποίηση της h(~ϑ) δέν υπάρχει κλειστού τύπου λύση

οπότε θα πρέπει να χρησιμοποιηθεί κάποια επαναληπτική μέθοδος. Οι ερευνητές

που πρότειναν τον NDT χρησιμοποίησαν την μέθοδο Newton11. Η μέθοδος αυτή

δεδομένου ένος αρχικού διανύσματος παραμέτρων ~ϑ προσεγγίζει επαναληπτικά το

ακρότατο της (4.55), ανανεώνοντας σε κάθε επανάληψη το ~ϑ ώς ~ϑ ← ~ϑ + ∆~ϑ,

όπου το ∆~ϑ υπολογίζεται απο τη λύση της

B∆~ϑ = −J , (4.56)

όπου B και J είναι ο Hessian και ο vectorized Jacobian matrix της συνάρτησης

h αντίστοιχα. Θέτωντας, για λόγους αναγνωσιμότητας, ỹj = T (yj ; ~ϑ) − µω τα

στοιχεια (διανύσματα-blocks) του g και του B μπορούν να υπολογιστούν ως

gη =
∂h

∂ϑη
=

M∑
j=1

ỹTj Σ−1
ω

∂ỹj
∂ϑη

exp
(
− 1

2
ỹTj Σ−1

ω ỹj

)
, (4.57)

hηκ =
∂h2

ϑηϑκ
= exp

(
− 1

2
ỹTj Σ−1

ω ỹj
)((

ỹTj Σ−1
ω

∂ỹj

∂ϑη

)(
− ỹTj Σ−1

ω

∂ỹj

∂ϑκ

)
+

ỹTj Σ−1
ω

∂2ỹj
∂ϑη∂ϑκ

+
∂ỹTj
∂ϑη

Σ−1
ω

∂ỹj
∂ϑκ

)
,(4.58)

11see Newton’s method in Optimization
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όπου ϑη, ϑκ είναι στοιχεία του διανύσματος παραμέτρων ~ϑ. Παρατηρούμε ότι οι

σχέσεις υπολογισμού των στοιχείων των B και J έχουν την ίδια μορφή για οποια-

δήποτε διάσταση σημείων yj . Αυτό που καθορίζει την διάσταση των διανυσμάτων

hηκ και gη είναι οι μερικές παράγωγοι
∂ỹj

∂ϑη
,
∂ỹj

∂ϑκ
. Οι οποίες στην περίπτωση τρισ-

διάστατων σημείων είναι διανύσματα διαστάσεων 3 × 1. ΄Εχοντας κάνει αυτη την

παρατήρηση μπορούμε να μορφοποιήσουμε τους B και J κατάλληλα ωστε να χρη-

σιμοποιηθούν στη λύση της Σχέσης (4.56). Ο B θα είναι ενα μητρώο διαστάσεων

21× 7 ενώ το J θα είναι ένα διάνυσμα 21× 1 κατασκευασμένα αντίστοιχα ως:

B =

h11 . . . h17

.

.

.
. . .

.

.

.

h71 . . . h77

 , J =

g1

.

.

.

g7

 . (4.59)

Συμβιβασμοί και παραμετροποιήσεις

΄Οπως θα παρατήρησε κάποιος, στην κατασκεύη του NDT έγιναν διάφοροι συμβιβα-

σμοί. Αρχικά οι συναρτήσεις πιθανοφάνειας που χρησιμοποιούνται στην Σχέση (4.54)

δεν ειναι πλήρεις κατανομές διότι απουσιάζει απο αυτές ο όρος κανονικοποιήσης

1/
√

(2π)3|Σ| . ΄Οπως αποδεικνύεται στο
[20]

ο όρος αυτός δεν επηρεάζει την θέση

των ακροτάτων της h και μπορεί να παραληφθεί. Επίσης στις σχέσεις υπολογισμού

τωνB και J ο σταθερός όρος
1
2 παραλείπεται αφού απλοποιείται στην Σχέση (4.56).

Συμπληρωματικά θα πρέπει να αναφέρουμε τι συμβαίνει στην περίπτωση που κάποια

σημεία yj δέν ανήκουν σε κάποιο voxel. Σε μία τέτοια περίπτωση η τυπική ενέρ-

γεια είναι να τα αγνοήσουμε ενώ μια εναλλακτική τεχνική είναι να θεωρήσουμε

οτι ανήκουν στο κοντινότερο σε αυτά voxel. Η εναλλακτική τεχνική επιφυλλάσει

Σχήμα 4.6: Διαμέριση του χώρου με αδρότητα ανάλογη με την πυκνότητα του

νέφους

τον κύνδινο, outliers που βρίσκονται συνήθως στο boundary του νέφους να επηρε-

άσουν την αντιστοίχιση. Για την αποφυγή παρεμφερών προβλημάτων όπως επιρροή
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απο outliers ή αποδεκατισμού του νέφους εξαιτίας μεγάλου πλήθους αγνοούμενων

σημείων. Η λύση που προτείνεται στο
[20]

είναι η επαναληπτική διαμέριση με χρήση

όχι υποχρεωτικά ισομεγεθών διαμερισμάτων (voxels). Η επανληπτική διαμέριση

επαναδιαχωρίζει τον χώρο του X σε κάθε επανάληψη, ξεκινώντας αρχικά απο με-

γάλα παραλληλεπίπεδα και στη συνέχεια μικραίνοντας το μέγεθος και αυξάνοντας

το πλήθος τους ετσι ώστε να επιτύχει εκλέπτυνση της αντιστοίχισης. Συνοψίζον-

τας, ο αλγόριθμος δίνεται στη συνέχεια σε μορφή ψευδοκώδικα. Ο αλγόριθμος

Algorithm Normal-Distributions-Transform (NDT)

Require: Point-set matrices X = [x1, . . . ,xN ] and Y = [y1, . . . ,yM ], initial

parameters vector ~ϑ, maxNumIter, minimumChange, Ω.

1: Voxelize the space occupied by X in Ω voxels.

2: for ω = 1, . . . ,Ω do

3: Construct the modified normal distribution of the voxel as:

N (µω,Σω) using equation (4.54) and (4.52).

4: end for
5: Initialize iteration counter: q ← 1 .

6: repeat
7: for each yj ∈ Y do

8: Find the voxel ω where T (yj ; ~ϑ) belongs

9: Compute its likelihood p(yj) based on N (µω,Σω).

10: update cost function h

h← h− p(yj) .

11: update Hessian matrix B based on (4.58)

12: update vectorized Jacobian J based on (4.57)

13: end for
14: Solve B∆~ϑ = −J using Newton’s or any other suitable method.

15: Update current paramteres estimation:

~ϑ← ~ϑ+ ∆~ϑ .

16: increase iteration counter:

q ← q + 1 .

17: until ∆~ϑ < minimumChange || q > maxNumIter .

18: return ~ϑ

NDT αποτελεί μια πρώιμη προσπάθεια εφαρμογής στατιστικών μεθόδων στην αν-

τιστοίχιση νεφών σημείων. Η μετρική h, κάτω απο μερικές συμβάσεις, αποτελεί

μια μορφή Likelihood. Πλέον η μοντελοποίηση τους ενός εκ΄ των δύο νεφών ως

σύνολο πιθανοτικών κατανομών αποτελεί μία απο τις πιό συνήθεις μεθόδους μο-

ντελοποίησης προβλημάτων αντιστοίχισης.
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4.2.3 Ο αλγόριθμος ECM-PR

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε μία πρόσφατη μέθοδο ανιτστοίχισης νεφών

η οποια προσπαθεί να επιλύσει το πρόβλημα χρησιμοποιώντας μείγματα Γκαουσσια-

νών κατανομών (Gaussian Mixture Models). Ο αλγόριθμος πού θα παρουσιάσου-

με στο [κεφάλαιο 6] είναι στην πραγματικότητα, μια επέκταση αυτής της μεθόδου

για την συμμετρική αντιστοίχιση πολλαπλών συνόλων. Η μέθοδος Expectation
Conditional Maximization for Point Registration (ECM-PR ) παρουσιάστηκε

απο τους Horaud et. al [1]
το 2011 και αφορά την αντιστοίχιση αρθρωτών σω-

μάτων (articualated body registration). Οι δυνατές παραμορφώσεις που εξετάζει

θεωρούνται ώς μια συλλογή μετασχηματισμών άκαμπτου υλικού (rigid body tran-
sformations), ένας για κάθε κινητό μέρος του αρθρωτού σώματος. Στην παρούσα

διπλωματική υλοποιήσαμε τον μηχανισμό εύρεσης των άκαμπτων υπομετασχηματι-

σμών τον οποίο και παρουσιάζουμε.

΄Εστω τα δύο προς αντιστοίχιση σύνολα σημείων X = {xi}1≤i≤m και Y =
{xi}1≤i≤m οργανωμένα ώς μητρώα Y και Y αντίστοιχα και έστω R, t ο ζητούμε-

νος μετασχηματισμός που εφαρμοζόμενος στο X δίνει το Y. Η επίλυση ξεκινάει

υποθέτοντας οτι τα σημεία του συνόλου X αναπαριστούν τα κέντρα των συνιστω-

σών ενος Gaussian Mixture Model (GMM) A [Ενότητα 3.4] ενώ τα σημεία του

Y αποτελούν παρατηρήσεις (observations) που εχουν προέλθει απο το A. Η αντι-

στοίχιση των X και Y μοντελοποίειται ως η προσαρμογή (fitting) του βέλτιστου A
στα δεδομένα Y. Μια τυπική κανονική κατανομή χαρακτιρίζεται απο μία μέση τιμή

µ και ενα μητρώο συνδιασπορων Σ. Επίσης σε ενα τυπικό GMM τα κεντροειδή

και τα μητρώα συνδιασπορών θεωρούνται ελεύθερες παράμετροι. Στην περίπτω-

ση μας υποθέτουμε την ύπαρξη ενος GMM του οποιου οι συνιστώσες είναι τα n
μετασχηματισμένα σημεία του X τα οποία μπορούν να κινούνται ως ένα συμπαγές

σώμα βάση των παραμέτρων R, t. Από την θεώρηση αυτή παρατηρούμε οτι τα

κεντροιδή του A δέν αποτελούν πλέον ελευθερες παραμέτρους αλλα εξαρτώνται

έμμεσα απο τον λανθάνωντα γεωμετρικό μετασχηματισμό, αφου κατασκευαζον-

ται ως µi = Rxi + t. Συνοψίζοντας, μπορούμε να συνθέσουμε το σύνολο των

αγνώστων παραμέτρων του A ώς θ = {R, t,Σ1,Σ2, . . . ,Σn}. Σε αυτό το σημε-

ίο χρειαζόμαστε μια μετρική η οποία δεδομένου ενός συνόλου παραμέτρων θ θα

εκτιμά πόσο καλά περιγράφει το μοντέλο, τις παρατηρήσεις Y. Η μετρική αυτή

είναι γνωστή ώς συνάρτηση πιθανοφάνειας (Likelihood). Η πιθανοφάνεια L ενός

συνόλου παραμέτρων θ ενός στατιστικού μοντέλου δεδομένου ενός ενδεχομένου

(outcome) x ορίζεται ώς. L(θ|x) = P(x|θ). Υπο την θεώρηση του Y ώς συνόλου

ενδεχομένων-παρατηρήσεων προερχόμενων απο το A(θ) μπορούμε να ορίσουμε την

Παρατηρούμενη λογαριθμική πιθανοφάνεια (Observed data Log Likelihood) του

θ δεδομένων των Y ως.

L(θ|Y) = log(P(Y; θ)) . (4.60)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Το σύμβολο | στη δεσμευμένη πιθανότητα του δεξιου μέλος της
Σχέσης (4.60) αντικαταστάθηκε απο το ; διοτι το θ δεν αποτελεί τυχαία μεταβλη-
τή αλλα σύνολο παραμέτρων. Επίσης πρέπει να αναφέρουμε οτι η τιμή της L ώς
τιμή δεν έχει κάποια πρακτική σημασία. Η χρησιμότητα της είναι στη σύγκριση

τιμών για διαφορετικά σύνολα παραμέτρων και ενδεχομένων. Υπό αυτή την έν-

νοια η εφαρμογή του λογαρίθμου δεν επηρεάζει τη σύγκριση αφού πρόκειται για

γνησίως αύξουσα συνάρτηση αλλά από την άλλη απλοποίει τους υπολογισμούς σε

περιπτώσεις όπου οι κατανομές του στατιστικού μοντέλου προέρχονται απο την εκ-

θετική οικογένεια μέσω της μετατροπής γινομένων σε αθροίσματα.
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Είναι εμφανές πλέον οτι εάν τα σύνολα X και Y ήταν αντιστοιχισμένα ή αντίστοι-

χα γνωρίζαμε τα βελτιστα R∗, t∗ τότε σημεία yj του Y που υπάρχουν και στο X
θα είχαν πέσει πάνω στο ανστίστοιχο σημείο τους xi. Σε μία τέτοια (υποθετική)

κατάσταση η τιμή της παρατηρούμενης πιθανοφάνειας L(θ∗|Y) για το αντίστοιχο

σύνολο παραμέτρων θ∗ = {R∗, t∗,Σi
∗, . . . ,Σn

∗} θα ήταν υψηλότερη σε σχέση με

τις τιμές άλλων συνόλων θ αφού οι δεσμεύμενες πιθανότητες p(yj ; θ) των yj ε-

ίναι αντιστρόφως ανάλογες της απόστασης τους απο το κεντροιδές της κλάσσης
12

αντιστοιχίας xi. Αντιστρέφοντας τη συλλογιστική παρατηρούμε οτι η μεγιστο-

ποίηση της παρατηρούμενης πιθανοφάνειας θα έδινε ως αποτέλεσμα τις βέλτιστες

παραμέτρους θ∗ του A.

Η εύρεση του μεγίστου της L είναι αδύνατη εξαιτίας της ύπαρξης αγνώστων δε-

δομένων, συγκεκριμένα τις αντιστοιχίες (correspondences) μεταξύ των X και Y.
Για το λόγο αυτό θα ορίσουμε μία άλλη ποσότητα που ονομάζεται Αναμενόμενη

λογαριθμική πιθανοφάνεια πλήρων δεδομένων διεπομένων απο τις παρατηρήσεις

(Expected Complete Data Log Likelihood coditioned by the observations) και

την οποία θα συμβολίσουμε με E . ΄Εχει αποδειχθεί
[21]

οτι η μεγιστοποίηση της E
συνεπάγεται μεγιστοποίηση

13
της παρατηρουμενης πιθανοφάνειας L. Οι προανα-

φερθείσες αντιστοιχίες θεωρούνται ελλείποντα στοιχεία (missing data) ή πιο τυ-

πικά ως λανθάνουσες μεταβλητές στα πλαίσια της ¨Μέγιστης πιθανοφάνειας’ (ML
framework). Πιο συγκεκριμένα καθε σημείο yj μπορεί να κατηγοριοποιηθεί σε μία

απο τις n συνιστώσες του A ή σε μια κλάση μολυσμένων δεδομένων f η οποία χα-

ρακτιρίζεται απο μία ομοιόμορφη κατανομή που ορίζεται στη συνέχεια. Το σύνολο

των λανθανουσών αυτών μεταβλητών θα το συμβολίζουμε Z = {Zj} j=[1,...m]

όπου κάθε Zj κωδικοποιεί την αντιστοίχιση της παρατήρησης (observation) yj
στην κλάσση xi. Για παράδειγμα ο συμβολισμός Zj = i ερμηνεύεται ως: Η παρα-

τήρηση yj κατηγοριοποιείται στην κλάση xi ή με απλά λόγια οτι το σημείο yj είναι

το μετασχηματισμένο xi. Με σκοπό να διατηρήσουμε συνεκτικότητα, πρίν συνε-

χίσουμε θα πρέπει να ορίσουμε τα βάρη μίξης (mixing weights) των συνιστωσών

του A. Οι συντελεστές αυτοί παίζουν το ρόλο της εκ των προτέρων πιθανοτήτας

των κλάσσεων xi. Εφόσον δεν έχουμε κάποια πληροφορία για την σημαντικότητα

κάποιας κλάσης ανάμεσα στις υπόλοιπες θα ήταν αβάσιμο να αναθέσουμε διαφο-

ρετικές εκ των προτέρων πιθανότητες σε κάποια εξ αυτών. ΄Αρα ορίζουμε δύο

σφαίρες, μία αρκετά ευρεία V ώστε να χωρά κάθε σημείο με ακτίνα R και μία πολύ

μικρότερη u με ακτίνα r≪ R με κέντρο σε ένα σημείο xi. Πιο τυπικά:

u =
4πr3

3
, V =

4πR3

3
. (4.61)

΄Εχοντας ορίσει τα u και V τους συντελεστές μίξης pi = P (Zj = i) ώς:

pi =

{
u
V , if 1 ≤ i ≤ n
V−nu
V , if i = n+ 1 [πιθανότητα κλάσης μολυσμένων δεδ.]

(4.62)

΄Οπως θα δούμε στη συνέχεια χρειαζόμαστε μόνο την ακτίνα των inliers r.

΄Εχοντας ορίσει τις μεταβλητές κατηγοριοποίησης Z καθώς και τις εκ των προ-

τέρων πιθανότητες pi μπορούμε πλέον να κατασκευάσουμε τυπικά την ακόλουθη

12
Αφου σε μία τέτοια κατάσταση οι διασπορές των κλάσεων xi θα έτειναν στο μηδέν με

σκοπό να αποδώσουν μέγιστη πιθανόφάνεια p(yj |yj corresponds to xi) στο αντίστοιχο σημείο-

ενδεχόμενο yj
13

Για την σκιαγράφηση της απόδειξης σύγκλισης του αλγορίθμου ECM ο αναγνώστης μπορεί

να ανατρέξει στην [Ενότητα 3.4.2] ή στο βιβλίο του C.M.Bishop[28]
.
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συνάρτηση.

E(θ|Y,Z) = logP(Y,Z; θ) . (4.63)

Η μεγιστοποίηση της E είναι επίσης αδύνατη αφού δεν γνωρίζουμε την Z. Για αυτό

το λόγο περιθωριοποιούμε (marginalize) την μεταβλητή Z εφαρμόζοντας τον τελε-

στή αναμενόμενης τιμής
14

και στην συνέχεια προσπαθούμε να μεγιστοποιήσουμε

την Αναμενόμενη τιμή της E :

EZ(θ|Y,Z) = EZ [logP(Y,Z; θ)|Y] . (4.64)

Η μεγιστοποίηση της (4.64) θα γίνει με χρήση μίας παραλλαγής του αλγορίθμου

EM (Expectation Maximization) η οποία ονομάζεται ECM (Expectation Con-
ditional Maximization) αλλα πρίν εξηγήσουμε την διαδικασία επίλυσης πρέπει να

μορφοποιήσουμε την EZ(Y,Z; θ) για την περίπτωση του GMM.

Αναλύοντας το όρισμα του λογαρίθμου της Σχέσης (4.64) και υποθέτοντας ότι τα

yj είναι ανεξάρτητα και πανομοιότυπα κατανεμημένα (i.i.d) καταλήγουμε ότι:

logP(Y,Z; θ) = log

m∏
j=1

P(yj , Zj ; θ) =

log

m∏
j=1

P(yj |Zj ; θ)P(Zi) =

log

m∏
j=1

n+1∏
i=1

(
piP(yj |Zj = i; θ)

)δ(Zj−i)
, (4.65)

όπου δ(Zj − i) είναι η διακριτή ακολουθία δ ορισμένη ώς:

δ(Zj − i) =

{
1, Zj = i

0, αλλιώς.
(4.66)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Το δεύτερο γινόμενο (, i) είναι στην ουσία ένας μοναδικός όρος
αφού η ακολουθία kronecker δίνει μηδενικό εκθέτη σε όλους τους άλλους όρους του
γινομένου. Ο σκοπός του δεύτερου γινομένου θα γίνει εμφανής στη συνέχεια αλλα

βασικά χρησιμοποιείται για να μετατρεψουμε την E σε μία συνάρτηση της μορφής
της [Ενότητας 4.1.4] ώστε να έχουμε κλειστού τύπου λύση για τις παραμέτρους του

μετασχηματισμού. Εάν τώρα εφαρμόσουμε τον τελεστή EZ [·] στην σχέση (4.65)

και χρησιμοποιήσουμε την ιδιότητα του λογαρίθμου έχουμε:

EZ(θ|Y,Z) = EZ

[
m∑
j=1

n+1∑
i=1

δ(Zj − i)
(

log pi + log P (yj |Zj = i; θ)
)︸ ︷︷ ︸

I

|Y
]
.

(4.67)

Βασιζόμενοι στο οτι το EZ [·] είναι γραμμικός τελεστής και επίσης στο οτι ο όρος

Ι είναι ανεξάρτητος
15

του Z, η ποσότητα (4.67) απλοποιείται στην:

EZ(θ|Y,Z) =

m∑
j=1

n+1∑
i=1

EZ
[
δ(Zj − i)|Y

] (
log pi + logP(yj |Zj = i, θ)

)
. (4.68)

14
Παρατηρούμε οτι ο τελεστής EZ διατρέχει τις n+ 1 τιμές της μεταβλητής Z και επίσης δρά

σε δεσμευμένη πιθανότητα (i.e it is a conditional expectation)
15

Η τιμή της Z του όρου Ι είναι ήδη επιλεγμένη απο το πρώτο άθροισμα οπότε ο τελεστής

αναμενώμενης τιμής την ¨βλέπει’ ως σταθερά.
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Η ποσότητα EZ
[
δ(Zj − i)|Y

]
μπορεί να απλοποιηθεί περεταίρω ως:

EZ
[
δ[Zj − i]|Y

] .
=

n+1∑
k=1

δ [i− k]P(Zj = k|yj) =

P(Zj = i|yj) =

P(yj |Zj = i)P(Zj = i)
n+1∑
k=1

pkP(yj |Zj = k)

=

u
V

1√
(2π)3|Σi|

exp
(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi
)

u
V

n∑
k=1

[
1√

(2π3|Σk|
exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σk
)]

+ V−nu
V P(yj |Zj = n+ 1)

=

�
��

��*u

V
√

(2π)3

[
|Σi|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi
)]

��
�
��*u

V
√

(2π)3

[
n∑
k=1

|Σk|−
1
2 exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σk
)

+��
�*≈ 1

V−nu
V

1
V

V
√

(2π)3

u

] =

|Σi|−
1
2 exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi
)

n∑
k=1

[
|Σk|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σk
)]

+ 3(2π)
3
2

4πr3

=

|Σi|−
1
2 exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi
)

n∑
k=1

[
|Σk|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ yj −Rxi − t ‖2Σk
)]

+ 1.5
√

2πr−3

= aji . (4.69)

Αντικαθιστώντας τις ποσότητες aji βάσει της (4.69), καθώς και τις δεσμευμένες

πιθανότητες P (yj |Zj = i; θ) με τις αντίστοιχες πολυμεταβλητές κανονικές κατα-

νομές τους
16
, η Σχέση (4.68) γράφεται:

EZ(θ|Y,Z) =
m∑
j=1

n∑
i=1

aji

(
log(pi) + log

(
(2π)−

3
2 |Σi|−

1
2 exp(−1

2
‖ yj −Rxi − t ‖2Σi

)))
=

m∑
j=1

n∑
i=1

aji

(
log(pi) + log((2π)−

3
2 − 1

2
log |Σi| −

1

2
‖ yj −Rxi − t ‖2Σi

)
=

−1

2

m∑
j=1

n∑
i=1

aji

(
log |Σi|+ ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi

)
+ log(pi) +

3

2
log(2π)

)
. (4.70)

Οι δύο τελευταίοι όροι της παρένθεσης είναι ανεξάρτητοι των παραμέτρων θ και

μπορούν να παραληφθούν στα πλαίσια της μεγιστοποίησης του E(·) ώς προς θ.
Εν συνεχεία η ποσότητα E(·) μπορεί να γραφεί απλοποιημένα ως:

EZ(θ|Y,Z) = −1

2

m∑
j=1

n∑
i=1

aji

[
log |Σi|+ ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi

]
. (4.71)

16
Απο την θεωρία των GMM έχουμε οτι N (yj |xi,Σi; θ) |= P (yj |Zj = i; θ)
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Πλέον είμαστε σε θέση να εφαρμόσουμε αλγόριθμο ECM. Σε μία τυπική επανάλη-

ψη του αλγορίθμου EM οι βελτιστοποιούμενες παράμετροι είναι οι κεντροιδής και

τα μητρώα συνδιασπορών της κάθε συνιστώσας του A. Στην περίπτωσή μας οι

κεντροϊδείς εξαρτώνται απο τις παραμέτρους αντιστοίχισης R, t, οπότε η μεγιστο-

ποίηση της (4.71) παραμένει δύσκολη. Η ιδέα που προτάθηκε απο τους Radu et.
al [1]

είναι να χωρίσουμε τον υπολογισμό σε δύο βήματα. Στο πρώτο βήμα κάθε

επανάληψης θα εκτιμούνται οι παράμετροι R, t χρησιμοποιώντας τις συνδιασπορές

Σi της προηγούμενης επανάληψης ενώ στο δεύτερο οι συνδιασπορές θα επανε-

κτιμούνται χρησιμοποιώντας την τελευταία εκτίμηση των R, t. Αυτή η μέθοδος

ονομάζεται
17 ECM[22]

και ανήκει στην κατηγορία των γενικευμένων αλγοριθμων

EM. Οι αλγόριθμοι της οικογένειας των Generalized Expectation Maximization
δέν εγγυώνται πλέοω ότι θα βρούν την μέγιστη τιμή της πιθανοφάνειας αλλά είναι

αποδεδειγμένο οτι την αυξάνουν
[21][23]

. Για να υπολογίσουμε το μέγιστο (ελάχιστο

της αντεστραμένης (negated)) (4.71) χρησιμοποιώντας τον ECM, για το πρώτο

βήμα θα θεωρήσουμε οτι οι συνδιασπορές παραμένουν σταθερές και οτι μόνο τα

R, t μεταβάλλονται. Με αυτή τη θεώρηση η ελαχιστοποίηση της (4.71) ώς πρός

R, t διατυπώνεται ώς:

{R∗, t∗} = arg min
R,t

1

2

m∑
j=1

n∑
i=1

aji ‖ yj −Rxi − t ‖2Σi . (4.72)

Η Σχέση (4.72) μπορεί να απλοποιηθεί παιρεταίρω θέτωντας τις ακόλουθες πο-

σότητες:

• wi τα οποία παίζουν τον ρόλο εικονικών σημείων του Y ώστε το καθένα να

αντιστοιχεί σε μία κλάσση xi, και ορίζονται ως:

wi =

m∑
j=i

ajiyj

m∑
j=i

aji

, (4.73)

• και τα λi τα οποία παίζουν το ρόλο του ζυγίσματος της κάθε απόστασης στην

συνάρτηση κόστους ή πιό αφαιρετικά το ρόλο της ανάθεσης μίας τιμής εμπιστο-

σύνης (confidence) σε κάθε wi ανάλογη του αθροίσματος των εκ των υστέρων

πιθανοτήτων aji της κλάσσης xi για όλα τα σημεία yj :

λi =

m∑
j=i

aji . (4.74)

Αφού αντικαταστήσουμε την (4.73) και την (4.74) στην (4.72) και παραλήψουμε

σταθερούς όρους, δηλαδή όρους που δέν εππηρεάζουν την ελαχιστοποίηση κατα-

λήγουμε ότι:

{R∗, t∗} = arg min
R,t

1

2

n∑
i=1

λi ‖ wi −Rxi − t ‖2Σi . (4.75)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Στην πραγματικότητα η (4.72) και η (4.75) δέν είναι απολύτως

ισοδύναμες διότι έχουν διαφορετικούς σταθερούς όρους. Παρ΄όλα αυτα παρουσιάζουν

17 Expectation Conditional Maximization με την έννοια οτι μεγιστοποιεί ένα cond. E[.].
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ακρότατα στα ίδια σημεία.

Η περίπτωση ισοτροπικών συνδιασπορών

Σχήμα 4.7: Η αρχή του ισοτροπικού αλγορίθμου ECM-PR: (• ∈ X , • ∈ Y)

Η ΑΡΧΗ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ: Στην ισοτροπική περίπτωση κάθε σημείο • του

συνολόυ X δημιουργεί μια πολυδιάστατη κανονική κατανομή με μέση τιμή το ίδιο

το σημείο και ισοτροπική διασπορά της μορφής Σ2 = σ2I που σχεδιάζεται με μα-

ύρο κυκλο ακτίνας σ2
γύρω απο το σημείο. Η κατανομές αυτές αποτελούν τις

συνιστώσες του A ενώ τα • σημεία ∈ Y είναι παρατηρήσεις που εχουν προέλθει

απο κάποια απο τις συνιστώσες-κατανομές του A και στην συνέχεια έχουν υποστεί

έναν μετασχηματισμό ισομετρίας, R, t ο οποίος θεωρείται κοινός για όλες. Αρχικά

οι διασπορές των κεντροιδών είναι μεγάλες ώστε να αποδώσουν όσο το δυνατόν

ομοιόμορφες πιθανοφάνειες στα γειτονικά σημεία. Στη συνέχεια συρικνώνονται

προσπαθώντας να αποδώσουν μεγαλύτερη πιθανοφάνεια στο σημείο που έχει προ-

έλθει απο αυτές, ενώ παράλληλα οι παράμετροι του μετασχηματισμού ανανεώνονται

ώστε να επιταχύνουν-βελτιώσουν αυτή τη διαδικασία. Μετά το πέρας των επα-

ναλήψεων η διαδικασία έχει καταλήξει σε τοπικό ελάχιστο της παρατηρούμενης

πιθανοφάνειας και εμμέσως έχει επιτύχει αντιστοίχιση των δύο συνόλων.

Με σκοπό να αποφύγουμε την χρήση επαναληπτικών μεθόδων για την εύρεση

ακροτάτων, προσπαθούμε να καταλήξουμε σε συνάρτηση κόστους η οποία έχει

κλείστου τύπου λύση. Για να το πετύχουμε κάνουμε την θεώρηση οτι τα μητρώα

συνδιασπορών της κάθε συνιστώσας του A είναι ισοτροπικά, δηλαδή έχουν την μορ-

φή Σi = σ2
i I3. Υπό αυτή τη συνθήκη η Mahalanobis απόσταση της Σχέσης (4.75)
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μετατρέπεται σε βεβαρυμένη Ευκλείδια:

{R∗, t∗} = arg min
R,t

1

2

n∑
i=1

λi
σ2
i

‖ wi −Rxi − t ‖22 . (4.76)

Η Σχέση (4.76) είναι ένα γενικευμένο πρόβλημα απόλυτου προσανατολισμού και

μπορεί να λυθεί με την μέθοδο της [Ενότητας 4.1.4]. Σε κάθε επανάληψη, αφού

βρούμε τα βέλτιστα R∗, t∗ μπορούμε να προχωρήσουμε στο δεύτερο βήμα του

ECM που είναι η επανεκτίμηση των (συν)διασπορών. Υπολογίζοντας τις μερικές

παραγώγους της EZ(θ|Y,Z), σχέση (4.71), για κάθε σi εξισώνοντας με μηδέν

καταλήγουμε στην σχέση επανεκτίμισης:

∂E(θ)

∂σi
= 0⇒

∂
(
− 1

2

m∑
j=1

aji
[

log(σ6
i ) + 1

σ2
i
‖ yj −R∗xi − t∗ ‖22

])
∂σi

= 0⇒

3σ2
i

m∑
j=1

aji =

m∑
j=1

aji ‖ yj −R∗xi − t∗ ‖22 ⇒

σ2
i =

m∑
j=1

aji ‖ yj −R∗xi − t∗ ‖22

3
m∑
j=1

aji

∀i ∈ [1, n] . (4.77)

Τα πειράματα αντιστοίχισης ζεύγους νεφών που παρατίθενται στο [κεφάλαιο 7]

προέρχονται από την υλοποίηση αλγορίθμου ECM-PR με χρήση ισοτροπικών συ-

νιστωσών και την σύγκριση του με τον ICP. Σε αυτο το σημειο παραθετουμε τον

αλγοριθμο σε μορφη ψευδοκωδικα και επιπλέον μερικά σημεία τα οποία θα πρέπει

να προσέξει ο αναγνώστης σε μία πιθανή υλοποίηση. Αρχικά ενα συχνά εμφα-

νιζόμενο πρόβλημα είναι κάποιο σημείο yj του συνόλου παρατηρήσεων να βρεθεί

στη ίδια ακριβώς θέση με κάποιο κεντροιδές xi. Σε μία τέτοια περίπτωση η Maha-
lanobis distantce ‖ yj −Rxi − t ‖2Σk μηδενίζεται με αποτέλεσμα η πιθανοφάνεια

του yj ως p(yj |xi,Σi) προς αυτή τη συνιστώσα να μεγιστοποιείται και τελικά ο

αλγόριθμος να κλειδώνει σε τοπικό ελάχιστο. Μια διαδικασία αποφυγής αυτού

του προβλήματος είναι η διαταραχή (perturbation) των σημείων του Y με κάποια

μορφή ασθενούς εικονικού θορύβου. ΄Ενα άλλο πρόβλημα που μπορεί να προκύψει

είναι η διασπορά σi κάποιας συνιστώσας να μηδενιστεί λόγω μεγάλης απόστασης

αυτής από τις παρατηρήσεις αρα και μηδενισμό του αριθμητή της Σχέσης (4.77).

Μια τέτοια κατάσταση μηδενίζει τις εκ των υστέρων πιθανότητες της συγκεκρι-

μένης κλάσσης με αποτέλεσμα να δημιουργεί NaNs κατά τον υπολογισμό των wi

της Σχέσης (4.73). Για να αποφύγουμε τέτοιου είδους παθογένειες συνηθίζεται

να προστίθεται μια θετική σταθερά ε → 0 κατα την ανανέωση του σi σε κάθε

επανάληψη. Η σταθερά αυτή μπορεί να είναι στατική ή να μεταβάλλεται με το

πέρασμα των επαναλήψεων. Παρατηρήσαμε οτι μια σταθερή τιμη της τάξης του

ε = O(10−5) έδινε ικανοποιητικά αποτελέσματα. Η τελευταία παράμετρος που

πρέπει να θέσουμε είναι η ¨ακτίνα των inliers’ r που υπεισέρχεται στον παρανομα-

στή της σχέσης (4.69). Η ποσότητα αυτή παίζει το ρόλο ζυγίσματος της κλάσσης

των μολυσμένων δεδομένων, πιο συγκεκριμένα εμφωλεύει το γινόμενο της εκ των

προτέρων πιθανότητας p(n+1) αυτής της κλάσης επί την αντίστοιχη πιθανοφάνεια

p(yj |Zj = n + 1) ενός σημείου
18 yj . Για την παράμετρο αυτή χρησιμοποιήσαμε

18The law of total probability
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Algorithm Expectation-Conditional-Maximization-Point-Registration (ECM-
PR)

Require: matrices X and Y, maxNumIter, endeV al, r, Initial parameter set
θ0 = {R0, t0, σ0

1 , σ
0
2 , . . . , σ

0
n} .

1: Initialize iteration counter :

q ← 1 .

2: repeat

3: compute posteriors :

aji =

(σq−1
i )−

1
2 exp

(
− 1

2‖yj−R
q−1xi−tq−1‖2

σi
q−1

)
n∑
k=1

[
(σq−1
k )−

1
2 exp

(
− 1

2‖yj−Rq−1xi−tq−1‖2
σ
q−1
k

)]
+1.5

√
2πr−3

. 4.69↑

4: Compute virtual points :

wi :←

m∑
j=1

ajiyj

m∑
j=i

aji

. 4.73↑

5: Compute virtual point confidence :

λi ←
m∑
j=1

aji . 4.74↑

6: Estimate optimum :

Rq, tq ← arg min
R,t

1
2

n∑
i=1

λi
σ2
i q−1

‖ wi −Rxi − t ‖22 . 4.21↑

7: Update covariances :

σqi ←
( m∑
j=1

aji‖yj−Rqxi−tq‖22

3
m∑
j=1

aji

) 1
2

. 4.77↑

8: Compute iteration error :

err(q)←‖ Rq −Rq−1 ‖2F .

9: increase iteration counter :

q ← q + 1 .

10: until err(q) < endeV al || q > maxNumIter .

11: return Rq, tq .

τιμές της τάξης του r ≈ 100
. Μια άλλη προσέγγιση είναι η δυναμική ανανέωση

των εκ των προτέρων πιθανοτήτων των κλάσεων μέσω της θεωρίας των GMM
και στη συνέχεια χρήση ενός r που πλέον θα αναπαριστά μόνο την πιθανοφάνεια

της n+ 1 ¨μολυσμένης¨ συνιστώσας με αποτέλεσμα να έχει μειωμένη ισχύ. ΄Αλλες

παραμετροποιήσεις που έχουν προταθεί για το συγκεκριμένο πρόβλημα, αντί του



ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 4. ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗ ΖΕΥΓΟΥΣ ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΩΝ ΝΕΦΩΝ

ΣΗΜΕΙΩΝ 64

outlier component χρησιμοποιούν δυναμικες βεβαρύνσεις των aji μέσω βοηθητι-

κών κατανομών οι οποίες εισάγονται στο μοντέλο ως εκ των προτέρων πιθανότητες

των κλάσεων και δρούν στους συντελεστές μίξης
19

του GMM. Συνήθως τέτοιες

κατανομές επιλέγονται να είναι οι εκ των προτέρων συζυγείς
20

των αντιστοίχων

κατανομών πιθανοφάνειας με σκοπό η εκ των υστέρων κατανομή να είναι γνωστή.

4.3 Σύντομη επισκόπηση μερικών μεθόδων

αντιστοίχισης εύκαμπτων και αρθρωτών

σωμάτων

Εως τωρα σκοπός μας ήταν να ανακτήσουμε τον βέλτιστο μετασχηματισμό ισομε-

τρίας μεταξύ δύο συνόλων. Οδηγούμενοι απο την ειδική μορφή του ακροτάτου, σε

όλες τις μοντελοποιήσεις αναζητήσαμε περιορισμένα ακρότατα τα οποία περιέχον-

ται στο πολύπτυχο μόρφωμα (manifold) των Ευκλειδίων μετασχηματισμών, SE(3).
Υπάρχουν όμως εφαρμογές στις οποίες έχουμε τη δυνατότητα να επιτρέψουμε ε-

πιπλέον βαθμούς ελευθερίας στον λανθάνοντα μετασχηματισμό των προς αντιστο-

ίχιση συνόλων. Παραδείγματος χάριν σε μία περίπτωση αντιστοίχισης ευκάμπτων

σωμάτων (nonrigid registration)· η ανάκτηση ενός μετασχηματισμού συγγένειας

ίσως έδινε καλύτερα αποτελέσματα απο τον αντίστοιχο μετασχηματισμό που θα

προέκυπτε απο επίλυση με υπόθεση Ευκλείδιας παραμόρφωσης. Απο μαθηματι-

κή σκοπία η μοντελοποίηση του προβλήματος με υπόθεση λανθάνωντα μετασχη-

ματισμού συγγένειας είναι απλούστερη σε σχέση με την περίπτωση ισομετρίας.

Φορμαλιστικά· υποθέτωντας οτι η μοντελοποίηση του προβλήματος καταλήγει σε

βελτιστοποίηση μίας ποσότητας της μορφής της (4.21):

{A∗, t∗} = arg min
A,t

1

2

n∑
i=1

bi ‖ wi −Axi − t ‖22 , (4.78)

όπου A∗ είναι το λανθάνον μητρώο μετασχηματισμού συγγένειας και t∗ το λαν-

θάνον διάνυσμα ολίσθησης. Εφαρμόζοντας την μέθοδο που παρουσιάσαμε στην

[Ενότητα 4.1.4]· έως και τη Σχέση (4.26) η επίλυση είναι πανομοιότυπη με την

αναζήτηση Ευκλειδίου μετασχηματισμού. Στην συνέχεια, η εύρεση του A απλου-

στεύεται διοτι πλέον αναζητούμε ενα ακρότατο της F χωρίς καποιο επιπλέον περιο-

ρισμό (uncostrained extremum). Συγκεκριμένα η προς ελαχιστοποίηση ποσότητα

γράφεται:

F = ‖ (W̃ −AX̃)K ‖2F ⇒
F = tr{K(W̃T − X̃TAT )(W̃ −AX̃)K} ⇒
F = tr{KW̃TW̃ − 2AX̃KW̃T + AX̃KX̃TAT } (4.79)

Υπολογίζοντας τις μερικές παραγώγους
21
,
∂F
∂A , και εξισώνοντας με 0 καταλήγουμε

στην σχέση υπολογισμού του βέλτιστου μετασχηματισμού συγγένειας που συνδέει

19
Στην περιπτωση μας τον ρολο των mixing coefficients παιζουν οι εκ των προτερων πιθανο-

τητες των κλασσεων P (Zj = i).
20

Εκ των προτέρων συζηγείς (conjugate priors) είναι ζεύγη οικογενειών κατανομών οι οποίες

όταν βρεθούν σε αντιστροφή Bayes, (Bayes inversion), ως prior και conditional αντίστοιχα,

δίνουν posterior distribution της οικογένειας της εκ των προτέρων με δεδομένες παραμέτρους.

21
Για τον τρόπο υπολογισμού του

∂F
∂A

ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στην [εντηότα ;;]
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τα X και W:

∂F
∂A

= 03 ⇒ AX̃KX̃T = X̃KW̃
T
⇒ A = X̃KW̃T(X̃KX̃T)

−1
. (4.80)

Στη συνέχεια το διάνυσμα ολίσθησης μπορεί να υπολογιστεί ώς

t = W̃
h̃

h̃Th̃
−AX̃

h̃

h̃Th̃
. (4.81)

Ιστορικά, το Δεκέμβριο του 2010 οι Myronenko et.al[27]
παρουσίασαν μια μέθοδο

για την αντιστοίχιση ενός ζεύγους τρισδιάστατων νεφών η οποία βασιζόταν σε

μία στοχαστική μοντελοποίηση του προβλήματος· πανομοιότυπη με αυτή του αλ-

γορίθμου ECM-PR, [Ενότητα 4.2.3]. Η διμοσίευση περιλάμβανε την επίλυση του

προβλήματος με υπόθεση Ευκλείδιου αλλά και Affine μετασχηματισμού. Οι διαφο-

ροποιήσεις με την μέθοδο των Horaud et.al[1]
είναι οτι οι μέν έκαναν την υπόθεση

ενός GMM με ισοτροπικές συνιστώσες χαρακτηριζόμενες απο κοινή συνδιασπορά

(global isotropic setting) ενώ οι δέυτεροι έλυσαν το πρόβλημα θεωρώντας γενικά

μητρώα συνδιασπορών. Επίσης οι πρώτοι παρουσίασαν μια μέθοδο αντιστοίχισης

¨εύκαμπτων’ συνόλων (nonrigid registration) βασισμένη σε εξωτερική παραμετρο-

ποίηση των νέφων (extrinsic parametrization) μέσω bending surface models, ενώ
οι δέυτεροι επεκτάθηκαν σε μια μέθοδο αντιστοίχισης ¨αρθρωτών’ νεφών. Δε θα

σταθούμε στην μέθοδο εύκαμπτης αντιστοίχισης, καθώς απομακρύνεται απο τα

πλαίσια της διπλωματικής, αλλά αξίζει να κάνουμε μια συνοπτική παρουσίαση της

μεθόδου ¨αρθρωτής’ αντιστοίχισης μιας και βασίζεται σε πολλαπλές αντιστοιχίσεις

άκαμπτου υλικού. Για την αντιστοίχιση ¨αρθρωτών’ συνολών χρειαζόμαστε ενα κι-

νηματικό μοντέλο που να περιγράφει τα κινητά μέρη του σώματος καθώς και τους

βαθμούς ελευθερίας αυτών. Οι Horaud et.al υποθέτουν οτι τα προς αντιστοίχι-

ση σύνολα περιγράφουν ένα σώμα το οποίο αποτελείται απο το κύριο μέρος-ρίζα

(root-part) το οποίο έχει υποστεί έναν Ευκλείδιο μετασχηματισμό χαρακτηριζόμε-

νο απο 7 (ή 6 αν χρησιμοποιηθούν γωνίες Euler) βαθμούς ελευθερίας, και καποια

τμήματα, μηχανικά συνδεδεμένα σε αυτό, τα οποία χαρακτηρίζονται από έναν, δύο

ή τρείς περιστροφικούς βαθμούς ελευθερίας, ανάλογα με το πλήθος των αξόνων

γύρω απο τους οποίους μπορούν να περιστρέφονται. Θεωρώντας ως δεδομένο

σε ποιό κινητό μέρος του σώματος ανήκει κάθε σημείο του συνόλου κεντροειδών

X , η εύρεση του συνολικού ¨αρθρωτού’ μετασχηματισμού επιτυγχάνεται ως εξής:

Αρχικά, μέσω του ECM-PR, υπολογίζεται ο ολικός Ευκλείδιος μετασχηματισμός

που συνδέει τα δύο νέφη. Στη συνέχεια γίνεται κατηγοριοποίηση των σημείων του

νέφους παρατηρήσεων Y στα τελικά clusters του νέφους κεντροειδών. Τα σημεία

που κατηγοριοποιήθηκαν ώς inliers απορρίπτωνται (discarded) υπο τη θεώρηση οτι

ανήκουν στο κύριο μέρος (ρίζα) και ίσως και σε κάποια κινήτα υπομέρη τα οποία

αντιστοιχίστηκαν επαρκώς μέσω του ολικού μετασχηματισμού. Τα εναπομένοντα

σημεία του Y, αφού τους εφαρμοστεί ο ολικός μετασχηματισμός που υπολογίστη-

κε προηγουμένως, υποβάλλονται σε αντιστοίχιση με τα (γνωστά) σημεία του κάθε

κινητού υπομέρους του συνόλου X , αναδρομικά. Μετά το πέρας της κάθε αντι-

στοίχισης η διαδικασία κατηγοριοποίησης επαναλαμβάνεται και τα εναπομένοντα

σημεία αντιστοιχίζονται με τα υπόλοιπα υπομέρη του X διαδοχικά. Η διαδικασία

σταματάει όταν επιτευχθεί αντιστοίχιση με όλα τα κινητά μέρη του X ή το σύνολο

των εναπομένοντων σημείων του Y δέν είναι πλέον ικανό να δώσει λύση της τάξης

των βαθμών ελευθερίας του τρέχοντος μετασχηματισμού.
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Κεφάλαιο 5

ΣΥΝΔΙΑΣΜΕΝΗ

ΑΝΤΙΣΤΟΙΧΙΣΗ

ΠΟΛΛΑΠΛΩΝ ΝΕΦΩΝ

Ας υποθέσουμε M μερικώς επικαλυπτόμενα σύνολα-νέφη τρισδιάστατων σημείων

Vj , j = 1, ...,M τα οποία προέρχονται απο την δειγματοληψία ενός άτλαντα ο οπο-

ίος υποθέτουμε οτι αποτελεί ανακτασκευή μιας τρισδιάστατης σκηνής. Τα σύνολα

αυτά απο εδώ και στο εξής θα τα ονομάζουμε όψεις (views).

Σχήμα 5.1: Το πρόβλημα αντιστοίχισης πολλαπλών όψεων: Οι περιοχές S υποδη-

λώνουν τις μερικές επικαλύψεις μεταξύ των όψεων. (δεξιά τα S σε μεγένθυνση)

Αυτό που θέλουμε να πετύχουμε ειναι η συνένωση-αντιστοίχιση αυτών των όψεων

σε ενα κοινό σύστημα αναφοράς το οποίο αποτελεί θεμέλιο λίθο για την ανα-

κτασκευή του άτλαντα. ΄Εως τώρα μελετήσαμε [Ενότητα 4] μεθόδους για την

αντιστοίχιση δύο μερικώς επικαλυπτόμενων συνόλων, οι οποίες θα μπορούσαν να

χρησιμοποιηθούν και για την αντιστοίχιση περισσότερων των δύο όψεων διαδο-

χικά. Το μειονέκτημα της ακολουθιακής αντιστοίχισης είναι η συσσώρευση και

διάδοση σφαλμάτων εξαιτίας των επιμέρους αντιστοιχίσεων. Σε αυτή την ενότητα

προσπαθούμε να κάνουμε μια διαφορετική προσέγγιση του προβλήματος όπου η

67
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αντιστοίχιση θα επιτυγχάντεται ταυτόχρονα για όλες τις όψεις.

5.1 Εκ των προτέρων γνωστές αντιστοιχίες

Το πρόβλημα συνδιασμένης αντιστοίχισης δέν είναι τόσο εκτενώς μελετημένο όσο

το πρόβλημα αντιστοίχισης ζεύγους. Παρόλα αυτά έχουν προταθεί ποικίλες μέθο-

δοι για την επίλυση του. Στην [Ενότητα 5.1.1] παρουσιάζουμε μία μέθοδο για

την εύρεση των επιμέρους μετασχηματισμών των Vj με την θεώρηση οτι οι μεταξύ

τους αντιστοιχίες είναι γνωστές. Η μέθοδος αυτή ενσωματώνεται πολύ εύκολα στο

πλαίσιο ενός ICP πολλαπλών όψεων [ενοτητα 5.2.1] και θα αποτελέσει το σημείο

αναφοράς της απόδοσης της μεθόδου που αναπτύσσουμε στο [κεφάλαιο 6].

5.1.1 Απόλυτος προσανατολισμός πολλαπλών όψεων

Η μέθοδος που θα παρουσιάσουμε προτάθηκε απο τους Williams et.al[26]
και είναι

μια συμμετρική μέθοδος ταυτόχρονου υπολογισμού των μετασχηματισμών ισομε-

τρίας ενός συνόλου απο επικαλυπτόμενες όψεις, όπου σε κάθε όψη εφαρμόζεται

και ένας μετασχηματισμός. Η μέθοδος θεωρεί γνωστά τα ζεύγη επικαλυπτόμενων

όψεων καθώς και της αντιστοιχίες μεταξύ τους. Επιπρόσθετα, στην ακόλουθη

υποενότητα θα παρουσιάσουμε μια επέκταση του ICP η οποία βασίζεται στην ε-

πίλυση των Williams et.al και την οποια υλοποιήσαμε για σύγκριση απόδοσης της

μεθόδου που παρουσιάζουμε στο [κεφάλαιο 6]. Η καινοτομία της επίλυσης των

Williams et.al είναι η συμμετρικότητα, με την έννοια οτι κάθε όψη θεωρείται οτι

έχει υποστεί και έναν μετασχηματισμό. Το έμμεσο πλεονέκτημα αυτού του χαρα-

κτηριστικού είναι οτι δέν εξαναγκάζει το σύστημα αναφοράς να συμπίπτει με κάποια

απο τις όψεις.

Μια σύντομη ανασκόπηση

Για την επίλυση του προβλήματος απόλυτου προσανατολισμού πολλαπλών όψεων

έχουν προταθεί και αλλες μέθοδοι οι οποίες οστόσο εφαρμόζουν παρόμοιο τρόπο

επίλυσης με κάποια από τις αναφερθείσες μεθόδους. Αναφορικά, οι Benjemaa et.
al [24]

παρουσίασαν μια μέθοδο βασισμένη σε ορθομοναδιαία τετραδόνια, η λύση

της οποίας είναι η επαναληπτική εφαρμογή της μεθόδου της [ενοτητας 4.1.2] σε

μία συνάρτηση κόστους η οποία εξαρτάται απο τα μετασχηματίζοντα τετραδόνια

όλων των όψεων εκτός μίας η οποία θεωρείται ως σύστημα αναφοράς. Σε κάθε

βήμα η συνάρτηση ελαχιστοποιείται ώς πρός ένα εξ΄ αυτών θεωρόντας τα υπόλοιπα

σταθερά. Μια άλλη ενδιαφέρουσα προσσέγιση προτάθηκε απο τους Krishnan et.
al [25]

. Σε αυτή την προσσέγγιση οι συγγραφείς επιλέγουν αντί της αναζήτησης

ενός περιορισμένου (constrained) ακροτάτου να καταφύγουν σε βελτιστοποίηση

μιας unconstrained συνάρτησης κόστους εντός του πολύπτυχου μορφώματος των

μητρώων περιστροφής (Manifold of Rotations SO(3)). Πιο επεξηγηματικά, αντί

να αναζητούν το ακρότατο της συνάρτησης κόστους στον R3
και στη συνέχεια

να εξάγουν απο αυτό, το βέλτιστο μητρώο περιστροφής R ∈ SO(3) επιλέγουν να

εφαρμόσουν αναζήτηση ακροτάτου της συνάρτησης ’κινούμενοι‘ μόνο εντός του

SO(3). Για να το επιτύχουν αυτό εφαρμόζουν μία τροποποιημένη μέθοδο Newton
στην οποία το μητρώο ανανέωσης ∆R δέν προστίθεται πλέον στην προηγούμε-

νη εκτίμηση Rq αλλά η προηγούμενη εκτίμηση πολλαπλασιαζεται με μία εκθετική
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απεικόνιση (exponential map) του μητρώου ανανέωσης Rq+1 = Rq exp(∆R),
όπου R συμβολίζει το block μητρώο που προέρχεται απο την συνένωση των μη-

τρείων περιστροφής κάθε όψης
1
.

Η Επιλυση των J.Williams και M. Bennamoun

΄Εστω οι M επικαλυπτόμενες όψεις Vj , j = 1, ...,M και έστω οτι μεταξύ τους

υπάρχουν P ζευγάρια
2
τα οποία δηλώνουν ποιές δύο όψεις επικαλύπτονται. Τα

ζεύγη αυτά είναι οργανωμένα σε ένα P × 2 μητρώο S, κάθε γραμμή p του οποίου

περιέχει δυο δείκτες S(p, 1) και S(p, 2), οι οποίοι παίρνουν τιμές απο 1, ...,M και

δηλώνουν δύο επικαλυπτόμενες όψεις. Επίσης για κάθε όψη Vj , j = 1, ...,M
υποθέτουμε έναν μετασχηματισμό ισομετρίας Rj , tj ο οποίος εφαρμοζόμενος στα

σημεία vji αυτής, ως Rjv
j
i + tj τα μεταφέρει στην αρχική τους θέση πάνω στον

άτλαντα. Με άλλα λόγια αντιστοιχίζει την όψη αυτή με τις υπόλοιπες M − 1.
Οι M αυτοί μετασχηματισμοί ειναι οργανωμένοι σε ένα 3 × 3M block μητρώο

περιστροφών R και ένα 3M × 1 block διάνυσμα T ολισθήσεων κατασκευασμένα

ως

R =
[
R1 R2 . . . RM

]
, (5.1)

και ως

T =
[
tT1 tT2 . . . tTM

]T
, (5.2)

αντίστοιχα. Επιπλέον υποθέτουμε οτι τα αντίστοιχα σημεία μεταξύ των όψεων κάθε

ζεύγους p είναι δεδομένα σε ένα προς ένα αντιστοιχία, ως στήλες, στα 3 × Np

μητρώα Xp
και Yp

, όπου το κάθε μητρώο Xp
και Yp

περιέχει ενα υποσύνολο

Np
των σημείων της όψης VS(p,1)

και VS(p,2)
αντίστοιχα. Το πλήθος Np

των

αντιστοίχων σημείων κάθε ζεύγους μπορεί να είναι διαφορετικό απο άλλα ζεύγη.

Μαθηματική τεκμηρίωση της μεθόδου

Η συνάρτηση κόστους Φ που θεωρούν οι Williams et. al έχει την γνωστή μορφή

αθροίσματος τετραγώνων Ευκλειδίων αποστάσεων των αντιστοίχων σημείων ως

προς όλα τα ζεύγη όψεων του S. Πιο φορμαλιστικά γράφεται ως

Φ =

P∑
p=1

Np∑
i=1

bpi ‖ (RS(p,1)x
p
i + tS(p,1))− (RS(p,2)y

p
i + tS(p,2)) ‖22, (5.3)

όπου xpi ,y
p
i είναι σημεία στήλες των μητρώων Xp,Yp

αντίστοιχα και bpi είναι

βαθμωτά βάρη για κάθε απόσταση κάθε ζεύγους. Αναπτύσσοντας την νορμισμένη

ποσότητα μπορούμε να επαναμορφοποιήσουμε την Φ ως άθροισμα δύο ποσοτήτων

όπου η μία εξαρτάται απο τα R,T ενω η δεύτερη μόνο απο το μητρώο R.

Φ =

P∑
p=1

Np∑
i=1

bpi

(
tS(p,1) − tS(p,2)

)T [
2
(
RS(p,1)x

p
i −RS(p,2)y

p
i

)

+
(
tS(p,1) − tS(p,2)

)T ]
+

P∑
p=1

Np∑
i=1

bpi ‖ RS(p,1)x
p
i −RS(p,2)y

p
i ‖

2
2 . (5.4)

1
Η περιγραφή της μεθόδου δέν είναι, μαθηματικά, απόλυτα ορθή· σκοπός της παραγράφου

είναι να δώσει στον αναγνώστη μια διαισθητική επεξήγηση.

2
Ζευγάρια που εμφανίζονται περισσότερες από μία φορές δεν επηρεάζουν την επίλυση. Επισης

ζευγάρια που δέν περιέχουν ουσιαστική πληροφορία, για παράδειγμα το [j j], ότι δηλαδή μία όψη

έχει επικάλυψη με τον ευατό της, δεν επηρεάζουν την επίλυση.
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Φορμαλιστικά οι δύο αυτές ποσότητες Θα συμβολίζονται ως ΦR,T και ΦR, όπου

ΦR =

P∑
p=1

Np∑
i=1

bpi ‖ RS(p,1)x
p
i −RS(p,2)y

p
i ‖

2
2 , (5.5)

ΦR,t =

P∑
p=1

Np∑
i=1

bpi

(
tS(p,1) − tS(p,2)

)T[
2
(
RS(p,1)x

p
i −RS(p,2)y

p
i

)
+
(
tS(p,1) − tS(p,2)

)T]
. (5.6)

Στη συνέχεια, ορίζοντας ως wp το άθροισμα των βαρών bpi

wp =

Np∑
i=1

bpi , (5.7)

και ως x̄p, ȳp τους σταθμισμένους μέσους των μητρώων Xp,Yp
, αντίστοιχα ως

x̄p =

Np∑
i=1

bpix
p
i

wp
και ȳp =

Np∑
i=1

bpiy
p
i

wp
(5.8)

υπολογισμένους για κάθε ζεύγος p ∈ [1, P ], η σχέση (5.6) μπορεί να γραφεί

απλοποιημένα ως:

ΦR,T =

P∑
p=1

wp
(
tS(p,1) − tS(p,2)

)T (
tS(p,1) − tS(p,2)

)
+2

P∑
p=1

wp
(
tS(p,1) − tS(p,2)

)(
RS(p,1)x̄

p −RS(p,2)ȳ
p
)
. (5.9)

Επίλυση ώς πρός T

Σε αυτό το σημείο θα πρέπει να ορίσουμε τα μητρώα Cx
και Cy

και W. Τα μητρώα

Cx, Cy
έχουν διαστάσεις 3M × 3P και χρησιμοποιούνται για την επιλογή του

αντίστοιχου μετασχηματισμού-block απο τα R και t για κάθε όψη, κάθε ζεύγους

του S. Η δομή αυτών των μητρώων είναι η εξής. Κάθε 3 × 3P block-γραμμή
των Cx,Cy

αποτελείται απο 3 × 3 μητρώα μηδενικών 03 και ταυτοτικα μητρώα

I3. Διαισθητικά, κάθε block-γραμμή των Cx
και Cy

περιγράφει τα ζευγη στα

οποια συμμετεχει μία όψη. Κατασκευαστικά, στην j-οστή block-γραμμή του Cx

τα ταυτοτικά μητρώα I3 βρίσκονται στις θέσεις
3

των ζεύγων στις οποίες η j-
οστή όψη παίνρει μέρος ως μητρώο X ενώ στην j-οστή block-γραμμή του Cy

τα

ταυτοτικα μητρώα βρίσκονται στις θέσεις των ζεύγων στα οποία η j-οστή όψη

παίρνει μέρος ως μητρώο Y. Για παράδειγμα, για την περίπτωση του (Σχήματος

5.1) το μητρώο S θα μπορούσε να ήταν το

S =

[
1 2
2 3

]
(5.10)

3
Ως θεση εννοουμε μια τριαδα στηλων. Για παραδειγμα η θεση του ζευγους p ειναι οι στηλες

3(p− 1) + 1, 3(p− 1) + 2, 3(p− 1) + 3.
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Για το οποίο τα Cx
και Cy

θα ήταν τα

Cx =

I3 03

03 I3

03 03

 , Cy =

03 03

I3 03

03 I3

 . (5.11)

Το μητρώο W είναι ένα 3P × 3P διαγώνιο μητρώο κατασκευασμένο ως

P⊕
p=1

wpI3 , (5.12)

όπου το σύμβολο
⊕

δηλώνει το κατευθύνον άθροισμα (direct sum)4. ΄Εχωντας

ορίσει αυτές τις ποσότητες η συνάρτηση ΦR,T μπορεί να γραφεί σε μητρική μορφή

ως

ΦR,T = TT (Cx −Cy)W(Cx −Cy)T + 2T(Cx −Cy)Wz, (5.13)

όπου το διάνυσμα z κατασκευάζεται ως

z =


RS(1,1)x̄

1 −RS(1,2)ȳ
1

RS(2,1)x̄
2 −RS(2,2)ȳ

2

.

.

.

RS(P,1)x̄
P −RS(P,2)ȳ

P

 . (5.14)

Απο την ελαχιστοποίηση της Φ(R,T) (άρα και της Φ) ως προς T προκύπτει οτι

το βέλτιστο T υπολογιζεται, συναρτήσει του R, ώς

T = −
[
(Cx −Cy)W(Cx −Cy)T

]#
(Cx −Cy)Wz, (5.15)

όπου το σύμβολο # δηλώνει τον ψευδοαντίστροφο ενός μητρώου
5(matrix pseu-

doinverse) υπο τον ορισμό των Moore-Penrose.

Ανάπτυξη της ΦR,T

Απο την ελαχιστοποίηση της (5.13) προκύπτει επίσης οτι η ελάχιστη τιμή της

ΦR,T είναι η

ΦR,Tmin = −zΓz, (5.16)

όπου το Γ είναι ένα 3P × 3P μητρώο ορισμένο ως

Γ = W(Cx −Cy)T
[
(Cx −Cy)W(Cx −Cy)T

]#
(Cx −Cy)W. (5.17)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Το μητρώο Γ είναι σταθερό ως προς R και επίσης έχει block δομή
αφού κάθε 3× 3 ορμαθός είναι ένα διαγώνιο μητρώο Toeplitz.
Η ποσότητα ΦR,Tmin , σχέση (5.16), ως τετραγωνική μορφή (quadratic form)
μπορεί να γραφεί σε μορφή ίχνους

ΦR,Tmin = tr
(
RQR,TR

)
, (5.18)

όπου το 3M × 3M μητρώο QR,T προέρχεται απο την υπέρθεση

QR,T = −Qxx
R,T + Qxy

R,T + Qyx
R,T −Qyy

R,T. (5.19)

4
Ονομάζεται επίσης και άθροισμα kronecker.
5
Αν ο ίδιος μετασχηματισμός εφαρμοστεί σε όλες τις όψεις το μητρώο (Cx −Cy)W(Cx −

Cy)T δέν έχει πλήρη τάξη και για αυτό το λόγο καταφεύγουμε στη χρήση του ψευδοαντίστροφου.
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Τα μητρώα Qxx
R,T, ,Q

xy
R,T,Q

yx
R,T,Q

yy
R,T, της οποίας, κατασκευάζονται αντίστοιχα

ως

Qxx
R,T = CxGxxCxT , Qxy

R,T = CxGxyCyT ,

Qyx
R,T = CyGyxCxT , Qyy

R,T = CyGyyCyT . (5.20)

Τα Gxx,Gxy,Gyx,Gyy
, με τη σειρά τους κατασκευάζονται

6
ως

Gxx =
(
T3P Γ

)
◦ ~̄x~̄xT , Gxy =

(
T3P Γ

)
◦ ~̄x~̄yT

Gyx =
(
T3P Γ

)
◦ ~̄y~̄xT , Gyy =

(
T3P Γ

)
◦ ~̄y~̄yT , (5.21)

όπου το T3P δηλώνει ένα 3P×3P block διαγώνιο μητρώο με εναδιαίους
7
ορμαθούς

κατασεκυασμένο ως

T3P =

P⊕
p=1

1 1 1
1 1 1
1 1 1

 , (5.22)

ενώ τα ~̄x και ~̄y είναι 3P × 1 διανύσματα που προέρχονται απο τη συνένωση (co-
ncatenation) των μέσων κάθε ζεύγους όπως υπολογίστηκαν απο τη σχεση (5.8):

~̄x =


x̄1

x̄2

.

.

.

x̄P

 , ~̄y =


ȳ1

ȳ2

.

.

.

ȳP

 . (5.23)

Τέλος, να σημειώσουμε οτι το σύμβολο ◦ δηλώνει πολλαπλασιασμό Hadamard8.

Ανάπτυξη της ΦR

Η ΦR αποτελεί επίσης τετραγωνική μορφή και μπορεί να γραφεί ως ίχνος

ΦR = tr
(
RQRRT

)
. (5.24)

Το 3M × 3M μητρώο QR αποτελεί επίσης υπέρθεση επιμέρους μητρώων. Συγ-

κεκριμένα κατασκευάζεται ως

QR = CxHxxCxT −CxHxyCyT −CyHyxCxT + CyHyyCyT . (5.25)

Τα μητρώα Hxx,Hyy,Hxy,Hyx
αποτελούν block διαγώνια μητρώα συνδιασπορών

και ετεροδιασπορών. Το κάθε διαγώνιο block καθένός εξ αυτών αφορά ένα ζεύγος

όψεων και υπολογίζεται απο το εξωτερικό γινόμενο των μητρώων Xp
ή Yp

αυτού

του ζεύγους σταθμισμένο με τα αντίστοιχα βάρη bpi των αποστάσεων του ζεύγους.

6
Η παρένθεση εισάγεται λόγο της μή προσαιτεριστικότητας του πολλαπλασιασμού Hadamard.
7
Μητρώο αποτελούμενο απο μονάδες

8
Πολλαπλασιασμός στοιχείου με στοιχείο.
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Πιο φορμαλιστικά τα μητρώα αυτά κατασκευάζονται ως

Hxx =

M⊕
p=1

[
XpBXpT

]
,

Hxy =

M⊕
p=1

[
XpBYpT

]
,

Hyx =

M⊕
p=1

[
YpBXpT

]
,

Hyy =

M⊕
p=1

[
YpBYpT

]
, (5.26)

όπου B είναι ένα διαγώνιο μητρώο που περιέχει τα βάρη bpi των αποστάσεων των

αντιστοίχων σημείων κάθε ζεύγους και κατασκευάζεται
9
ως

B =

Np⊕
i=1

bpi (5.27)

Επαναλιπτική επίλυση της Φ ως προς R

΄Εχοντας ορίσει τα QR,T και QR η ελαχιστοποίηση της (5.3) μπορεί να επανατεθεί

ως

R∗ = arg min
R

tr(RQRT ), (5.28)

όπου

Q = QR + QR,T . (5.29)

Διαμερίζοντας
10

το 3M × 3M μητρώο Q ως

Q =

Qul Quj Qur

Qjl Qjj Qjr

Qdl Qdj Qdr

 , (5.30)

και στη συνέχεια το R ως

R =
[
Rl Rj Rr

]
∀j ∈ [1,M ], (5.31)

μπορούμε να μορφοποιήσουμε την προς ελαχιστοποίηση ποσότητα της σχέσης (5.28)

ως

tr
(
RlQulR

T
l

)
+ tr

(
RrQulR

T
r

)
+ 2tr

(
RrQdlR

T
l

)
+tr
(
RjQjjR

T
j

)
+ 2tr

(
Rj

[
QjlR

T
l + QjrR

T
r

] )
. (5.32)

Η ταυτόχρονη βελτιστοποίηση ολόκληρου του μητρώου R δέν είναι εύκολη, για

αυτό το λόγο θα καταφύγουμε σε επαναληπτική επίλυση (alternation) όπου σε

κάθε βήμα θα βελτιστοποιούμε ένα συγκεκριμένο 3×3 block Rj του R θεωρώντας

9
Το κατευθύνον άθροισμα με βαθμωτά ορίσματα (συγκεκριμένα τα bpi ) δημιουργεί το διαγώνιο

μητρώο αυτών.

10
Η έννοια των δεικτών των blocks του Q είναι: u: up, d: down, l: left, r: right.
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τα υπόλοιπα (Rjr,Rjl) σταθερά. Με βάση αυτή τη θεώρηση και επιπλέον οτι κάθε

Rj πρέπει να είναι ορθογώνιο, αφού περιγράφει μητρώο περιστροφής, αγνωόντας

σταθερούς όρους η ποσότητα της (5.32) απλοποιείται στην

tr
(
Rj

[
QjlR

T
l + QjrR

T
r

] )
. (5.33)

Θέτωντας ως Ej

Ej = −
[
QjlR

T
l + QjrR

T
r

]
. (5.34)

Η ελαχιστοποίηση της (5.33) αναδιατυπώνεται ως μεγιστοποίηση της

Υ = tr(RjE). (5.35)

Βασιζόμενοι στο λήμμα που παρουσιάσαμε στην [Ενότητα 3.2.1] καταλήγουμε οτι

ο Rj που μεγιστοποιεί την Υ ισούται με

Rj = VjU
T
j , (5.36)

όπου τα Vj ,Uj προέρχονται απο την διάσπαση ιδιαζουσών τιμών του Ej ως

Ej = UjΛjV
T
j . (5.37)

Η παραπάνω διαδικασία επαναλαμβάνεται διαδοχικά για κάθε Rj και σε κάθε βήμα

ανανεώνεται το αντίστοιχο block του R. Οι συγγραφείς προτείνουν η παραπάνω

διαδικασία να επαναληφθεί έως ότου οι ορμαθοί του R συγκλίνουν, δηλαδή στα-

ματήσουν να μεταβάλλονται. ΄Ως επανάληψη εννοούν επανεκτίμιση όλων των M
blocks, δηλαδή όλων των M μητρείων περιστροφής. Γενικά παρατηρήσαμε οτι

η σύγκλιση επιτυγχανόταν σε λιγότερες των 10 επαναλήψεων. Δεδομένου του

βέλτιστου R, το block διάνυσμα ολίσθισης T μπορεί να υπολογιστεί βάσει της

σχέσης (5.15).

5.2 ΄Αγνωστες αντιστοιχίες

Γενικά και στην περίπτωση πολλαπλών όψεων η εύρεση αντίστοιχων σημείων προ-

σεγγίζεται με τρόπους όμοιους με αυτούς που παρουσιάστηκαν στο [κεφάλαιο 4].

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι να παρουσιάσει μια γενίκευση του αλγορίθμου

ICP για αντιστοίχιση πολλαπλών όψεων καθώς και μία επέκταση του αλγορίθμου

ECM-PR [Ενότητα 4.2.3] για την εύρεση αντίστοιχων σημείων η οποία μπορεί

να χρησιμοποιηθεί ως στοχαστικός αντικαταστάτης του κριτηρίου κοντινότερου

γείτονα [Ενότητα 4.2.1].

5.2.1 Ο αλγόριθμος ICP πολλαπλών όψεων

΄Εχοντας παρουσιάσει την μέθοδο επίλυσης του προβλήματος απόλυτου προσανα-

τολισμού [Ενότητα 5.1.1] μπορούμε να επεκτείνουμε τον αλγόριθμο ICP για την

αντιστοίχιση πολλαπλών συνόλων. Αυτό που χρειαζόμαστε είναι μια μέθοδος για

την εύρεση επικαλυπτόμενων όψεων και αντίστοιχων σημείων μεταξύ αυτών. Ε-

φόσον σε μια πραγματική κατάσταση δεν μπόρουμε να γνωρίζουμε ποιές όψεις

επικαλύπτονται είμαστε αναγκασμένοι να υποθέσουμε οτι και κάθε ζεύγος όψε-

ων μπορεί να έχει κοινή περιοχή. Για να εφαρμόσουμε την μέθοδο των Williams
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et.al πρέπει να ορίσουμε το μητρώο S. Το ελάχιστο (χωρίς πλεονάζοντα ζεύγη)

μητρώο S κατασκευάζεται απο την συλλογη (set) C των ανά δύο συνδιασμων των

M όψεων

C =

(
M

2

)
=

M !

(M − 2)! 2!
, (5.38)

όπου κάθε συνδυασμός-στοιχείο της συλλογής C αποτελεί μία γραμμή του μη-

τρώου S. Ακολούθώς χρειαζόμαστε μια μέθοδο εύρεσης αντίστοιχων σημείων

για τα ζεύγη όψεων του S. Για την εύρεση των αντιστοίχων σημείων μπορεί να

χρησιμοποιηθεί είτε το κριτήριο κοντινότερου γείτονα (standard ICP) [Ενότητα

4.2.1] είτε η μέθοδος ECM-PR [Ενότητα 4.2.3] με την παρακάτω τροποποίηση:

Τροποποίηση του αλγορίθμου ECM-PR για την εύρεση αντίστοιχων σημείων:

Ο αλγόριθμος ECM-PR με την μορφή που παρουσιάστηκε στην [Ενότητα 4.2.3]

επιλύει το πρόβλημα αντιστοίχισης ζεύγους υπολογίζοντας τον μετασχηματισμό

Rp
pairwise, t

p
pairwise ενός ζεύγους όψεων VS(p,1),VS(p,2)

βασιζόμενος σε εικονικές

αντιστοιχίες, συγκεκριμένα τα W, l μεταξύ των δύο όψεων. Η τεχνική αυτή, στα

πλαίσια της στατιστικής κατηγοριοποίησης (classification), ονομάζεται soft assi-
gnment με την έννοια οτι κάθε πλειάδα (instance) του συνόλου δοκιμών (test
set) έχει βαθμό συμμετοχής σε όλες της κλάσσεις του συνόλου εκπαίδευσης (trai-
ning set). Ο τυπικός τρόπος κατηγοριοποίησης ονομάζεται hard assignment και

βασίζεται στην ανάθεση κάθε πλειάδας σε μία μόνο κλάσση. Για την κατασκευη

των συνολων Xp,Yp
για κάθε ζεύγος p του S αρχικά εφαρμόζουμε τον αλγόριθ-

μο ECM-PR για την αντιστοίχιση των όψεων VS(p,1),VS(p,2)
εως ότου επιτευ-

χθεί σύγκλιση του μετασχηματισμού Rp
pairwise, t

p
pairwise και στην συνέχεια και

είτε εφαρμόζουμε τον μετασχηματισμό στο μητρώο της αντίστοιχης όψης και στη

συνέχεια χρησιμοποιούμε το κριτίριο κοντινότερου γείτονα για την εύρεση των

Xp,Yp
. Είτε επικαλούμαστε το κριτίριο μέγιστης εκ των υστέρων πιθανότητας

(Maximum A Posteriori (MAP)) εφαρμοζόμενο στην τελευταία εκτίμηση των aji
της Σχέσης (4.69), για την κατηγοριοποίηση (hard assigning) των στοιχείων της

μίας όψης στα σημεία-clusters της άλλης. Μια άλλη προσέγγιση είναι η απευθείας

χρήση των W, σχέση (4.73), ως αντιστοίχων σημείων και των l, σχεση (4.74),

ως βαρών bpi στην σχέση (5.3). Η προσέγγιση αυτή αποφεύγχθηκε εξαιτίας του

ότι ταW και l ήταν επιρρεπή στις διαφορές πληθυκοτήτων των VS(p,1)
και VS(p,2)

.
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Ο τροποποιημένος αλγόριθμος ICP συνοπτικά

΄Εχωντας πλέον μία μέθοδο επίλυσης και για τα δύο κύρια μέρη του αλγορίθμου I-
CP μπορούμε να παρουσιάσουμε τον γενικευμένο ICP πολλαπλών όψεων σε μορφή

ψευδοκώδικα ως σύνοψη της συλλογιστικής μας.

Algorithm Generalized-Multiview-Iterative-Closest-Point (GMV-ICP)

Require: view matrices Vj ∀ j ∈ [1,M ], maxNumIter, Initial transforma-
tion paramters for each view in the block modules R =

[
R1, ...,RM

]
and

T =
[
tT1 , ..., t

T
M

]T
, refinement iterations, optional: matrix of pairs of

overlapping views S.

1: if S is NOT provided then
2: Construct S by computing all possible combinations of M by 2, equa-

tion (5.38)
3: end if

4: Initialize iteration counter:

q ← 1 .

5: repeat
6: for each pair of overlapping views [S(p, 1),S(p, 2)], p = [1,M ] do

7: Find Correspondences between VS(p,1) and VS(p,2) using modified
ECM-PR, nearest neighbor search or other apropriate method:

8: Store the corresponding points between VS(p,1) and VS(p,2) as columns
in the matrices Xp and Yp, respectively.

9: end for

10: Compute Q using equation (5.29):

11: for i = 0; i < refinement iterations; i← i+ 1 do
12: Update all M blocks of R seqeuntially using the method proposed in

[section 5.1.1] or other apropriate method.
13: end for
14: Solve for the optimal translation vector T based on equation (5.15)

15: increase iteration counter :

q ← q + 1 .

16: until R is stabilized || q > maxNumIter .

17: return R,T .



Κεφάλαιο 6

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ

ΤΕΧΝΙΚΗ

Μέχρι αυτό το σημείο η παρούσα διπλωματική αφιερώθηκε στο να εισάγει τον

αναγνώστη στο πρόβλημα της αντιστοίχισης μέσα απο την παρουσίαση διάφο-

ρων μεθόδων επίλυσης αυτού. Η ανάπτυξη των περισσότερων μεθόδων επικεν-

τρώθηκε στην βελτιώση καποιας προυπάρχουσας. Στην προσπάθεια γενίκευσης

της εκάστοτε προυπάρχουσας· η νέα μέθοδος εισήγαγε μειονεκτήματα τα οποία

γίνωνταν εμφανή στην πορεία. Την τελευταία εικοσαετία έχει γίνει εκτενής έρευ-

να πάνω στο πρόβλημα αντιστοίχισης η οποία είχε ως αποτέλεσμα την εξάληψη

του μεγαλύτερου πλήθους των μειονεκτημάτων. Η τεχνική που θα παρουσιάσου-

με στην παρούσα ενότητα έχει ώς σκοπό να εξαλήψει ενα απο τα εναπομένοντα

μειονεκτήματα των μεθόδων πολλαπλής αντιστοίχισης. Συγκεκριμένα την απαίτη-

ση εκ των προτέρων γνώσης των ζευγών επικαλυπτώμενων νεφών. Η καινοτομία

του αλγορίθμου βρίσκεται στην θεώρηση ενος άγνωστου (στοχαστικού) άτλαντα

όπου κάθε οπτική αντιστοιχίζεται διαδοχικά με την τρέχουσα εκτίμιση αυτού και

στη συνέχεια ο άτλαντας επανυπολογίζεται βάσει των εκτιμηθέντων μετασχηματι-

σμών.

6.1 Διατύπωση του προβλήματος

΄Οπως και προηγουμένως
1
και εδώ υποθέτουμε την ύπαρξη M επικαλυπτόμενων

όψεων Vj , j = 1, ...,M οργανωμένων ως μητρώα Vj , j = 1, ...,M μεγέθους

3 × Nj · για κάθε ένα απο τα οποία αναζητούμε έναν Ευκλείδιο μετασχηματισμό

Rj , tj ο οποίος αντιστοιχίζει την εκάστοτε όψη με όλες τις υπόλοιπες. Τα μετα-

σχηματισμένα σημεία κάθε όψης Vj , συγκεκριμένα τα RjVj + tj1
T
j
[2]

θεωρούνται

ως παρατηρήσεις δημιουργούμενες απο ένα άγνωστο μίγμα Gaussian κατανομών
3

P οι οποίες έχουν υποστεί έναν Ευκλείδιο μετασχηματισμό Rj , tj , διαφορετικό
για τα σημεία καθε όψης. Εάν γνωρίζαμε το P τότε θα μπορούσαμε να χρησιμοποι-

ήσουμε την τεχνική της [4.2.3] για να αντιστοιχίσουμε κάθε όψη με τα κέντρα των

συνιστωσών του P. Η αρχή της παρούσας μεθόδου είναι η επαναληπτική εκτίμηση

1
Για μια πιο επεξηγηματική μοντελοποίηση του προβλήματος ο αναγνώστης μπορεί να ανα-

τρέξει στο [κεφάλαιο 5]

21j συμβολίζει ένα Nj × 1 εναδιαίο διάνυσμα στήλη

3Gaussian Mixture Models [Ενότητα 3.4.1]

77
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Σχήμα 6.1: Γραφικό μοντέλο του μείγματος P με χρήση plate notation. Οι

σκιασμένοι κύκλοι συμβολίζουν παρατηρήσεις ενώ οι διαφανείς συμβολίζουν λαν-

θάνουσες μεταβλητές. Τα βέλη υποδηλώνουν εξαρτήση απο παραμέτρους.

των κεντροειδών του P μέσω ταυτόχρονης επανεκτίμισης των παραμέτρων Rj , tj
του μετασχηματισμού κάθε όψης.

6.2 Μαθηματική Θεμελίωση του Αλγορίθμου

Ενα τυπικό GMM χαρακτηρίζεται πλήρως απο τη μέση τιμή και το μητρώο συν-

διασπορών κάθε μίας εκ των συνιστωσών του. Εδώ υποθέτουμε οτι το GMM
αποτελείται απο K συνιστώσες χαρακτηριζόμενες απο μία μέση τιμή xk και ένα

μητρώο συνδιασπορών Σk, k=1,...,K . Με βάση την επιπλέον θεώρηση οτι οι παρα-

τηρήσεις vij εμφωλεύουν τις ντετερμινιστικές παραμέτρους Rj , tj της όψης από την

οποία προέρχονται, μπορούμε να ενσωματώσουμε τα Rj , tj στο σύνολο αγνώστων

παραμέτρων του στοχαστικού μοντέλου P επαυξάνωντας το ως

θ = {. . . ,xk, . . . ,Σk, . . . ,Rj , . . . , tj , . . .}. (6.1)

Η τεχνική με την οποία θα επιτευχθεί η εκτίμηση των βέλτιστων παραμέτρων

θ∗ αποτελεί μια επέκταση του αλγορίθμου ECM-PR [Ενότητα 4.2.3], πυρήνας

του οποίου είναι η τεχνική μεγιστοποίησης δεσμευμένης πιθανοφάνειας (ECM)
που παρουσιάστηκε στην [Ενότητα 3.4.2]. Για την κατασκευή της αντικειμενικής

συνάρτησης ορίζουμε αρχικά την πιθανοφάνεια παρατηρήσεων L(θ|A) ως:

L(θ|A) = P(A; θ) (6.2)
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όπου A είναι η ένωση
4
των συνόλων παρατηρήσεων όλων των όψεων:

A =

M⋃
j=1

V̊j . (6.3)

Στην παραπάνω σχέση το V̊j συμβολίζει το jοστό σύνολο μετασχηματισμένων

παρατηρήσεων ορισμένο ως:

V̊j = RjVj + tj . (6.4)

Είναι γνωστό
[22] [21] [28]

οτι η απευθείας μεγιστοποίηση της (6.2) ως προς θ είναι

αδύνατη λόγο της ύπαρξης αγνώστων δεδομένων, συγκεκριμένα των αναθέσεων

κάθε σημείου v̊ij ∈ A σε μία από τις συνιστώσες του μείγματος P. Στο εξής

οι αναθέσεις αυτές θα συμβολίζονται ως Z = {Zij}, 1 < j < M, 1 < i < Nj
και θα θεωρούνται λανθάνουσες μεταβλητές. Κάθε μεταβλητή Zij αναθέτει μία

παρατήρηση v̊ij στο κεντροϊδές xk της k − οστής συνιστώσας, k = 1, ...,K ή

στην ομάδα των μολυσμένων δεδομένων, δεικτοδοτούμενη ως η κλάση K + 1. Οι

Dempster et. al[21]
πρότειναν την αντικατάσταση

5
της L(θ|A) με την αναμενόμενη

λογαριθμηκή πιθανοφάνεια πλήρων δεδομένων διεπόμενων απο τις παρατηρήσεις,

η οποία ορίζεται ως ακολούθως

E(θ|A,Z) = EZ [logP(A,Z; θ)|A] . (6.5)

Ο αλγόριθμος EM[21]
είναι μια τεχνική επαναληπτικής φύσεως που χρησιμοποιείται

για την εκτίμηση παραμέτρων στατιστικών μοντέλων υπο την ύπαρξη αγνώστων

δεδομένων και την οποία θα χρησιμοποιήσουμε για την εκτίμιση του θ. Ο υπο-

λογισμός του μεγίστου της (6.5) ως πρός όλες τις παραμέτρους του συνόλου θ
θα οδηγήσει σε ένα δυσεπίλυτο μη γραμμικό πρόβλημα. Για το λόγο αυτό η μεγι-

στοποίηση θα γίνει με τη βοήθεια εναλλαγών (alternation)6. Η ιδέα των εναλλα-

γών είναι σε κάθε επανάληψη η μεγιστοποίηση να γίνεται ως πρός ενα υποσύνολο

των παραμέτρων, στην περίπτωση μας των μετασχηματιστικών Rj , tj ∀j και στη

συνέχεια δεδομένης αυτής της εκτίμησης να γίνεται μεγιστοποίηση ως προς τις

εναπομένουσες παραμέτρους xk,Σk. ΄Οπως θα δούμε στη συνέχεια θα χρειαστεί

ένα επιπλέον βήμα για την ανανέωση των Σk εξαιτίας της εξάρτησης τους απο τα

xk. Πρίν περιγράψουμε την επανάληψη του αλγορίθμου πρέπει να κατασκευάσουμε

φορμαλιστικά την E(Y,Z; θ) E(Y,Z; θ) για το μείγμα P.

Αναλύοντας το όρισμα της (6.5) και υποθέτωντας οτι τα vij είναι ανεξάρτητα και

4
Στην αξιωματική θεωρία συνόλων, (axiomatic set theory), η πράξη της ένωσης απορρίπτει

διπλότυπα, duplicate elements, στην περίπτωσή μας ταυτοτικά σημεία διατηρούνται καθώς υπάρ-

χει περίπτωση να ανήκουν σε διαφορετικές όψεις ή να έχουν ταυτοποιηθεί λόγο της στοχαστικής

διαδικασίας που τα δημιούργησε.

5
Για μία δικαιολόγιση αυτής της επιλογής ο αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στην [Ενότητα

3.4.2].

6
Στον αλγόριθμο EM αυτό μεταφράζεται σε πολλαπλά M-steps για διαφορετικά υποσύνολα

του θ.
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όμοια κατανεμημένα (iid) έχουμε οτι:

P(A,Z; θ) =

M∏
j=1

Nj∏
i=1

P (̊vij , Z
i
j = k; θ) =

M∏
j=1

Nj∏
i=1

P(Zij = k)P (̊vij |Zij = k; θ) =

M∏
j=1

Nj∏
i=1

K∏
k=1

(
P(Zij = k)P (̊vij |Zij = k; θ)

)δ
Zi
j
,k

, (6.6)

όπου το δk
Zij

συμβολίζει την διακριτή ακολουθία kronecker ορισμένη ως:

δZij ,k =

{
1, Zij = k

0, αλλιώς ,
(6.7)

και όπου P(Zij = k) οι εκ των προτέρων πιθανότητες
7
των συνιστωσών του P:

P(Zij = k) =

{
u
U , if 1 ≤ k ≤ n
U−Ku

U , if k = K + 1 [κλάση μολυσμένων δεδομένων]

(6.8)

οπου u = 4πr−3
είναι ο όγκος μίας μικρής σφαίρας με ακτίνα r και κέντρο ένα

από τα xk και όπου U είναι η ακτίνα μιας περικλείουσας σφαίρας κατασκευασμένης

ώστε Ku << U.

Εφαρμόζοντας στην συνέχεια τον τελεστή αναμενόμενης τιμής EZ [·] στην (6.6) η

ποσότητα E(θ|A,Z) επαναγράφεται ως:

EZ

[
M∑
j=1

Nj∑
i=1

K∑
k=1

δZij ,k

(
logP(Zij = k) + logP (̊vij |Zij = k; θ)

I

)
|A
]
. (6.9)

Δεδομένης της γραμμικότητας του τελεστή EZ [·] και της ανεξαρτησίας του όρου

EZ [·] απο την Z η σχέση (6.9) απλοποιείται στην

M∑
j=1

Nj∑
i=1

K∑
k=1

EZ
[
δZij ,k|A

] (
logP(Zij = k) + logP (̊vij |Zij = k; θ)

)
. (6.10)

Πρίν συνεχίσουμε με την ανάπτυξη του EZ [δZij ,k|A] απαιτείται να ορίσουμε τις δε-

σμευμένες πιθανότητες-(likelihoods) για κάθε παρατήρηση v̊ij ∈ A δεδομένης της

ανάθεσης της στο cluster xk. Η πιθανότητα αυτή θεωρούμε οτι περιγράφεται από

κανονική κατανομή με μέση τιμή xk και μητρώο συνδιασπορών Σk. Φορμαλιστικά

P (̊vij |Zij = k) = N (̊vij |xk,Σk), ∀ 1 ≤ k ≤ K. (6.11)

Πλέον είμαστε σε θέση να αναπτύξουμε το EZ [δZij ,k|A]. Με βάση τον κανόνα του

Bayes8 και τις δεσμευμένες πιθανότητες όπως ορίστικαν παραπάνω, η ποσότητα

7
Η πιθανότητες P(Zi

j = k) μοντελοποιούνται όπως και στην Σχέση (4.62).

8
Λέγεται επίσης και κανόνας αντιστροφής (Bayes Inversion Rule).
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EZ [δZij ,k|A] γράφεται ως

EZ
[
δZij ,k|A

]
.
=

K+1∑
p=1

δk,pP(Zij = p|̊vij) =

P(Zij = k|̊vij) =

P (̊vij |Zij = k)P(Zij = k)

K+1∑
p=1

P(Zij = p)P (̊vij |Zij = p)

=

u
U

1√
(2π)3|Σk|

exp
(
− 1

2 ‖ v̊ij − xk ‖2Σk
)

u
U

K∑
p=1

[
1√

(2π3|Σp|
exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xp ‖2Σp
)]

+ U−nu
U P (̊vij |Zij = K + 1)

=

��
��
�*u

U
√

(2π)3

[
|Σk|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xk ‖2Σk
)]

��
�
��*u

U
√

(2π)3

[
K∑
p=1
|Σp|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xp ‖2Σp
)

+��
�*≈ 1

U−nu
U

1
U

U
√

(2π)3

u

] =

|Σk|−
1
2 exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xk ‖2Σk
)

K∑
p=1

[
|Σp|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xp ‖2Σp
)]

+ 3(2π)
3
2

4πr3

=

|Σk|−
1
2 exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xk ‖2Σk
)

K∑
p=1

[
|Σp|−

1
2 exp

(
− 1

2 ‖ v̊ij − xp ‖2Σp
)]

+ 1.5
√

2πr−3

= ajik . (6.12)

Αντικαθιστώντας τα ajik, τις δεσμευμένες πιθανότητες P (̊vij |Zij = k) και απαλε-

ίφοντας σταθερούς όρους, δηλαδή όρους που δεν εξαρτώνται απο το σύνολο θ η

σχέση (6.10) απλοποιείται στην

Φ(θ) = −1

2

M∑
j=1

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik

(
‖ v̊ij − xk ‖2Σp + log |Σk|

)
. (6.13)

Αποδεικνύεται
[21][22]

οτι η μεγιστοποίηση της Φ(θ) συνεπάγεται αύξηση της L(θ|A).

6.2.1 Εκτίμιση του θ∗ στην περίπτωση ισοτροπικών δια-
σπορών

Εαν υποθέσουμε οτι οι συνιστώσες του P χαρακτηρίζονται απο ισοτροπικά μητρώα

συνδιασπορών της μορφής Σk = σ2
kI η σχέση (6.13) απλοποιείται

9
παιρεταίρω

Φ(θ) =

M∑
j=1

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
2σ2

k

‖ v̊ij − xk ‖22 +3

M∑
j=1

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik log(σk) (6.14)

9
Το ανεστραμμένο πρόσημο επαναθέτει την μεγιστοποίηση της (6.13) ως ελαχιστοποίηση

της (6.14).
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Στο σημείο ολικού ελαχίστου το διάνυσμα κλήσεων (gradient vector) πρέπει να

ισούται με το μηδενικό η πιο τυπικά ∇Φ(θ∗) = ~0. Υπολογίζοντας, αρχικά, τις

μερικές παραγώγους της Φ ως πρός κάθε κεντροιδή xk έχουμε:

∂Φ(θ∗)

∂xk
= ~0⇒

1

2

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik
σ2
k

[
− 2̊vij + 2xk

]
= ~0⇒

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

��σ
2
k

v̊ij =

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

��σ
2
k

xk ⇒

x∗k =

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajikv̊
i
j

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

∀1 ≤ k ≤ K. (6.15)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Ο υπολογισμός των βέλτιστων xk δεν εξαρτάται απο τα σk και εξ
αυτού η ανανέωση τους προηγείται της επανεκτίμησης των σk.
Εν συνεχεία υπολογίζουμε τις μερικές παραγώγους της Φ ώς προς (κάθε) σk

∂Φ(θ∗)

∂σk
= ~0⇒

�
�
��

finite

1

σk

(
−1

σ2
k

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik ‖ v̊ij − xk ‖22 +3

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

)
= ~0⇒

σ2
k =

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik ‖ v̊ij − xk ‖22

3
M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

∀1 ≤ k ≤ K. (6.16)

ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Ο όρος
1
σk
απαλείφεται αφού δεν μας ενδιαφέρει η τετριμμένη λύση

άπειρης διασποράς.

Σε αυτό το σημείο αυτό που απομένει είναι η ανανέωση των παραμέτρων Rj , tj
των μετασχηματισμών κάθε όψης. Για την επίτευξη αυτής θα μετατρέψουμε την

αντικειμενική συνάρτηση Φ ώστε να ενσωματωθεί στο πλαίσιο της της επίλυσης

του S.Umeyama η οποία αναπτύχθηκε στην [υποενότητα 4.1.4].

R∗j , t
∗
j = arg min

Rj ,tj
Φ(θ) =

arg min
Rj,tj

1

2

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

‖ v̊ij − xk ‖22 =

arg min
Rj,tj

1

2

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

‖ Rjv
i
j + tj − xk ‖22 (6.17)
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Αρχικά υπολογίζουμε το βέλτιστο tj ως εξής

∂Φ(θ)

∂tj
= 0⇒

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

(
Rjv

i
j + tj − xk

)
= 0⇒

tj =

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

(
xk −Rjv

i
j

)
Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

(6.18)

Αντικαθιστώντας το βέλτιστο tj στην Σχέση (6.17) αυτή μετατρέπεται ως εξής

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

‖ Rjv
i
j + tj − xk ‖22 =

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

‖ Rj

(
vij −

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

vij

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

)
−
(

xk −

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

xk

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

)
‖22 (6.19)

Θέτωντας ως v̄ij και xk τις ακόλουθες ποσότητες

v̄ij = vij −

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

vij

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

,

x̄k = xk −

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

xk

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

, (6.20)

η Σχέση (6.19) συμπτίσεται στην

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

‖ Rjv̄
i
j − x̄k ‖22 , (6.21)

η ελαχιστοποίηση της οποίας, ως προς Rj , συνεπάγεται

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

tr
(
(v̄i

T

j RT
j − x̄Tk )(Rjv̄

i
j − x̄k)

)
=

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

tr
(
RT
j Rjv̄

i
jv̄
iT

j − 2Rjv̄
i
jx̄
T
k + x̄kx̄

T
k

)
=

tr
(
RT
j Rj

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

v̄ijv̄
iT

j − 2Rj

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

v̄ijx̄
T
k +

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

x̄kx̄
T
k

)
. (6.22)
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Θέτωντας ως Q,P και C τις ακόλουθες ποσότητες

Q =

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

v̄ijv̄
iT

j (6.23)

P =

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

v̄ijx̄
T
k (6.24)

C =

Nj∑
i=1

K∑
k=1

ajik
σ2
k

x̄kx̄
T
k , (6.25)

η Σχέση (6.22) επαναγράφεται ως

tr
(
RT
j RjQ− 2RjP + C

)
=

tr
(
RjQ

1/2Q1/2RT
j − 2RjQ

1/2Q−1/2P + C + PTQ−1P−PTQ−1P
)

=

‖ RjQ
1/2 −PTQ−1/2 ‖2F + tr

(
C−PTQ−1P

)
. (6.26)

Η ελαχιστοποίηση της παραπάνω ποσότητας είναι ισοδύναμη με την ελαχιστοποίηση

της

‖ PTQ−1/2 −RjQ
1/2 ‖2F , (6.27)

η οποία έχει την ίδια μορφή με την Σχέση (4.29) και επιλύεται βάση της μεθόδου

της [Ενότητας 4.1.4].

6.2.2 Μία πιθανή υλοποίηση

Εξαιτίας της φύσης του EM, ο αλγόριθμος πρέπει να υλοποιηθεί επαναληπτικά.

Στην παρούσα υποενότητα παραθέτουμε μία απο τις δυνατές υλοποιήσεις. Να

σημειώσουμε ότι η σειρά της ανανέωσης των παραμέτρων δέν είναι μοναδική αλλά

θα ήταν φρόνιμο τα κεντροιδεί xk να ανανεώνονται πρίν απο τις διασπορές σk διότι

οι μέν δεν εξαρτώνται απο τις δε ένω το αντίστροφο δέν ισχύει.
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Algorithm MULTIVIEW-SYMMETRIC-REGISTRATION

Require: M view matrices Vj j=1,...,M , maxNumIter, r, K
Initial parameter set θ0 = {. . . ,xk, . . . ,Σ0

k, . . . ,R
0
j , . . . , t

0
j , . . .}.

1: Initialize iteration counter : q ← 1 .

2: repeat

3: compute posteriors :

ajik =

(σq−1
k )−3 exp

(
− 1

2‖R
q−1
j vij+tq−1

j −xk‖2
σ
q−1
k

)
K∑
p=1

[
(σq−1
p )−3 exp

(
− 1

2‖R
q−1
j vij+tq−1

j −xp‖2
σ
q−1
p

)]
+1.5

√
2πr−3

. 6.12↑

4: For j = 1 to M do
5: Estimate optimal translation:

tj =

Nj∑
i=1

K∑
k=1

a
j
ik
σ2
k

(
xk−Rjv

i
j

)
Nj∑
i=1

K∑
k=1

a
j
ik
σ2
k

. 6.18↑

6: Estimate optimal Rotation by maximizing the following quantity:

‖ PTQ−1/2 −RjQ
1/2 ‖2F . 6.27↑

7: end for

8: Update component centers xk:

xqk =

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajikR
q
jv
i
j+tqj

M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

6.15↑

9: Update covariances :

σqk =

( M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik‖R
q
jv
i
j+tqj−x

q
k‖

2
2

3
M∑
j=1

Nj∑
i=1

ajik

) 1
2

. 6.16↑

10: increase iteration counter :

q ← q + 1 .

11: until convergence || q > maxNumIter .

12: return Rj , tj ∀ j = 1, . . . ,M
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Κεφάλαιο 7

ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ

Οι υλοποιήσεις των πειραμάτων έγιναν σε περιβάλλον MATLAB και συγκεκρι-

μένα στην έκδοση R2012a. Εξαιτίας αλλαγών σε στοιχεία του parser ενδέχε-

ται κάποιοι τελεστές να μην είναι ορισμένοι σε παλαιότερες εκδόσεις. Το κε-

φάλαιο των πειραμάτων χωρίζεται σε δύο υπόενότητες. Στην πρώτη συγκρίνουμε

μεθόδους αντιστοίχισης ζεύγους νεφών πάνω σε πραγματικά και τέχνητα δεδο-

μένα. Συγκεκριμένα θα συγκρίνουμε τους αλγορίθμους ICP [Ενότητα 4.2.1], και

ECM-PR [Ενότητα 4.2.3]. Στη δεύτερη ενότητα εστιάζουμε την προσοχή μας σε

μεθόδους αντιστοίχισης πολλαπλών νεφών. Συγκεκριμένα θα συγκρίνουμε τον

αλγοριθμό μας [κεφάλαιο 6], με μία συμμετρική έκδοση ενός πολλαπλού ICP [Ε-

νότητα 5.2.1], βασισμένη στην επίλυση των Williams et.al [Ενότητα 5.1.1]. Τα

πραγματικά δεδομένα προέρχονται απο μια TOF-camera [Ενότητα 2.2], συγκε-

κριμένα μία SwissRanger MESA 4000 τα οποία, προ της αντιστοίχισης, έχουν

υποστεί κατωφλίωση βάθους για την αποκοπή του υποβάθρου (background). Τα

τεχνητά δεδομένα προέρχονται απο την ηλεκτρονική βιβλιοθήκη του Stanford,
http://graphics.stanford.edu/data/3Dscanrep/.

7.1 Πειράματα αντιστοίχισης ζεύγους

Να σημειώσουμε εδώ οτι σε όλα τα πειράματα οι αντιστοιχίες θεώρουνται άγνω-

στες. Αυτό επιβάλλεται έμμεσα απο τα πραγματικά δεδομένα, αφού τα νέφη δέν

είναι ισοπλήθη (εξαιτίας της κατωφλίωσης), ενώ στα τεχνητά δεδομένα αυτό επι-

τυγχάνεται με υποδειγματοληψία (ώστε να προκύψουν ανισοπλήθη σύνολα). Ε-

πίσης όλοι οι αλγόριθμοι αρχικοποιούνται με R0 = I3 και t0 = [0 0 0]T .

87
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7.1.1 Με χρήση πραγματικών δεδομένων

Σχήμα 7.1: Αρχική θέση των δύο προς αντιστοίχιση νεφών

Σχήμα 7.2: Οπτικό αποτέλεσμα της αντιστοίχισης που επιτεύχθηκε μετά απο 28

επαναλήψεις με τον αλγόριθμο ICP. Οι αντιστοιχίες αναζητώνται απο το μικρότερης

πληθηκότητας σύνολο στο μεγαλύτερης χωρίς επαναχρησιμοποίηση των σημείων.
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Σχήμα 7.3: Οπτικό αποτέλεσμα της αντιστοίχισης που επιτεύχθηκε μετά απο 28

επαναλήψεις
2
με τον αλγόριθμο ECM-PR. Το μόνο στοιχείο που υποδηλώνει την

ύπαρξη του Y είναι τα 8 εναπομένοντα • σημεία στο κάτω μέρος του αυχένα.

Σχήμα 7.4: Κανονικοποιημένες τιμές του

n∑
i=1

‖ yi−Rxi−t ‖22 μεταξύ αντιστοίχων

στοιχείων, σε λογαριθμική κλίμακα για 28 επαναλήψεις.

2
΄Οπως φαίνεται και στο Σχήμα (34) 28 επαναλήψεις ήταν αρκετές για να σταθεροποιηθούν

και οι δύο αλγόριθμοι.
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Σχήμα 7.5: Αρχική θέση των δύο προς αντιστοίχιση νεφών τα οποία αναπαριστούν

μια πλάγια όψη ενός χαρτοκυτίου.

Σχήμα 7.6: Οπτικό αποτέλεσμα της αντιστοίχισης που επιτεύχθηκε μετά απο 28

επαναλήψεις με τον αλγόριθμο ICP.
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Σχήμα 7.7: Οπτικό αποτέλεσμα της αντιστοίχισης που επιτεύχθηκε μετά απο 28

επαναλήψεις με τον αλγόριθμο ECM-PR.

Σχήμα 7.8: Κανονικοποιημένες τιμές της προς ελαχιστοποίηση μετρικής για κάθε

επανάληψη, σε λογαριθμική κλίμακα.

Παρατηρούμε οτι και στα δύο πειράματα ο αλγόριθμος ECM-PR επιτυγχάνει αρ-

κετά καλύτερα οπτικά αποτελέσματα απο τον ICP. Συγκρίνοντας τις τιμές της

μετρικής σφάλματος για τους δύο αλγορίθμους παρατηρούμε οτι στο πρώτο πε-

ίραμα (κεφαλή) ο ICP εκλωβίζεται σε τοπικό ελάχιστο ενώ ο ECM-PR αν και
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ξεκινάει απο πιό λανθασμένη εκτίμηση (στις πρώτες επαναλήψεις) καταφέρενει να

βελτίωσει το αποτέλεσμά του πρίν κλειδώσει
3
. Στο δεύτερο πείραμα παρατηρο-

ύμε οτι ενώ και οι δύο αλγόριθμοι έχουν υπολογίσει σχεδόν την ιδία τιμη για

την συνάρτηση κόστους Το οπτικό αποτέλεσμα του ICP απέχει πάρα πολύ από

το βέλτιστο
4
ενώ αντίθετα ο ECM-PR βρίσκεται πολύ κοντά σε αυτό. Ο λόγος

για τον οποίο παρατηρείται αυτή η ”ταλάντωση” στη συγκλιση του ECM-PR, στις

αρχικές επαναλήψεις, οφείλεται στις αυθαίρετες τιμές που αναθέσαμε, αρχικά, στα

μητρώα συνδιασπορών
5
. Οι συνδιασπορές αυτές επηρεάζουν την πρώτη εκτίμηση

των R, t με αποτέλεσμα αυτή να είναι παραπλανητική
6
.ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Η οπτική γωνία

των screenshots του πρώτου πειράματος (αντιστοίχισης κεφαλής) έχει Αζιμούθιο

(azimuth) −7 και ανύψωση (elevation) 70 ενώ η οπτική γωνία των screenshots
του δεύτερου πειράματος (κυτίο) έχει αζιμούθιο 9 και ανύψωση 17. Οι οπτικές αυ-

τές γωνίες δέν έχουν κάποια πρακτική σημασία, απλώς επιλέχθηκαν, για καλύτερη

οπτικοποίηση των αποτελεσμάτων στις 2 διαστάσεις.

7.1.2 Με χρήση τεχνητών δεδομένων

΄Οντας περισσότερο διαισθητικά κατανοητά τα πειράματα αντιστοίχισης πραγματι-

κών δεδομένων παρατέθηκαν πρό των πειραμάτων τεχνητών δεδομένων. Για την

αυστηρή σύγκριση δύο αλγορίθμων απαιτείται μια πιο λεπτομερής μελέτη η οποία

θα περιέχει ποσοτικοποίηση του σφάλματος απόκλισης. Για την ποσοτικοποίηση

αυτών των αποκλίσεων απαιτείται η γνώση του πραγματικού λανθάνοντος μετασχη-

ματισμού των δύο νεφών. Για να έχουμε την γνώση αυτού του μετασχηματισμού

τα νέφη των πειραμάτων που διεξάγαγαμε προέρχονταν απο ένα νέφος μοντέλο
7

το οποίο μετασχηματίζαμε, εισάγαμε θόρυβο και τέλος δειγματοληπτούσαμε ώστε

να προκύψει το προς αντιστοίχιση ζεύγος. Παρατηρώντας τα πραγματικά δεδομένα

έγινε αντιληπτό ότι ο θόρυβος μπορεί να μοντελοποιηθεί σε δύο κυρίαρχες μορφές,

αυτής των μολυσμένων σημείων (outliers) και αυτής της διασποράς των πραγμα-

τικών μετρήσεων (dispersity). Η εισαγωγή διασποράς στα δείγματα επιτεύχθηκε

μέσω της συνάρτησης awgn της MATLAB η οποία εισάγει ισοτροπικό προσθετι-

κό (λευκό) θόρυβο, Gaussian κατανομής και δεδομένου SNR, στα δείγματα ενός

συνόλου. Από την άλλη η εισαγωγή outliers επιτεύχθηκε μέσω της συνάρτησης

outlier constructor8 η ιδέα της οποίας είναι η επιλογή ενός πλήθους κ τυχαίων ση-

μείων απο το κυρτό περίβλημα (convex hull) του νέφους-μοντέλου κάθε ένα εκ των

οποίων χρησιμοποιείται ώς κέντρο μίας Gaussian κατανομής η οποία δημιουργεί

ένα υποσύνολο των outliers που θα εισαγχθούν τελικά στο νέφος. Στα πειράματα

που θα ακολουθήσουν το πλήθος κ επιλέγεται ίσο με 10 και το συνολικό πλήθος

των προς εισαγωγή outliers ισομοιράζεται στις κ συνιστώσες. Η διασπορά καθε

μίας εκ των κ κατανομών επιλέγεται ίση με το 1/κ της φασματικής ακτίνας του

μητρώου συνδιασπορών sample covariance matrix του νέφους-μοντέλου
9
.

3
Παρατηρούμε οτι περεταίρω επαναλήψεις είναι άσκοπες αφού και οι δύο αλγόριθμοι έχουν

κλειδώσει σε στάσιμο σημείο.

4
Η συνάρτηση κόστους παρουσιάζει δύο ακρότατα με την ίδια σχεδόν τιμή εκ των οποίων

μονο το ένα είναι το οπτικά βέλτιστο.

5
Συγκεκριμένα όλες οι συνιστώσες του A αρχικοποιούνται με διασπορά 103.
6
Μόλις απο την δεύτερη κιόλας επανάληψη οι συνδιασπορές αποκτούν τιμές της τάξη του

10−1
.

7
Συγκεκριμένα το stanford bunny.

8
Αποτελεί ιδιοκατασκεύη, ο κώδικας της οποίας παρατίθεται στο [κεφάλαιο ;;].
9
Η φασματική ακτίνα υπολογίζεται πρό της εισαγωγής του θορύβου διασποράς (dispersity

noise)



93 ΚΕΦ�ΑΛΑΙΟ 7. ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ

Σχήμα 7.9: Παράδειγμα νέφους (μοντέλου) με προσθετικό θόρυβο (blue dots)
και μόλυνση (outliers - gray dots) πλήθους 40% του αρχικού του πλήθους και

θορύβου διασποράς με SNR ίσο με 25.

Για την πίο λεπτομερή σύγκριση των αλγορίθμων ICP και ECM-PR διεξαγάγαμε

τριών ειδών πειράματα Ενα στο οποίο έχει γίνει μόνο προσθήκη θορύβου (disper-
sity noise), ενα μόνο με μολυσμένα σημεία, και ένα με την ύπαρξη και των δύο.

Ως λανθάνων μετασχηματισμός, σε όλα τα πειράματα, επιλέγχθηκε μία περιστροφή

κατα π/6 και μια μετάφραση
10

κατα 5.4 προς όλες τις κατευθύνσεις. Ως μετρική

ποσοτικοποίησης της απόκλισης επιλέξαμε
11

την Frobenius norm της διαφοράς

του πραγματικού μητρώου περιστροφής Rgroundtruth και της εκτίμισης R αυτού,

απο τον εκάστοτε αλγόριθμο, για την τρέχουσα επανάληψη. Τέλος να σημειώσου-

με οτι τα πλήθος των πραγματικών σημείων των προς αντιστοίχιση νεφών είναι

1798 για το νέφος-μοντέλο και 1748 για το νέφος το οποίο έχει υποστεί τον με-

τασχηματισμό και την θορυβοποίηση.

Παρατηρούμε οτι ο αλγόριθμος ECM-PR εξαιτίας της στοχαστικής φύσης του

επιτυγχάνει να εκτιμήσει το λανθάνον μητρώο (φθίνουσα γραφική) περιστροφής

ακόμα και σε περιπτώσεις ύπαρξης ισχυρού
12

θορύβου. Παρατηρούμε επίσης οτι

ο αλγόριθμος ICP στις επιτυχείς περιπτώσεις ασθενούς θορύβου (κιτρινες γραμ-

μές) προσεγγίζει πίο καλα το πραγματικό μητρώο περιστροφής σε αντίθεση με τον

ECM-PR που κλειδώνει λίγο νωρίτερα.

Απο την παραπάνω γραφική γίνεται εμφανές το πόσο υπερτερεί ο αλγόριθμος ECM-
PR έναντι του ICP. Ο ECM-PR κατάφερε να συγκλίνει ακόμα και υπο την ύπαρξη

πλήθους outliers όσα και τα πραγματικά σημεία ενώ ο ICP συνέκλινε μόνο για την

περίπτωση ποσοστού outliers ίσο με το 10% των πραγματικών σημείων.

Η πιό ρεαλιστική περίπτωση είναι αυτή στην οποία έχουμε και τις δύο μορφές

θορύβων. Παρατηρούμε και εδώ οτι ο αλγόριθμος ECM-PR καταφέρνει να συγ-

κλίνει σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις έστω και με μειωμένη ταχύτητα σύγκλισης

10
Η μετάφραση επηρεάζει ελάχιστα την αντιστοιχιση (όσο μεγάλη και αν είναι), επίσης να

σημειώσουμε οτι εκτιμάται με πολύ μεγάλη ακρίβεια και απο τους δύο αλγορίθμους και για αυτό

το λόγο δεν λαμβάνεται υπόψη κατα την ποσοτικοποίηση των αποκλίσεων.

11
Αποφύγαμε να χρησιμοποιήσουμε την l2 νόρμα εξαιτίας της μεγάλης επιροής της απο την

κυρίαρχη συνιστώσα του μητρώου διαφορών R−Rgroundtruth.
12

Να σημειώσουμε οτι κάτω απο τα 25 SNR το νέφος χάνει πλέον την μορφή του (το Σχήμα

του λαγού αλοιώνεται σε τέτοιο βαθμό που δεν είναι πλέον οπτικά αναγνωρίσιμο).
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Σχήμα 7.10: Μετρήσεις αποκλίσεων των αλγορίθμων ECM-PR (ενιαία γραμμή)

και ICP (διακεκομένη γραμμή) για 70 επαναλήψεις σε αντιστοίχιση δεδομένων που

έχουν υποστεί προσθήκη θορύβου διασποράς.

Σχήμα 7.11: Μετρήσεις αποκλίσεων των αλγορίθμων ECM-PR και ICP για 70
επαναλήψεις σε αντιστοίχιση δεδομένων που έχουν υποστεί προσθήκη outliers.

σε αντίθεση με τον ICP που αποτυγχάνει σε όλες τις περιπτώσεις
13

13
Η περίπτωση μηδενικού θορύβου και μηδενικών outliers προφανώς είναι ιδεατή και παρέχεται

μόνο για λόγους σύγκρισης (παρέχει την ελάχιστη δυνατή απόκλιση που μπορεί να έχει ένας
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Σχήμα 7.12: Μετρήσεις αποκλίσεων των αλγορίθμων ECM-PR και ICP για 70
επαναλήψεις σε αντιστοίχιση δεδομένων που έχουν υποστεί προσθήκη θορύβου

διασποράς και μόλυνσης των δεδομένων.

αλγόριθμος.)
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7.2 Πειράματα αντιστοίχισης πολλαπλών νε-

φών

Σύγκριση των αλγορίθμων ICP πολλαπλών όψεων [Ενότητα 5.2.1], και ECM-PR
πολλαπλών όψεων [κεφάλαιο 6].

7.2.1 Οπτικά αποτελέσματα

Σχήμα 7.13: Αρχική θέση των προς αντιστοίχιση νεφών. ΄Ολα τα νέφη έχουν

προέλθει απο μετασχηματισμό και υποδειγματοληψία του πρώτου V {1}.

Σχήμα 7.14: Τελική αντιστοίχιση με χρήση του ICP πολλαπλών όψεων μετα απο

120 επαναληψεις. Παρατηρούμε οτι αποτυγχάνει να αντιστοιχίσει την γωνία −π3 .
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Σχήμα 7.15: Τελική αντιστοίχιση με χρήση του ECM-PR πολλαπλών όψεων μετα

απο 120 επαναληψεις.

Σχήμα 7.16: Οπτικοποίηση των τελικών 280 κέντρων των κατανομών του ECM-
PR πολλαπλών όψεων καθώς και των διασπορών τους. Τα αρχικά κέντρα επιλέγ-

χθηκαν τυχαία χωρίς κάποια δομή.

7.2.2 Ποσοτικοποίηση των αποκλίσεων

Μετρήσεις αποκλίσεων, κάθε όψης, για διάφορες τιμές (ισχύος) προσθετικού θο-

ρύβου και ποσοστού μόλυνσεως.
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Σχήμα 7.17: Συγκλιση των μητρώων περιστροφής κάθε όψης, επαναπροβεβλη-

μένων στην V {1}, για την ιδεατή περίπτωση μηδενικού θορύβου.

Σχήμα 7.18: Σύγκλιση των αλγορίθμων παρουσία θορύβου.
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Σχήμα 7.19: Η αναπήδηση του ECM-PR πιθανώς οφείλεται στο ότι τα κέντρα του

GMM δέν έχουν ισορροπήσει ακόμα.

Σχήμα 7.20: Η γραφική αυτή παρατίθεται ως οριακή κατάσταση στην οποία ο

θόρυβος αρχίζει να υπερνικά το σήμα (Σχήμα (7.9».
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Παράρτημα Αʹ

ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ

Στις μεθόδους που παρουσιάσαμε, ώς επι το πλείστον, απαιτείται υπολογισμός Ευ-

κλείδιων αποστάσεων. Λόγο της φύσης της MATLAB οι elementwise-Hadamard
πολλαπλασιασμοί, λόγο μειωμένης τοπικότητας, καθυστερούν την υνολική εκτέλε-

ση. Για την επιτάχυνση των υλοποιήσεων, ο υπολογισμός των (τετραγώνων των)

Ευκλείδιων αποστάσεων έγινε στην γλώσσα C με τη βοήθεια του περιβάλλοντος

MEX. Σε περίπτωση αδυναμίας χρήσης της mex function mex sqe.c που ακο-

λουθεί ο αναγνώστης μπορεί να χρησιμοποιήσει την MATLAB υλοποίηση αυτής

mex sqe m.m που παρατίθεται αμέσως μετά. ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Για την μεταγλω-

τιση της mex sqe.c απαιτείται το αρχείο common.c1.

mex sqe.c

1 /∗ ====================================================∗
2 ∗ sqdist2new . c
3 ∗ Squared Eucl idean d i s t a n c e s
4 ∗
5 ∗ c . Georgios Evange l i d i s
6 ∗
7 ∗ This func t i on computes the squared Eucl idean d i s t a n c e s
8 ∗ between two matr i ce s Y, TX, o f s i z e s [ 3 x m] , [ 3 x n ]
9 ∗ r e s p e c t i v e l y . I t outputs a [m x n ] matrix D whose j , i

10 ∗ element i s equal with | |Y( : , j )−TX( : , i ) | | ˆ 2 2 .
11 ∗
12 ∗ mex sqe (Y,TX) =
13 ∗
14 ∗ f o r i =1:n
15 ∗ f o r j =1:m
16 ∗ D( j , i ) = sum ( (Y( : , j )−X( : , i ) ) . ˆ 2 ) ;
17 ∗ end
18 ∗ end
19 ∗
20 ∗ Where sz (X) = 3xn & sz (Y) = 3xm
21 ∗ ===================================================∗

1 http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/26825-utilities-for-mex-
files/content/example/sqdist2.m

101
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22 ∗/
23 #d e f i n e PACKAGENAME ”math : s q d i s t 2 ”
24 #inc lude ”common . c” /∗ common . c by Levente Hunyadi ∗/
25

26 mxArray∗ distmatmat ( const mxArray∗ mat1 , const mxArray∗
mat2 ) {

27

28 const double ∗ pmat1 = mxGetPr( mat1 ) ;
29 const double ∗ pmat2 = mxGetPr( mat2 ) ;
30

31 i n t m1 = mxGetM( mat1 ) ;
32 i n t n1 = mxGetN( mat1 ) ;
33 i n t m2 = mxGetM( mat2 ) ;
34 i n t n2 = mxGetN( mat2 ) ;
35

36 mxArray∗ r e s ;
37 double ∗ pr ;
38 i n t i , j , k ;
39

40 r e s = mxCreateDoubleMatrix ( n1 , n2 , mxREAL) ;
41 pr = mxGetPr( r e s ) ;
42

43 f o r ( i = 0 ; i < n1 ; i++) {
44 f o r ( j =0; j<n2 ; j++) {
45 double ∗p1 = pmat1 + 3∗ i ;
46 double ∗p2 = pmat2 + 3∗ j ;
47 double r = 0 . 0 ;
48 f o r ( k = 0 ; k < 3 ; k++) {
49 double d = ∗p1 − ∗p2 ;
50 r+= d∗d ;
51 p2++;
52 p1++;
53 }
54 pr [ i+j ∗n1]= r ;
55 /∗ ∗( pr++) = r ;∗/
56 }
57 }
58 re turn r e s ;
59 }
60 /∗∗
61 ∗ Entry po int . [ inputs should be checked by the user ]
62 ∗/
63 void mexFunction ( i n t nlhs , mxArray∗ plhs [ ] , i n t nrhs ,

const mxArray∗ prhs [ ] ) {
64 plhs [ 0 ] = distmatmat ( prhs [ 0 ] , prhs [ 1 ] ) ;
65 }

Υλοποίηση της mex sqe.c σε περιβάλλον MATLAB.

mex sqe m.m
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1 % Replacement f o r mex sqe . c f o r non mex equiped machines .
2 f unc t i on D = mex sqe m (Y,TX)
3

4 m = s i z e (Y, 2 ) ;
5 n = s i z e (TX, 2 ) ;
6

7 D(m, n) = 0 ; % ˜2000 t imes f a s t e r than ze ro s
8

9 f o r i =1:n
10 D( : , i ) = sum ( (Y−repmat (TX( : , i ) , 1 ,m) ) . ˆ 2 ) ;
11 end

Αʹ.1 Υλοποιήσεις αντιστοίχισης ζεύγους

Υλοποίηση του αλγορίθμου ECM-PR, [Ενότητα 4.2.3].

ecmpr.m

1 f unc t i on [R, t , i t e r , vr , degenSign , ssed , cve r r ] = . . .
2 ecmpr (X,Y, vararg in )
3 %ECMPR Expectat ion Condi t iona l Maximization − Point Regi
4 % s t r a t i o n : Computes the Optimum Rigid Transformati
5 % on Parameters (R, t ) in order to a l i g n and r e g i s t e
6 % r the 3D point c louds X and Y.
7 %
8 % MEX optimized [ DEPENDENCIES: mex sqe . c ]
9 %

10 % [R, t ] = ecmpr (X,Y) r e tu rn s the optimum trans fo rmat ion p
11 % arameters f o r the r e g i s t r a t i o n o f po int c louds X and Y
12 % in the sense that Y = RX+t .
13 %
14 % X,Y must be matr i ce s o f 3 Dimensional po in t s organ ized a
15 % s columns [ 3 x . . ] r e s p e c t i v e l y .
16 %
17 % OPTIONAL INPUT arguments can be g iven as s t r i ng−value p
18 % a i r s
19 %
20 % [R, t ] = ecmpr (X,Y, . . . , ’ param1 ’ , va l1 . . , ’ param2 ’ , val2 , . . )
21 %
22 %
23 %
24 % Input parameters i n c lude :
25 %
26 % ’ theta ’ I n i t i a l assumption f o r the a
27 % ngle between X and Y , i f not
28 % provided the a lgor i thm assum
29 % es the ta = 0 as a common angl
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30 % e f o r the 3 axes xyz .
31 %
32 %
33 % ’R’ I s a [ 3 x3 ] Rotation Matrix u
34 % sed as an i n i t i a l assumption
35 % of the pose between X and Y
36 % I f ’R’ i s provided ’ theta ’ v
37 % alue i s ignored .
38 %
39 %
40 % ’ t ’ a [ 3 x1 ] vec to r used as i n i t i
41 % a l e s t imat i on o f the t r a n s l a
42 % t ion between the two point c
43 % louds . Defau l t i s the zero
44 % vector .
45 %
46 %
47 % ’mode ’ I s a s t r i n g value s p e c i f y i n g
48 % the paremter izaton o f the Ga
49 % uss ian Mixture Model used fo
50 % r ECM Can be ’ g loba l ’ or ’ l o
51 % cal ’ .
52 %
53 % ’ g loba l ’ :
54 %
55 % A common i s o t r o p i c covar ianc
56 % e matrix Sˆ2 x I i s assume
57 % d f o r a l l gauss ian dens i ty c
58 % omponents .
59 %
60 % ’ l o c a l ’ :
61 %
62 % Each mixture component i s ch
63 % a r a c t e r i z e d by i t s own i s o t r
64 % opic covar iance matrix
65 % S( i ) ˆ2 x I
66 %
67 % Defau l t => ’ l o c a l ’
68 %
69 %
70 % ’S ’ I s a s c a l a r or Vector o f i n i
71 % t i a l standard d e v i a t i o n s f o r
72 % each mixture component . S i s
73 % s c a l a r when ’mode ’ = ’ g l o b a l
74 % ’ or a vec to r o f l ength (X) w
75 % hen ’mode ’ = ’ l o c a l ’ , i f us
76 % er prov ides a s c a l a r when mo
77 % de = ’ l o c a l ’ that same s c a l a
78 % r i s a s s i gned to a l l compone
79 % nts .
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80 %
81 % Defau l t i s 1000 f o r a l l comp
82 % onents . WARNING : must be l a
83 % rge to avoid l o c a l maxima .
84 % I t i s the reason o f the o s c i
85 % l a t i o n s appear ing at i n i t i a l
86 % i t e r a t i o n s .
87 %
88 % ’ eps i l on ’ A s c a l a r va lue added at the
89 % diagona l e lements o f each co
90 % var iance Matrix a f t e r the i t
91 % erat ion ’ s update to a r t i f i c i
92 % a l l y f l a t t e n them in order
93 % to avoid s i n g u l a r i t i e s c r ea t
94 % ed when the exponent o f a ga
95 % uss ian dens i ty tends to zero
96 % or e q u a i v a l e n t l y a trans form
97 % ed point fromY c o l l a p s e s upo
98 % n a component c en t r o id from
99 % X.

100 %
101 % Defau l t i s 0 . 7
102 %
103 %
104 % ’ maxNumIter ’ S p e c i f i e s the maximum number
105 % of ECM i t e r a t i o n s Defau l t =7
106 %
107 %
108 % ’ endeVal ’ Sca l a r which s p e c i f i e s a t e r
109 % mination cond i t i on . The a lgo
110 % rithm stops when the f r o b e n i
111 % us norm of the d i f f e r e n c e be
112 % tween the cur rent and former
113 % est imat ion o f the Rotation m
114 % a t r i x (R) becomes l e s s than
115 % t h i s thresho ld , s p e c i f i c a l l y
116 % | | R ( i −1)−R i | | f r o . Defau l t
117 % = 1e−7
118 %
119 % ’ radius ’ S p e c i f i e s the rad iu s o f the
120 % sphere which c h a r c t e r i z e s th
121 % e uniform d i s t r i b u t i o n o f th
122 % e p r i o r p r o b a b i l i t i i e s f o r e
123 % ach po int X( : , i ) to be an in
124 % l i e r . De fau l t = 1e−40. WARN−
125 % ING : r va lue s must be i n f i n
126 % i t e s i m a l l y smal l but not ze r
127 % o ! Protec t s SVD from NaN &
128 % Inf ’ s .
129 %
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130 %
131 % ’ groundTruth ’ Ground Truth r o t a t i o n matrix
132 % f o r measuring convergence
133 % [ see output argument cve r r ]
134 %
135 %
136 % OUTPUT ARGUMENTS :
137 %
138 %
139 % ’R’ The optimal r o t a t i o n Matrix
140 % which b e t t e r a l i g n s X and Y
141 % in the sense that the sum of
142 % squared d i s t a n c e s between th
143 % e po in t s are minimized .
144 %
145 % ’ t ’ The optimal t r a n s l a t i o n vect
146 % or between X and Y.
147 %
148 %
149 % ’ i t e r ’ I s the number o f i t e r a t i o n s
150 % executed u n t i l the t e rmina t i
151 % on , i t w i l l be l e s s or equal
152 % to maxNumIter depending on
153 % i f endeVal was reached e a r l i
154 % er .
155 %
156 % ’ vr ’ I s the Var ia t ion o f Rotation
157 % s , i . e . how much does R chan
158 % ge between two cons e cu t i v e i
159 % t e r a t i o n s computed as the
160 % f r o b e n i u s norm of the d i f f e
161 % rence between Rq−1 and Rq :
162 % | |Rq−R{q−1}| | F .
163 %
164 %
165 % ’ degenSign ’ A binary value i f i t i s 1 me
166 % ans the a lgor i thm f e l l i n to
167 % a degenerate case , i . e ,
168 % |U | |V | = −1 So a R e f l e c t i o n
169 % provided a b e t t e r r e s u l t .
170 %
171 %
172 % ’ ssed ’ IF REQUESTED: I s a vec to r co
173 % nta in ing the value o f the mi
174 % nimized metric , i . e the sum
175 % of squared Eucl idean d i s t anc
176 % es between each Yj and Xi .
177 %
178 %
179 % ’ cverr ’ I f ’ groundTruth ’ provided i s



107 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ

180 % a vecto r conta in ing the conv
181 % ergence d i f f e r e n c e s between
182 % the ground trouth r o t a t i o n
183 % and the cur rent e s t imat i on
184 % of the r o t a t i o n matrix , in
185 % the f r oben i ou s sense .
186 %
187 %
188 % $ Last r e v i s i t e d : Wed, 29 August , 23 :41 PM $
189

190 %% =================== PARSE INPUTS ================== %%
191 [ rx , n ] = s i z e (X) ;
192 [ ry ,m] = s i z e (Y) ;
193

194 i f ( rx ˜= 3 | | ry ˜= 3)
195 e r r o r ( ’ Input ar rays must be o f s i z e [ 3 x . . ] ’ ) ;
196 end
197

198 %================== inputParser St ruct =================%
199 p = inputParser ;
200 addOptional (p , ’ theta ’ , 0 ,@( x ) i s s c a l a r ( x ) && ˜ i s c h a r ( x ) ) ;
201 addOptional (p , ’S ’ ,1 e3 , @i svec tor ) ;
202 addOptional (p , ’ t ’ , z e r o s (3 , 1 ) ,@( x ) i s v e c t o r ( x ) && . . .
203 numel ( x )==3) ;
204 addOptional (p , ’R ’ ,NaN(3) ,@( x ) s i z e (x , 1 )==3 && . . .
205 s i z e (x , 2 ) ==3) ;
206 addOptional (p , ’ e p s i l o n ’ ,1 e−7, @ i s s c a l a r ) ;
207 addOptional (p , ’ maxNumIter ’ ,40 , @( x ) ( round ( x )==x ) & x>0) ;
208 addOptional (p , ’ endeVal ’ ,1 e−7,@( x ) i s r e a l ( x ) && . . .
209 i s s c a l a r ( x )&&˜i s c h a r ( x ) ) ;
210 addOptional (p , ’ r ad iu s ’ , . 7 ,@( x ) gt (x , 0 ) ) ;
211 addOptional (p , ’mode ’ , ’ l o c a l ’ ,@( x ) strcmp (x , ’ l o c a l ’ ) | | . . .
212 strcmp (x , ’ g l o b a l ’ ) ) ;
213 addOptional (p , ’ groundTruth ’ ,NaN) ;
214 parse (p , vara rg in { :} ) ;
215 %=======================================================%
216

217

218 %================= rename s t r u c t va lue s ================%
219 theta = p . Resu l t s . theta ;
220 mode = p . Resu l t s . mode ;
221 S = p . Resu l t s . S ( : ) ;
222 t = p . Resu l t s . t ( : ) ;
223 R = p . Resu l t s .R;
224 e p s i l o n = p . Resu l t s . e p s i l o n ;
225 maxNumIter = p . Resu l t s . maxNumIter ;
226 endeVal = p . Resu l t s . endeVal ;
227 r = p . Resu l t s . r ad iu s ;
228 Rgt = p . Resu l t s . groundTruth ;
229 %=======================================================%
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230

231 i f nargout > 6 && nnz ( i snan ( Rgt ) )>0
232 e r r o r ( s t r c a t ( ’ Ground Truth Rotation was ’ , . . .
233 ’ not provided or conta ined NaN. ’ ) ) ;
234 end
235

236 %=================== Input Va l idat i on ==================%
237 i f ( strcmp (mode , ’ l o c a l ’ ) && numel (S)==1)
238 % means user did not prov ide S or in Rˆ1
239 S = repmat (S , n , 1 ) ;
240 end
241

242 i f ( strcmp (mode , ’ l o c a l ’ ) && numel (S)˜=n) | | . . .
243 ( strcmp (mode , ’ g l o b a l ’ ) && numel (S) ˜=1)
244

245 e r r o r ( ’ incompat ib l e s i z e f o r S ’ ) ;
246 end
247

248 %============= c r e a t e i n i t i a l R from theta =============%
249 i f sum( i snan (R) ) % user didnt prov ide R
250 Rx = [ 1 0 0 ;0 cos ( theta ) −s i n ( theta ) ; . . .
251 0 s i n ( theta ) cos ( theta ) ] ;
252 Ry = [ cos ( theta ) 0 −s i n ( theta ) ; 0 1 0 ; . . .
253 s i n ( theta ) 0 cos ( theta ) ] ;
254 Rz = [ cos ( theta ) −s i n ( theta ) 0 ; . . .
255 s i n ( theta ) cos ( theta ) 0 ; 0 0 1 ] ;
256 R = Rx∗Ry∗Rz ;
257 end
258

259 %============== I n i t i a l i z e ECM i t e r a t i o n ===============%
260 degenSign = 0 ;
261 % i f 1 i t w i l l mean that a degenerate case occured
262 i t e r = 1 ;
263 % Frobenius o f R new − R old
264 vr ( maxNumIter , 1 ) =0;
265 % IF user wants them : p r e a l l o c a t e Sum of Squared Mahalans
266 i f nargout > 5
267 s sed ( maxNumIter , 1 ) = 0 ;
268 end
269 % to be sure i t w i l l pass the cond i t i on
270 vr (1 ) = I n f ;
271

272 cve r r = ze ro s ( maxNumIter , 1 ) ; % p r e a l l o c a t e gt e r r o r s
273

274 whi le ( i t e r <= maxNumIter && vr ( i t e r ) > endeVal )
275

276 %% =================== POSTERIORS ==================== %%
277 U3D = 2.121320343559643 ∗ r .ˆ−3; % 1 .5 \/2 rˆ−3
278

279 % compute Mahalan−d i s t anc e o f each Yi from every Tx i
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280

281 TX = R∗X+repmat ( t , 1 , n ) ;
282

283 a = mex sqe (Y,TX) ; % THe L2 d i f f e r e n c e s us ing C
284

285 % (12) ecmpr [ a j i ]
286 i f strcmp (mode , ’ l o c a l ’ )
287 a = repmat (S ’ .ˆ−3 ,m, 1 ) . ∗ . . .
288 exp (−.5∗ repmat (S ’ .ˆ−2 ,m, 1 ) .∗ a ) ;
289 a = a . / repmat ( ( sum( a , 2 )+U3D) ,1 , n ) ;
290 e l s e % [ g l o b a l i s o t r o p i c ]
291 a = exp (−.5/Sˆ2∗a ) ; % exponent ia te once f o r l o c a l i t y
292 a = a . / repmat ( ( sum( a , 2 )+U3D∗Sˆ3) ,1 , n ) ;
293 end
294

295 % Vir tua l po in t s with r e s p e c t to l i [ l ˜rowVec ]
296 l = sum( a ) ; % (22) ecmpr
297 W = repmat ( 1 . / l , 3 , 1 ) . ∗ (Y∗a ) ; % (23) ecmpr
298

299 %% ===================== UMEYAMA ===================== %%
300 p = s q r t (n∗ l ( : ) /2) . / S ; % {hˆ = B∗h}
301 Xcond = X.∗ repmat (p ’ , 3 , 1 ) ; % {Xˆ = X∗B }
302 W = W.∗ repmat (p ’ , 3 , 1 ) ; % {Ŵ = W∗B }
303 gamma = p ’∗p ; % {denum = hˆT∗B∗B∗h}
304

305 aa =sum( l ) ;
306

307 %=================== Estimate new R, t ==================%
308 % − S i n j i umeyama
309

310 % [U,D,V] = svd (WKX’ )
311 % R = USV’ where S = diag ( [ 1 1 . . . 1 ] )
312 % or diag ( [ 1 . . . −1]) i f r e f l e c t i o n |UV|<0
313

314 % Avoid the e x t e r i o r product and
315 % the e x p l i c i t c on s t r u c t i on o f K & B
316 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
317 SIGMA = W∗Xcond ’−((W∗p) ∗(Xcond∗p) ’ ) /gamma;
318 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
319 % SIGMA = W∗K∗Xcond ’ =>
320 % SIGMA = W( I−Bh’ h ’ ˆT∗B/gamma)XcondˆT =>
321 % SIGMA = WXcondˆT − W∗ppˆT∗XcondˆT/gamma =>
322 % SIGMA = WXcondˆT − ( (W∗p) ∗(Xcond∗p) ˆT) /gamma
323

324 [U, ˜ ,V] = svd (SIGMA) ;
325

326 % check i f r e f l e c t i o n g i v e s a b e t t e r match
327 S r e f l e c t i o n = eye (3 ) ;
328 i f det (U∗V’ ) < 0
329 degenSign = 1 ;
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330 S r e f l e c t i o n ( end ) = −1;
331 end
332

333 Rnew = U∗ S r e f l e c t i o n ∗V’ ;
334

335 t = (W−Rnew∗Xcond) ∗p/gamma;
336

337 vr ( i t e r +1) = norm(Rnew−R, ’ f r o ’ ) ;
338 R = Rnew ; % update R
339

340 cve r r ( i t e r ) = norm(R−Rgt , ’ f r o ’ ) ;
341

342 %% =================== REESTIMATE S ================== %%
343

344 % Tx = R {q+1}X+t {q+1}
345 TX = R∗X+repmat ( t , 1 , n ) ;
346

347 i f strcmp (mode , ’ l o c a l ’ )
348 % l o c a l i s o t r o p i c
349 % S( i ) = Sum{ a j i | | Yj−TXi | | } / 3∗ l ( i ) + e p s i l o n
350

351 f o r i =1:n
352 S( i ) = mex sqe (Y,TX( : , i ) ) ’∗ a ( : , i ) ;
353 end
354 S = s q r t (S . / ( 3∗ l ( : ) )+e p s i l o n ) ;
355 e l s e % g l o b a l i s o t r o p i c
356 % S = Sum{Sum{ a j i | | Yj−TXi | | } } /3aa + e p s i l o n
357 S = s q r t ( ( sum(Y. ˆ 2 ) ∗sum( a , 2 ) . . .
358 −2∗(a ( : ) ’∗ reshape (Y’∗TX,m∗n , 1 ) ) . . .
359 +sum(TX. ˆ 2 ) ∗sum( a ) ’ ) /(3∗ aa ) + e p s i l o n ) ;
360 end
361

362 % i t e r a t i o n e r r o r
363 i f nargout > 5
364 [ ˜ ,map ] = max(a , [ ] , 2 ) ; %MAP c r i t e r i o n
365 s sed ( i t e r ) = sum(sum ( (Y−TX( : , map) ) . ˆ 2 ) ) ;
366 end
367 i t e r = i t e r +1;
368 end % ECM i t e r a t i o n
369 %t = −R∗mx+my+t ;
370

371 %=============== DISCARD UNUSED ELEMENTS ===============%
372 i t e r = i t e r −1; % f o r the user . . .
373

374 % Discard unused prea l o ca t ed e n t r i e s
375 i f nargout > 5
376 s sed = log10 ( s sed /sum( ssed ( 1 : i t e r ) ) ) ;
377 end

Υλοποίηση του αλγορίθμου ICP, [Ενότητα 4.2.1].
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icp.m

1 f unc t i on [R, t , i t e r , vr , ssed , cve r r ] = i cp (X,Y, vararg in )
2 %ICP I t e r a t i v e C lo s e s t Point
3 % Computes the Rigid Transformation Parameters (R, t ) in
4 % order to a l i g n and r e g i s t e r the 3D point c louds X and Y
5 %
6 % MEX optimized [ DEPENDENCIES: mex sqe . c ]
7 %
8 % [R, t ] = i cp (X,Y) r e tu rn s the optimum trans fo rmat ion pa−
9 % rameters f o r the r e g i s t r a t i o n o f po int c louds X and Y

10 % in the sense that Y = RX+t
11 %
12 % X,Y must be matr i ce s o f 3 Dimensional po in t s organ ized
13 % as columns [ 3 x . . ]
14 %
15 % OPTIONAL INPUT arguments provided as s t r i ng−value p a i r s
16 %
17 % [R, t ] = i cp (X,Y, . . . , ’ param1 ’ , va l1 . . . , ’ param2 ’ , val2 , . . . )
18 %
19 %
20 % Input parameters i n c lude :
21 %
22 % ’ theta ’ I n i t i a l assumption f o r the a
23 % ngle between X and Y , i f not
24 % provided the a lgor i thm assu−
25 % mes theta theta=0 as a comm−
26 % on angle f o r the 3 axes xyz .
27 %
28 %
29 % ’R’ I s a [ 3 x3 ] Rotation Matrix
30 % used as an i n i t i a l assumpti−
31 % on o f the pose between X and
32 % Y. I f ’R’ i s provided ’ theta ’
33 % value i s ignored .
34 %
35 %
36 % ’ t ’ a [ 3 x1 ] vec to r used as i n i t−
37 % i a l e s t imat ion o f the trans−
38 % l a t i o n between the two point
39 % clouds .
40 % Defau l t i s the zero vec to r .
41 %
42 %
43 % ’ maxNumIter ’ S p e c i f i e s the maximum number
44 % of ICP i t e r a t i o n s .
45 % Defau l t = 7 .
46 %
47 %
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48 % ’ endeVal ’ Sca l a r which s p e c i f i e s a t e r
49 % mination cond i t i on . The alg−
50 % orithm stops when the frobe−
51 % nius norm o f the d i f f e r e n c e
52 % between the cur rent and form
53 % er es t imat i on o f the Rotati−
54 % on matrix (R) becomes l e s s
55 % than the f o l l o w i n g th re sho ld
56 % | | R ( i −1)−R i | | f r o
57 % Defau l t = 1e−7.
58 %
59 % ’ groundTruth ’ I s an op t i ona l argument f o r
60 % the user to prov ide Ground−
61 % Truth r o t a t i o n matrix betwe−
62 % en X and Y to obta in conver−
63 % gence d i f f e r e n c e s at each
64 % i t e r a t i o n [ i f cve r r outargu−
65 % ment i s r eques ted ] .
66 %
67 %
68 % OUTPUT ARGUMENTS :
69 %
70 %
71 % ’R’ The optimal r o t a t i o n Matrix
72 % which b e t t e r a l i g n s X and Y
73 % in the sense that the sum of
74 % squared d i s t a n c e s between
75 % the po in t s are minimized .
76 %
77 % ’ t ’ The optimal t r a n s l a t i o n vec−
78 % tor between X and Y.
79 %
80 %
81 % ’ i t e r ’ I s the number o f i t e r a t i o n s
82 % executed u n t i l the termin−
83 % ation , i t w i l l be l e s s or eq
84 % ual to maxNumIter depending
85 % on i f endeVal was reached ea
86 % r l i e r .
87 %
88 % ’ vr ’ I s the Var ia t ion o f Rotati−
89 % ons , i . e . how much does R ch
90 % ange between two conse cu t i v e
91 % i t e r a t i o n s computed as the
92 % f r o b e n i u s norm of the d i f f−
93 % erence between Rq−1 and Rq :
94 % | |Rq−R{q−1}| | F
95 %
96 %
97 % ’ ssed ’ IF REQUESTED: I s a vec to r co
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98 % nta in ing the value o f the mi
99 % nimized metric , i . e the sum

100 % of squared Eucl idean d i s t anc
101 % es between each Yj and Xi .
102 %
103 %
104 % ’ cverr ’ I f r eques ted and ’ GroundTru−
105 % th ’ i s provided i t measures
106 % the convergence e r r o r betwe−
107 % en the cur rent e s t imat i on
108 % and the ground truth f o r
109 % each i t e r a t i o n as the f roben
110 % i u s norm of the d i f f e r e n c e s .
111 %
112 %
113 %
114 % $ Last r e v i s i t e d : Wed, 23 October , 8 :01 PM $
115

116 [ rx , n ] = s i z e (X) ;
117 [ ry ,m] = s i z e (Y) ;
118

119 i f ( rx ˜= 3 | | ry ˜= 3)
120 e r r o r ( ’ Input ar rays must be o f s i z e [ 3 x . . ] ’ ) ;
121 end
122

123 %============== parse inputs ==============%
124 p = inputParser ;
125 addOptional (p , ’ theta ’ , 0 ,@( x ) . . .
126 i s s c a l a r ( x ) && ˜ i s c h a r ( x ) ) ;
127 addOptional (p , ’ t ’ , z e r o s (3 , 1 ) ,@( x ) . . .
128 i s v e c t o r ( x ) && numel ( x )==3) ;
129 addOptional (p , ’R ’ ,NaN(3) ,@( x ) . . .
130 s i z e (x , 1 )==3 && s i z e (x , 2 ) ==3) ;
131 addOptional (p , ’ maxNumIter ’ ,40 , . . .
132 @( x ) ( round ( x )==x ) & x>0) ;
133 addOptional (p , ’ endeVal ’ ,1 e−7,@( x ) . . .
134 i s r e a l ( x )&&i s s c a l a r ( x )&&˜i s c h a r ( x ) ) ;
135 addOptional (p , ’ groundTruth ’ ,NaN) ;
136 parse (p , vara rg in { :} ) ;
137 %==========================================%
138

139

140 %========== rename s t r u c t va lue s ==========%
141 theta = p . Resu l t s . theta ;
142 t = p . Resu l t s . t ( : ) ;
143 R = p . Resu l t s .R;
144 maxNumIter = p . Resu l t s . maxNumIter ;
145 endeVal = p . Resu l t s . endeVal ;
146 Rgt = p . Resu l t s . groundTruth ;
147 %==========================================%
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148

149 %−−− c r e a t e i n i t i a l R from theta
150 i f sum( i snan (R) ) % user didnt prov ide R
151 R = [ 1 0 0 ;0 cos ( theta ) −s i n ( theta ) ; 0 s i n ( theta ) . . .
152 cos ( theta ) ] ∗ [ cos ( theta ) 0 −s i n ( theta ) ; . . .
153 0 1 0 ; s i n ( theta ) 0 cos ( theta ) ] ∗ [ cos ( theta ) . . .
154 −s i n ( theta ) 0 ; s i n ( theta ) cos ( theta ) 0 ; 0 0 1 ] ;
155 end
156

157 % p r e a l l o c a t i o n ˜2000 t imes f a s t e r than ze ro s ( )
158 i f nargout > 4
159 s sed ( maxNumIter , 1 ) = 0 ;
160 end
161

162 i f m <= n % the s m a l l e s t to the l a r g e s t
163 s e a r c h d i r e c t i o n = 1 ; % search Y in to X
164 c p o i n t i n d = ze ro s (m, 1 ) ; % index o f cor respond ing pts
165 K = eye (m)−ones (m) /m; % umeyama on 3xm c r o s s c o v a r i a n e
166 e l s e
167 s e a r c h d i r e c t i o n = 2 ; % search X in to Y
168 c p o i n t i n d = ze ro s (n , 1 ) ;
169 K = eye (n)−ones (n) /n ; % on 3xn t h i s time
170 end
171

172 i t e r = 1 ;
173 vr = ze ro s ( maxNumIter , 1 ) ; % v a r i a t i o n s o f r o t a t i o n s
174 vr (1 ) = I n f ; % in order to pass the i n i t i a l c ond i t i on
175

176 i f nargout > 5 && nnz ( i snan ( Rgt ) )>0
177 e r r o r ( s t r c a t ( ’ Ground Truth Rotation was not ’ , . . .
178 ’ provided or conta ined NaN. ’ ) ) ;
179 end
180

181 cve r r = ze ro s ( maxNumIter , 1 ) ;
182

183 whi le ( i t e r <= maxNumIter && vr ( i t e r ) > endeVal )
184

185 % Xtemp i s used only in NN Search and so i s a l t e r e d
186 Xtemp = R∗X+repmat ( t , 1 , n ) ;
187 % because some va lue s may have grow I n d e f i n i t e l y
188 Ytemp = Y;
189

190 % NN Search For Corresponding po in t s us ing o ld parameters
191 i f s e a r c h d i r e c t i o n == 1
192 % search each Y in to X [Y \ equiv X( : , c p o i n t i n d ) ]
193 f o r t t = 1 :m
194 [ ˜ , c p o i n t i n d ( t t ) ] = min ( mex sqe (Xtemp ,Y( : , t t ) ) ) ;
195 % s u r j e c t i v e cor re spondences are assumed , i . e a
196 % point from the f i r s t s e t can be as s i gned to
197 % only one po int in the l a t t e r s e t .
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198 Xtemp ( : , c p o i n t i n d ( t t ) ) = [ I n f ; I n f ; I n f ] ;
199 end
200 % The Matr ices o f Containing the Corresponding po in t s
201 Xtemp = X( : , c p o i n t i n d ) ;
202 Ytemp = Y;
203 e l s e % d i r e c t i o n == 2
204 % search each X in to Y [X \ equiv Y( : , c p o i n t i n d ) ]
205 f o r t t = 1 : n
206 [ ˜ , c p o in t i n d ( t t ) ] = min ( mex sqe (Xtemp ( : , t t ) , . . .
207 Ytemp) ) ;
208 % ”1−1” corre spondences are f o r c ed
209 Ytemp ( : , c p o i n t i n d ( t t ) ) = [ I n f ; I n f ; I n f ] ;
210 end
211 % The Equ icard ina l Corresponding Matr ices
212 Xtemp = X;
213 Ytemp = Y( : , c p o i n t i n d ) ;
214 end
215

216 % L2 Est imation o f t rans fo rmat ion parameters ( R i , t i )
217 [U, ˜ ,V] = svd (Ytemp∗K∗Xtemp ’ ) ;
218 Rnew = U∗diag ( [ 1 , 1 , det (U∗V’ ) ] ) ∗V’ ;
219 t = mean(Ytemp , 2 )−Rnew∗mean(Xtemp , 2 ) ;
220

221 % The Var ia t ion o f Rotat ions
222 vr ( i t e r +1) = norm(Rnew−R, ’ f r o ’ ) ;
223 R = Rnew ;
224

225 % Current i t e r a t i o n convergence e r r o r computation
226 cve r r ( i t e r ) = norm(R−Rgt , ’ f r o ’ ) ;
227

228 i f nargout > 4
229 % ssed ( i t e r ) = sum(sum( mex sqe (Y,R∗X+repmat ( t , 1 , n ) ) ) ) ;
230 s sed ( i t e r ) = sum(sum ( ( Ytemp−R∗Xtemp . . .
231 −repmat ( t , 1 , s i z e (Xtemp , 2 ) ) ) . ˆ 2 ) ) ;
232 end
233

234 i t e r = i t e r +1;
235

236 end % i t e r a t i o n
237

238 % the f i r s t i s v i r t u a l ( i . e , I n f i n i t y )
239 vr = vr ( 2 : end ) ;
240

241 % The f i r s t va lue i s d i s ca rded as v i r t u a l ( i t i s used
242 % f o r the cond i t i on o f i t e r a t i o n 1 .
243 i f nargout > 4
244 s sed= log10 ( s sed /sum( ssed ) ) ;
245 end
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Συνάρτηση εξομοίωσης θορύβου κάμερας χρόνου πτήσης.

outlier constructor.m

1 f unc t i on [Y, n u m o f o u t l i e r s ] = o u t l i e r c o n s t r u c t o r (Y , . . .
2 SNR, percent )
3 %OUTLIER CONSTRUCTOR
4 % This func t i on i s used to s imulate the i m p e r f e c t i o n s o f
5 % a TOF camera on an a c q u i s i t i o n o f a 3D point c loud .
6 %
7 % Y = o u t l i e r c o n s t r u c t o r (Y,SNR, percent ) takes as input a
8 % [ 3 x m] matrix Y r e p r e s e n t i n g a 3D point c loud and ret−
9 % urns another matrix Y o f s i z e [ 3 x (m+n u m o f o u t l i e r s ) ]

10 % r e p r e s e n t i n g a l s o a po int cloud , the po in t s o f which
11 % are composed by the po in t s o f the input p . c loud d i sper−
12 % sed by a d d i t i v e white gauss ian no i s e o f power SNR and
13 % c e i l (n∗ percent ) ext ra 3D−po in t s p lay ing the r o l e o f out
14 % l i e r s . The o u t l i e r s are more heav i l y pre sent at the
15 % boundar ies and the dark r e g i o n s o f the scene . There fore
16 % to s imulate them we compute the convex h u l l o f Y and
17 % then we randomly s e l e c t k=10 ( unique ) po in t s on i t
18 % which are used subsequent ly as mean va lues ( c e n t r o i d s )
19 % of some m u l t i v a r i a t e normal d i s t r i b u t i o n s . Each o f the−
20 % se d e n s i t i e s i s then used to generate c e i l (n∗ percent /k )
21 % o u t l i e r s accord ing to a m. v . normal centered at that k
22 % with var iance equal with the s p e c t r a l r ad iu s o f the
23 % sample covar iance matr ice o f the input po int c loud Y.
24 %
25 % [Y, n u m o f o u t l i e r s ] = o u t l i e r c o n s t r u c t o r ( . . . ) r e tu rn s
26 % a l s o the t o t a l number o f o u t l i e r s added to the input Y.
27 %
28 %
29 % $ Last r e v i s i t e d : Thu , 24 October , 4 :29 PM $
30

31 % complet ion o f input arguments
32 i f narg in < 3 % percent not provided
33 percent = 0 ;
34 end
35 i f isempty (SNR) % d i s p a r s i t y no i s e i s abscent
36 SNR = I n f ;
37 end
38

39 % gro s s e s t imat i on o f boundary po in t s be f o r e adding no i s e
40 K = convhul l (Y( 1 , : ) ,Y( 2 , : ) ,Y( 3 , : ) ) ;
41 K = unique (K( : ) ) ; % boundary po in t s unique i n d i c e s on Y
42

43 % s p e c t r a l r ad iu s o f sample covar iance i s computed be f o r e
44 % adding d i s p a r s i t y no i s e f o r c o r r e l a t i o n reasons .
45 pcv = s q r t (max( e i g ( cov (Y’ ) ) ) ) ;
46
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47 % add d i s p a r s i t y no i s e on the model po in t s ( input Y)
48 Y = awgn(Y,SNR, ’ measured ’ ) ;
49

50 % add o u t l i e r s :
51 % i f the input c loud i s too smal l then i t want have enou−
52 % gh po in t s to support k unique m u l t i v a r i a t e normals ,
53 % thus k i s s e t equal to the c a r d i n a l i t y o f the h u l l
54 i f numel (K) < 10
55 k = numel (K) ;
56 e l s e
57 k = 10 ; % how many d i s t r i b u t i o n s in the mixture
58 end
59 m = s i z e (Y, 2 ) ;
60

61 p a t c e n t e r = c e i l ( percent /k∗m) ; % po in t s at each m. v . n .
62

63 n u m o f o u t l i e r s = p a t c e n t e r ∗k ; % t o t a l count o f
o u t l i e r s

64

65 % generate o u t l i e r s and concatenate them to the p a r t i a l Y
66 f o r i = 1 : k
67 Y = [Y pcv∗ randn (3 , p a t c e n t e r )+repmat (Y( : ,K( i ) ) , 1 , . . .
68 p a t c e n t e r ) ] ;
69 end

Υλοποίηση των πειραμάτων της [Ενότητας 7.1.1].

pairwise on real.m

1 %PAIRWISE ON REAL demo f o r comparisson o f ICP and ECM−PR
2 % algor i thms on the pa i rw i s e r e g i s t r a t i o n o f r e a l data .
3 % The point c louds were acqu i red with the MESA 4000 TOF−
4 % camera .
5 %
6 %
7 % $ Last r e v i s i t e d : Tue , 19 November , 6 :18 PM $
8

9 c l e a r
10 c l o s e a l l
11

12 % IF not compiled
13 % mex mex sqe . c
14

15 % Load the po int c louds , each datase t s imply conta in s
16 % a [ 3 x . . ] matrix o f coo rd ina t e s r e p r e s e n t i n g a p . c loud
17 load datase t1 % head [ conta in s the X matrix ]
18 load datase t2 % [ conta in s the Y matrix ]
19 % load datase t3 % box [X matrix ]
20 % load datase t4 % [Y matrix ]
21
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22 ecyan = [35 107 144 ] /255 ;
23

24 % optimal viewing ang le f o r a l i g n i n g datase t3 + datase t4
25 % opt view = [ 9 1 7 ] ;
26 % optimal viewing ang le −||− datase t1 + datase t2
27 opt view = [−7 7 0 ] ;
28

29 %=============== VISUALIZE INITIAL STATE ===============%
30 c l o s e a l l
31 f i g u r e ;
32 hold on
33 t i t l e ( ’ INITIAL POSE ’ , ’ f o n t s i z e ’ ,27 , ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , . . .
34 ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
35

36 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,15 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
37 ’ r ’ , ’ marke r f aceco lo r ’ , ’ r ’ ) ;
38 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,15 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
39 ecyan , ’ marke r f a ceco l o r ’ , ecyan ) ;
40 h legend = legend ( ’ $\mathbf{X}$ ’ , ’ $\mathbf{Y}$ ’ ) ;
41 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ , . . .
42 ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 21) ;
43

44 p lo t3 (X( 1 , : ) ,X( 2 , : ) ,X( 3 , : ) , ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ , ecyan ) ;
45 p lo t3 (Y( 1 , : ) ,Y( 2 , : ) ,Y( 3 , : ) , ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ , ’ r ’ ) ;
46

47 view ( opt view ) ; % optimal viewing ang le
48

49 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
50 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
51 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
52

53 % 16/9 Aspect Ratio
54 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ;
55 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) . . .
56 3∗a (4 ) ] / 5 ) , ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
57

58 a x i s ( ’ t i g h t ’ )
59 hold o f f
60 pause ( . 5 ) ;
61

62 % Estimate Isometry
63

64 maxNumIter = 28 ; % 40 f o r 3+4
65

66 [ R icp , t i c p , ˜ , ˜ , s s e d i c p ] = . . .
67 i cp (X,Y, ’ maxNumIter ’ , maxNumIter , ’ endeVal ’ ,−1) ;
68 [ R ecmpr , t ecmpr , ˜ , ˜ , ˜ , ssed ecmpr ] = . . .
69 ecmpr (X,Y, ’ maxNumIter ’ , maxNumIter , ’ endeVal ’ ,−1) ;
70

71 %============== PLOT ICP FINAL ALIGNMENT ===============%
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72 % Apply f i n a l t rans fo rmat ion f o r V i s u a l i z a t i o n
73 TX icp = R icp ∗X+repmat ( t i c p , 1 , l ength (X) ) ;
74

75 f i g u r e ;
76 hold on
77 t i t l e ( ’ ICP FINAL ALIGNMENT’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 7 , . . .
78 ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
79

80 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,15 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
81 ’ r ’ , ’ marke r f aceco lo r ’ , ’ r ’ ) ;
82 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,15 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
83 ecyan , ’ marke r f a ceco lo r ’ , ecyan ) ;
84 h legend = legend ( s t r c a t ( ’ $\mathbf{R} { i cp } ’ , . . .
85 ’ \mathbf{X}+\mathbf{ t } { i cp } ’ , ’ \mathbf{Y}$ ’ ) ) ;
86 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ , . . .
87 ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 21) ;
88

89 p lo t3 ( TX icp ( 1 , : ) , TX icp ( 2 , : ) , TX icp ( 3 , : ) , . . .
90 ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ , ecyan ) ;
91 p lo t3 (Y( 1 , : ) ,Y( 2 , : ) ,Y( 3 , : ) , . . .
92 ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ , [ 1 0 0 ] ) ;
93

94 view ( opt view ) ;
95 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
96 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
97 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
98

99 % 16/9 Aspect Ratio
100 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ;
101 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , . . .
102 ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
103

104 a x i s ( ’ t i g h t ’ )
105 hold o f f
106

107 %============= PLOT ECM−PR FINAL ALIGNMENT =============%
108 TX ecmpr = R ecmpr∗X+repmat ( t ecmpr , 1 , l ength (X) ) ;
109

110 f i g u r e ;
111 hold on
112 t i t l e ( ’ECMPR FINAL ALIGNMENT’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 7 , . . .
113 ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
114

115 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,15 , ’ markeredgeco lor ’ , ’ r ’ , . . .
116 ’ marke r f aceco lo r ’ , ’ r ’ ) ;
117 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,15 , ’ markeredgeco lor ’ , ecyan , . . .
118 ’ marke r f aceco lo r ’ , ecyan ) ;
119 h legend = legend ( s t r c a t ( ’ $\mathbf{R {ecmpr}} ’ , . . .
120 ’ \mathbf{X}+\mathbf{ t } {ecmpr} ’ , ’ \mathbf{Y}$ ’ ) ) ;
121 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ , . . .
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122 ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 21) ;
123

124 p lo t3 (TX ecmpr ( 1 , : ) , TX ecmpr ( 2 , : ) , TX ecmpr ( 3 , : ) , . . .
125 ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ , ecyan ) ;
126 p lo t3 (Y( 1 , : ) ,Y( 2 , : ) ,Y( 3 , : ) , ’ . ’ , . . .
127 ’ markeredgeco lor ’ , [ 1 0 0 ] ) ;
128

129 view ( opt view ) ;
130 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
131 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
132 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
133

134 % 16:9 Aspect Ratio
135 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ;
136 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) . . .
137 3∗a (4 ) ] / 5 ) , ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
138

139 a x i s ( ’ t i g h t ’ )
140 hold o f f
141 %============= Sum Of Squared Euc l ideans ===============%
142 f i g u r e ( ) ;
143 g r id on
144 hold on
145

146 % dummy, cheat the legend e n t r i e s l i n ew id th
147 p lo t (NaN, ’ r ’ , ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 ) ;
148 p lo t (NaN, ecyan ’ , ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 , ’ c o l o r ’ , ecyan ) ;
149 h e r r o r s = legend ( ’ ICP ’ , ’ECM−PR ’ ) ; % legend order
150 s e t ( h e r r o r s , ’ f o n t s i z e ’ , 21) ;
151

152 p lo t ( 1 : maxNumIter , s s ed i cp , ’ c o l o r ’ , ’ r ’ , ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 )
153 p lo t ( 1 : maxNumIter , ssed ecmpr , ’ c o l o r ’ , ecyan , . . .
154 ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 ) ;
155 p lo t ( 1 : maxNumIter , ssed ecmpr , ’ marker ’ , ’ o ’ , . . .
156 ’ c o l o r ’ , ecyan , ’ markers i ze ’ , 1 0 , . . .
157 ’ marke r f aceco lo r ’ , ecyan ) ;
158 p lo t ( 1 : maxNumIter , s s ed i cp , ’ marker ’ , ’ o ’ , . . .
159 ’ c o l o r ’ , [ 1 0 0 ] , ’ markers i ze ’ , 1 0 , . . .
160 ’ marke r f aceco lo r ’ , [ 1 0 0 ] )
161

162 % t i t l e ( ’ i t e r a t i o n gain : | |Rˆ{new}−Rˆ{ o ld } | | F ’ , . . .
163 % ’ fontweight ’ , ’ bold ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 1 5 , ’ co lo r ’ , ecyan ) ;
164 t i t l e ( s t r c a t ( ’ $\sum \ l i m i t s { i =1}ˆ{n} ’ , . . .
165 ’ \ p a r a l l e l \mathbf{y} i −\mathbf{R}\mathbf{x} i ’ , . . .
166 ’−\mathbf{ t }\ p a r a l l e l 2 ˆ2$ ’ ) , ’ i n t e r p r e t e r ’ , . . .
167 ’ l a t e x ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 40)
168

169 xlim ( [ 1 maxNumIter ] )
170 s e t ( gca , ’ XTickLabel ’ , num2str ( ( 1 : maxNumIter ) ’ ) , . . .
171 ’ XTick ’ , 1 : maxNumIter )
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172 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
173 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
174 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
175

176 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ;
177 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , . . .
178 ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
179 hold o f f

Υλοποίηση των πειραμάτων της [Ενότητας 7.1.2].

pairwise on artificial.m

1 %PAIRWISE ON ARTIFICIAL demo f o r comparisson o f the ICP
2 % and ECM−PR algor i thms on the pa i rw i s e r e g i s t r a t i o n o f
3 % two p a r t i a l l y over lapp ing unequ i ca rd ina l 3D−p . c louds
4 % one o f which i s a corrupted ( see o u t l i e r c o n s t r u c t o r .m)
5 % subsample roto−t r a n s l a t e d ve r s i o n o f the other ( model ) .
6 % As model p . c loud we used the s tan fo rd bunny . Stored as
7 % a [ 3 x . . . ] matrix in the f i l e ” rabb i t . mat ” . The ground
8 % truth r o t a t i o n on a l l exper iments i s p i /6 rad ians coun−
9 % t e r c l o c k w i s e ( t r a n s l a t i o n value does not a f f e c t the re−

10 % s u l t s so i t i s ignored at the computation o f e r r o r s .
11 % Both a lgor i thms executed 70 i t e r a t i o n s to be sure that
12 % they reached t h e i r s t a t i o n a r y po int .
13 %
14 %
15 % $ Last r e v i s i t e d : Wed, 24 October , 6 :18 PM $
16

17 c l e a r
18 c l o s e a l l
19

20 % IF not compiled
21 %mex mex sqe . c
22

23 % cons t ruc t model p . c loud X and ” a c q u i s i t i o n ” p . c loud Y
24 load rabb i t % conta in s a [ 3 x . . ] matrix I repr . a p . c l
25

26 X = I ( : , 1 : 1 0 : end ) ; % Subsample the model po int c loud
27

28 % ground truth r o t a t i o n
29 theta = pi /6 ;
30 Rx = [ 1 0 0 ;0 cos ( theta ) −s i n ( theta ) ; . . .
31 0 s i n ( theta ) cos ( theta ) ] ;
32 Ry = [ cos ( theta ) 0 −s i n ( theta ) ; 0 1 0 ; . . .
33 s i n ( theta ) 0 cos ( theta ) ] ;
34 Rz = [ cos ( theta ) −s i n ( theta ) 0 ; . . .
35 s i n ( theta ) cos ( theta ) 0 ; 0 0 1 ] ;
36 R = Rx∗Ry∗Rz ;
37
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38 % c r e a t e the ” a c q u i s i t i o n ” ( apply Isometry and subsample )
39 Y = R∗X+5.4; % add a disp lacement ( t r a n s l a t i o n )
40 Y = Y( : , 1 : end−50) ;
41

42 % d e f i n e i t e r a t i o n s ( a l l o f them w i l l be run ( no endeVal )
43 maxNumIter = 70 ;
44

45 % some c o l o r s f o r the Visua l part
46 ecyan = [35 107 144 ] /255 ;
47 s e cond a ry co l o r = [47 109 134 ] /255 ;
48

49 % Visua l example o f the model c loud with some no i s e disp−
50 % e r s i t y and some o u t l i e r s added on i t
51 % [ f o r v i s u a l comprehension o f the e r r o r data presented
52 % subsequent ly ]
53

54 [ Evisual , ext ] = o u t l i e r c o n s t r u c t o r (X, 2 5 , . 4 ) ;
55

56 f i g u r e ;
57 hold on
58 t i t l e ( ’ Noise SNR 25%, Out l i e r percent . 40% ’ , . . .
59 ’ f o n t s i z e ’ ,27 , ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , . . .
60 ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
61 p lo t3 ( Ev i sua l ( 1 , 1 : end−ext ) , Ev i sua l ( 2 , 1 : end−ext ) , . . .
62 Evisua l ( 3 , 1 : end−ext ) , ’ . ’ , ’ c o l o r ’ , ecyan ) ;
63 p lo t3 ( Ev i sua l (1 , end−ext +1:end ) , . . .
64 Evisua l (2 , end−ext +1:end ) , Ev i sua l (2 , end−ext +1:end ) , . . .
65 ’ . ’ , ’ c o l o r ’ , [ . 5 . 5 . 5 ] ) ;
66

67 % Aspect Ratio opt . f o r 16/9 monitors
68 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ;
69 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) . . .
70 3∗a (4 ) ] / 5 ) , ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
71 hold o f f
72

73 % Def ine SNR/ o u t l i e r percentage p a i r s to measure ground−
74 % truth d ive rgence s f o r the two a lgor i thms . Three packets
75 % nv combined : presence o f both o u t l i e r s and d i s p a r s i t y n
76 % n v n o i s e o n l y : o u t l e r s wont be added , d i s p a r s i t y n only
77 % n v o u t l i e r s o n l y : d i s p a r s i t y no i s e w i l l be abscent
78 nv combined = [ I n f 100 70 45 25 ;
79 0 . 1 . 2 . 3 . 4 ] ;
80

81 n v n o i s e o n l y = [25 30 45 70 100 ;
82 0 0 0 0 0 ] ;
83

84 n v o u t l i e r s o n l y = [ I n f I n f I n f
85 . 1 . 27 . 4 ] ;
86

87 % concatenate a l l exper iments in a c e l l , one f i g u r e w i l l
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88 % be created f o r each element in c e l l n v c e l l .
89 n v c e l l = {nv combined , nv no i s e on ly , n v o u t l i e r s o n l y } ;
90

91

92 % Build the r equ i r ed c ve r r o r matr i ce s
93

94 % no i s e types x nv pa i r s / type x 2 a lgor i thms x i t e r a t i o n s
95 c v e r r = c e l l ( numel ( n v c e l l ) , 1 ) ; % snr / o u t l i e r s / snr+out .
96

97 %
98 % Algorithm 1 i s ecmpr / 2 i s i cp
99 %

100

101 % Das Experiments : compute convergence e r r o r s f o r n v c e l l
102 f o r i =1:numel ( n v c e l l )
103 i f (˜ isempty ( n v c e l l { i }) )
104 f p r i n t f ( ’ Measuring s e t %d\n ’ , i ) ;
105

106 % the block i t e r x a lgor i thms x s n r v a l u e s to be s t o r
107 % ed on each c e l l e lement o f c v e r r .
108 t emp error s = ze ro s ( maxNumIter , 2 , s i z e ( n v c e l l { i } , 2 ) ) ;
109

110 f o r j =1: s i z e ( n v c e l l { i } , 2 )
111 % r e i n s t a n t i a t e Y SNR o u t l i e r s
112 Yj = o u t l i e r c o n s t r u c t o r (Y, n v c e l l { i } (1 , j ) , . . .
113 n v c e l l { i } (2 , j ) ) ;
114

115 % endeVal −> −1 w i l l f o r c e both a lgor i thms to run a l l
116 % i t e r a t i o n s .
117

118 [ R ecmpr , t ecmpr , ˜ , ˜ , ˜ , ˜ , t emp error s ( : , 1 , j ) ] = . . .
119 ecmpr (X, Yj , ’ groundTruth ’ ,R , . . .
120 ’ maxNumIter ’ , maxNumIter , ’ endeval ’ ,−1 , ’ r ad iu s ’ , . . .
121 1e10 , ’ e p s i l o n ’ , . 7 ) ;
122

123 [ R icp , t i c p , ˜ , ˜ , ˜ , t emp error s ( : , 2 , j ) ] = . . .
124 i cp (X, Yj , ’ groundTruth ’ ,R , . . .
125 ’ maxNumIter ’ , maxNumIter , ’ endeVal ’ ,−1) ;
126 end
127

128 % s t o r e the block [ may not be e q u i c a r d i n a l with
129 % the remaining i ’ s ]
130 c v e r r { i } = temp error s ;
131 end
132 end
133

134 % V i s u a l i z e convergence e r r o r s
135

136 % one p lo t ( f i g u r e ) f o r each n v c e l l ( snr , o u t l i e r s , . . . )
137 f o r i =1:numel ( c v e r r )
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138 i f (˜ isempty ( n v c e l l { i }) )
139 f i g u r e ;
140

141 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ; % opt . 16/9 AR
142 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) . . .
143 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
144

145 % The t i t l e s , g e n e r i c t i t l e f o r i > 3 unknow c e l l e l .
146 hold on
147 switch i
148 case 1
149 t i t l e ( ’ Pa i rwi se on a r t i f i c i a l [SNR/OUTLIERS] ’ , . . .
150 ’ f o n t s i z e ’ ,27 , ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , . . .
151 ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
152 case 2
153 t i t l e ( ’ Pa i rwi se on a r t i f i c i a l [SNR only ] ’ , . . .
154 ’ f o n t s i z e ’ ,27 , ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , . . .
155 ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
156 case 3
157 t i t l e ( ’ Pa i rwi se on a r t i f i c i a l [OUTLIER only ] ’ , . . .
158 ’ f o n t s i z e ’ ,27 , ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , . . .
159 ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
160 otherwi se
161 t i t l e ( s t r c a t ( ’ Pa i rwi se on a r t i f i c i a l ’ , . . .
162 s p r i n t f ( ’ %d [MODIFIED] ’ , i ) ) ) ;
163 end
164

165 % Fetch some c o l o r s f o r the e r r o r v i s u a l i z a t i o n part .
166 n o f p a i r s = s i z e ( c v e r r { i } , 3 ) ;
167 TTC = j e t (10∗ n o f p a i r s ) ; % expand c o l o r d i f f e r e n c e s
168

169 % Construct a readab le legend
170 DynamicLegend = c e l l ( no fpa i r s , 1 ) ;
171 f o r d y n l e n e n t r i e s =1: n o f p a i r s
172 DynamicLegend{ d y n l e n e n t r i e s } = . . .
173 s p r i n t f ( ’SNR %.2 f , O u t l i e r s %.2 f %%’ , . . .
174 n v c e l l { i } (1 , d y n l e n e n t r i e s ) , . . .
175 n v c e l l { i } (2 , d y n l e n e n t r i e s ) ∗100) ;
176 end
177

178 f o r j =1: n o f p a i r s
179 % D i f f e r e n t c o l o r f o r each no i s e pair , d i f f e r e n t
180 % l i n e s t y l e f o r each a lgor i thm : −− ICP / ECMPR
181 p lo t ( c v e r r { i } ( : , 1 , j ) , ’ l i n ew id th ’ , . . .
182 2 . 7 , ’ c o l o r ’ ,TTC(7∗ j , : ) ) % 1 i s ECMPR
183 end
184 h legend = legend ( DynamicLegend ) ;
185 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ ) ;
186 lp = get ( h legend , ’ p o s i t i o n ’ ) ;
187



125 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ

188 % V i s u a l i z e the l i n e s t y l e s used f o r each a lgor i thm
189 h = annotat ion ( ’ textbox ’ , [ lp (1 ) lp (2 ) −.051 . . .
190 . 19 . 0 3 5 ] , ’ s t r i n g ’ , s t r c a t ( ’ $\mathrm{ECMPR}˜˜ ’ , . . .
191 ’ ˆ{\ \ \ \ \ \ \ }˜˜˜\\\mathrm{ICP} ’ , . . .
192 ’ ˜˜ˆ{\ \ ;\ \ ;\ \ ;\ }$ ’ ) , ’ i n t e r p r e t e r ’ , . . .
193 ’ l a t e x ’ , ’ c o l o r ’ , s e cond a ry co l o r ) ;
194

195 % The nonlegend p l o t s
196 f o r j =1: n o f p a i r s
197 p lo t ( c v e r r { i } ( : , 2 , j ) , ’−− ’ , . . .
198 ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 , ’ c o l o r ’ ,TTC(7∗ j , : ) ) % 2 i s ICP
199 end
200 hold o f f
201 end % i f no va lue s f o r an n v c e l l elem . no i s e dont p l o t
202 end

Αʹ.2 Υλοποιήσεις πολλαπλής αντιστοίχισης

Υλοποίηση του αλγορίθμου ECM-PR πολλαπλών όψεων, [κεφάλαιο 6].

mv ecmpr.m

1 f unc t i on [R, t ,X, cve r r ] = mv ecmpr (V,X, vararg in )
2 %MVECMMPR Mult ip l e View ve r s i on o f the Expectat ion Cond−
3 % i t i o n a l maximization − Point R e g i s t r a t i o n a lgor i thm
4 % Implemented us ing the method de s c r ibed in s e c t i o n 6 . 2 . 1
5 %
6 % [R, t ] = mv ecmpr (V,X) Returns the optimum trans fo rmat i−
7 % on parameters f o r the r e g i s t r a t i o n o f the p . c louds in
8 % c e l l V in two c e l l s R and t . The r e g i s t r a t i o n i s ach iev
9 % ed by apply ing the corre spond ing R{ j } , t { j } to each V{ j }

10 % as R{ j } x V{ j } +t { j } x ones (1 , s i z e (V{ j } , 2 ) ) . X conta in s
11 % the i n i t i a l c e n t r o i d s o f the gauss ian mixture model .
12 % I n i t i a l va r i anc e s are a l l s e t equal with 1000 .
13 %
14 % [R, t ,X] = mv ecmpr (V,X) re turn a l s o a c e l l X conta in ing
15 % the f i n a l c e n t r o i d s in X{1} and t h e i r va r i ance s in X{2}
16 %
17 % V must be a c e l l o f M [ 3 x . . . ] matr i ce s whose columns
18 % r e p r e s e n t 3 Dimensional po ints , each entry o f V i s t r e a t
19 % ed as an independent view . X must be a [ 3 x k ] matrix .
20 %
21 % OPTIONAL INPUT arguments can be g iven as s t r i ng−value p
22 % a i r s
23 %
24 % [R, t ] = mv icp (V, . . . , ’ param1 ’ , va l1 . . , ’ param2 ’ , val2 , . . )
25 %
26 %
27 %
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28 % Input parameters i n c lude :
29 %
30 % ’ Rinit ’ I s a c e l l o f [ 3 x3 ] Rotation
31 % matr i ce s used as an i n i t i a l
32 % assumption o f the pose betwe
33 % en the views V{ j } and the
34 % common r e f e r e n t i a l . De fau l t s
35 % are the I d e n t i t y matr i ce s .
36 %
37 %
38 % ’ t ’ I s a c e l l o f [ 3 x1 ] t r a n s l a t i
39 % on ve c t o r s used as an i n i t i −
40 % a l assumption o f the d i s p l a c
41 % ement o f the views V{ j } . De−
42 % f a u l t s are zero v e c t o r s .
43 %
44 %
45 % ’ maxNumIter ’ S p e c i f i e s the max . number o f
46 % i t e r a t i o n s . Defau l t i s 70 .
47 %
48 %
49 % ’ gt ’ I s a c e l l conta in ing Ground−
50 % Truth r o t a t i o n matr i ce s f o r
51 % each view V{ j } assuming that
52 % a l l views are r e p r o j e c t e d to
53 % V{1} . I f ’ gt ’ i s provided
54 % the op t i on a l argument cve r r
55 % i s returned . Cverr conta in s
56 % convergence e r r o r s measure−
57 % ments f o r the r o t a t i o n s com−
58 % puted at each i t e r a t i o n .
59 % Cverr e n t r i e s are computed
60 % as | | Rproj{ j } − Rgt{ j } | | Fˆ2
61 % where Rproj{ j } i s the pro−
62 % j e c t i o n o f V{ j } onto V{1}
63 % as R{1} ’∗R{ j } and where R i s
64 % the r o t a t i o n es t imate o f the
65 % current i t e r a t i o n .
66 %
67 %
68 % ’ eps i l on ’ I s the a r t i f i c i a l f l a t t e n ad
69 % ded to the va r i ance s in or−
70 % der to avoid zero va r i ance s .
71 % Defau l t i s 1e−5.
72 %
73 %
74 % ’ radius ’ I s the o u t l i e r radius , a wei
75 % ght ing o f the o u t l i e r c l a s s .
76 % The l a r g e r the radius , more
77 % propable a po int to f a l l in−
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78 % to the o u t l i e r c l a s s .
79 % Dafult i s 10 .
80 %
81 %
82 % ’S ’ I n i t i a l c ova r i ance s f o r the
83 % c e n t r o i d s o f the GMM. Must
84 % be a s c a l a r or k x 1 vec to r
85 % I f i t i s a s c a l a r a l l centr−
86 % oids are i n i t i a l i z e d with
87 % the same var iance .
88 % Dafult i s 10 f o r a l l c e n t e r s
89 %
90 %
91 % $ Last r e v i s i t e d : Tue , 5 November , 12 :57 AM $
92

93 M = numel (V) ; % number o f views i . e . t r ans f o rmat i ons
94 k = s i z e (X, 2 ) ; % number o f c l u s t e r c e n t e r s
95

96 % input par s e r
97 p = inputParser ;
98 addOptional (p , ’ maxNumIter ’ ,70 , . . .
99 @( x ) ( round ( x )==x ) & x>0) ;

100 addOptional (p , ’ t ’ ,NaN,@( x ) i s c e l l ( x ) | | i s v e c t o r ( x ) ) ;
101 addOptional (p , ’ R in i t ’ ,NaN) ;
102 addOptional (p , ’ e p s i l o n ’ ,1 e−5, @ i s s c a l a r ) ;
103 addOptional (p , ’ r ad iu s ’ ,1 e1 ,@( x ) gt (x , 0 ) ) ;
104 addOptional (p , ’ gt ’ ,{} ,@( x ) i s c e l l ( x ) ) ;
105 addOptional (p , ’S ’ , 1 . 5 , @i svector ) ;
106 parse (p , vara rg in { :} ) ;
107

108 %rename s t r u c t va lue s
109 t = p . Resu l t s . t ( : ) ’ ;
110 R = p . Resu l t s . R in i t ;
111 e p s i l o n = p . Resu l t s . e p s i l o n ;
112 maxNumIter = p . Resu l t s . maxNumIter ;
113 r = p . Resu l t s . r ad iu s ;
114 Rgt = p . Resu l t s . gt ;
115 S = p . Resu l t s . S ;
116

117 % i f user did not prov ide R, cons t ruc t the i n i t i a l R c e l l
118 i f ˜ i s c e l l (R)
119 R = mat2ce l l ( kron ( ones (1 ,M) , eye (3 ) ) ,3 ,3∗ ones (M, 1 ) ) ;
120 end
121

122 % same f o r t c e l l
123 i f ˜ i s c e l l ( t )
124 t = mat2ce l l ( z e r o s (3∗M, 1 ) ,3∗ ones (M, 1 ) ,1 ) ’ ;
125 end
126

127 % check va r i ance s [ v e c t o r i z e i f user provided a s c a l a r ]
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128 i f numel (S) == 1
129 S = repmat (S , k , 1 ) ;
130 end
131

132 i t e r = 1 ;
133 a = c e l l (M, 1 ) ;
134 U3D = 2.121320343559643 ∗ r .ˆ−3; % 1 .5 \/2 rˆ−3
135

136 % cver r measurment f l ag , becomes 1 only i f gt i s provided
137 m e a s u r e d i f f e r e n c e s = 0 ;
138 i f nargout > 3
139 i f isempty ( Rgt )
140 e r r o r ( ’ gt va lue s not provided ’ ) ;
141 e l s e
142 cve r r = ze ro s ( maxNumIter ,M) ;
143 m e a s u r e d i f f e r e n c e s = 1 ;
144 end
145 end
146

147 % zeromean Everything R∗(X−imean )+t ==> R∗X −R∗ imean+t
148 imeans = c e l l f u n (@(V) mean(V, 2 ) ,V, ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
149 V = c e l l f u n (@(V, imeans ) V−repmat ( imeans , 1 , s i z e (V, 2 ) ) , . . .
150 V, imeans , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;% the Zero meaned V c e l l
151

152 whi le ( i t e r <= maxNumIter )
153 f o r j =1:M % f o r a l l views a . k . a t rans f o rmat i ons
154

155 m = s i z e (V{ j } , 2 ) ;
156

157 % Apply the j−th trans form to the c e n t e r s X
158 TX = R{ j } ’∗ (X−repmat ( t { j } , 1 , k ) ) ;
159

160 % p o s t e r i o r s f o r the cur rent view
161 a{ j } = mex sqe (V{ j } ,TX) ;
162

163 % logar i thmized exponent ia t i on may work b e t t e r
164 a{ j } = repmat (S ’ .ˆ−3 ,m, 1 ) . ∗ . . .
165 exp (−.5∗ repmat (S ’ .ˆ−2 ,m, 1 ) .∗ a{ j }) ;
166 a{ j } = a{ j } . / repmat ( ( sum( a{ j } , 2 )+U3D) ,1 , k ) ;
167

168 % Vir tua l po in t s with r e s p e c t to l i [ l ˜rowVec ]
169 l = sum( a{ j }) ;
170 W = repmat ( 1 . / l , 3 , 1 ) . ∗ (V{ j }∗a{ j }) ;
171

172 % UMEYAMA
173 p = s q r t ( k∗ l ( : ) /2) . / S ; % {hˆ = B∗h}
174 Xcond = X.∗ repmat (p ’ , 3 , 1 ) ; % {Xˆ = X∗B }
175 W = W.∗ repmat (p ’ , 3 , 1 ) ; % {Ŵ = W∗B }
176 gamma = p ’∗p ; % {denum = hˆT∗B∗B∗h}
177
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178 % Estimate new R{ j } and t { j } us ing the method o f
179 % [ s e c t i o n 4 . 1 . 4 ] by i n v e r t i n g the pos . o f R and t .
180

181 % [U,D,V] = svd (WKX’ )
182 % R = USV’ where S = diag ( [ 1 1 . . . 1 ] )
183 % or diag ( [ 1 . . . −1]) i f r e f l e c t i o n |UV|<0
184 % Avoid the e x t e r i o r product and
185 % the e x p l i c i t c on s t r u c t i on o f K & B
186 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
187 SIGMA = W∗Xcond ’−((W∗p) ∗(Xcond∗p) ’ ) /gamma;
188 %−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
189 % SIGMA = W∗K∗Xcond ’ =>
190 % SIGMA = W( I−Bh’ h ’ ˆT∗B/gamma)XcondˆT =>
191 % SIGMA = WXcondˆT − W∗ppˆT∗XcondˆT/gamma =>
192 % SIGMA = WXcondˆT − ( (W∗p) ∗(Xcond∗p) ˆT) /gamma
193

194 [UU, ˜ , vv ] = svd (SIGMA) ;
195 %diag ( Se ig )
196

197 % check i f r e f l e c t i o n g i v e s a b e t t e r match
198 S r e f l e c t i o n = eye (3 ) ;
199 i f det (UU∗vv ’ ) < 0
200 S r e f l e c t i o n ( end ) = −1;
201 end
202

203 % Umeyama s o l u t i o n o f | |V −R ume∗X −t | |
204 R ume = UU∗ S r e f l e c t i o n ∗vv ’ ;
205 t ume = (W−R ume∗Xcond) ∗p/gamma;
206

207 % Symmetrization in | |R{ j }V +t { j } − X | |
208 R{ j } = R ume ’ ;
209 t { j } = −R{ j }∗ t ume ;
210

211 end % end R, t e s t imat i on
212

213 % IF REQUESTED
214 i f m e a s u r e d i f f e r e n c e s
215 % r e p r o j e c t everyth ing onto the f i r s t
216 Rproj = c e l l f u n (@( x ) R{1} ’∗x ,R, ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
217 cve r r ( i t e r , : ) = c e l l f u n (@( Rproj , Rgt ) . . .
218 norm( Rproj−Rgt , ’ f r o ’ ) , Rproj , Rgt ) ;
219 end
220

221 % apply new R, t
222 TV = c e l l f u n (@(x ,R, t ) R∗x+repmat ( t , 1 , s i z e (x , 2 ) ) , . . .
223 V,R, t , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
224

225 % Update c l u s t e r c e n t e r s X k
226 f o r v = 1 : k
227 tmpx = [ 0 ; 0 ; 0 ] ;
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228 denum = 0 ;
229 f o r j =1:M
230 tmpx = tmpx+TV{ j }∗a{ j } ( : , v ) ;
231 denum = denum+sum( a{ j } ( : , v ) ) ;
232 end
233 X( : , v ) = tmpx/denum ;
234 end
235

236 % Update cova r i ance s (They do not depend on X k )
237 f o r v = 1 : k
238 % var iance numerator and denominator
239 num = 0 ;
240 denum = 0 ;
241 f o r j =1:M
242 num = num+mex sqe (TV{ j } ,X( : , v ) ) ’∗ a{ j } ( : , v ) ;
243 denum = denum+sum( a{ j } ( : , v ) ) ;
244 end
245 S( v ) = s q r t (num/(3∗denum)+e p s i l o n ) ;
246 end
247

248 f p r i n t f ( ’ pass %d\n ’ , i t e r ) ;
249 i t e r = i t e r +1;
250

251 end % gene ra l i t e r a t o r
252

253 % Reca l cu la t e t f o r the non zeromeaned V, t ’ = t−R∗v mean
254 t = c e l l f u n (@( t ,R, imeans ) t−R∗ imeans , t ,R, imeans , . . .
255 ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
256

257 % Concatenate the f i n a l va r i anc e s to c e l l X
258 X = {X, S } ;

Υλοποίηση του αλγορίθμου ICP πολλαπλών όψεων, [Ενότητα 5.2.1].

mv icp.m

1 f unc t i on [R, t , cve r r ] = mv icp (V, vararg in )
2 %MV ICP Mult ip l e View v e r s i on o f the I t e r a t i v e C lo s e s t
3 % point a lgor i thm . Implemented us ing t y p i c a l i n j e c t i v e
4 % NN Search and the method f o r s imultaneous e s t imat ion o f
5 % trans fo rmat ion parameters g iven by J . Wil l iams and M. Be−
6 % nnamoun in [ s e c t i o n 5 . 1 . 1 ] o f the cur rent t h e s i s .
7 %
8 % [R, t ] = mv icp (V) Returns the optimum trans fo rmat ion
9 % parameters f o r the r e g i s t r a t i o n o f the p . c louds in c e l l

10 % V in two c e l l s R and t . The r e g i s t r a t i o n i s achieved by
11 % apply ing the corre spond ing R{ j } , t { j } to each V{ j } as
12 % R{ j } x V{ j } + t { j } x ones (1 , s i z e (V{ j } , 2 ) ) .
13 %
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14 % V must be a c e l l o f M [ 3 x . . . ] matr i ce s whose columns
15 % r e p r e s e n t 3 Dimensional po ints , each entry o f V i s t r e a t
16 % ed as an independent view .
17 %
18 % OPTIONAL INPUT arguments can be g iven as s t r i ng−value p
19 % a i r s
20 %
21 % [R, t ] = mv icp (V, . . . , ’ param1 ’ , va l1 . . , ’ param2 ’ , val2 , . . )
22 %
23 %
24 %
25 % Input parameters i n c lude :
26 %
27 % ’R’ I s a c e l l o f [ 3 x3 ] Rotation
28 % Matr ices used as an i n i t i a l
29 % assumption o f the pose betwe
30 % en the views V{ j } and the
31 % common r e f e r e n t i a l . De fau l t s
32 % are the I d e n t y t i matr i ce s .
33 %
34 %
35 % ’ t ’ I s a c e l l o f [ 3 x1 ] t r a n s l a t i
36 % on ve c t o r s used as an i n i t i −
37 % a l assumption o f the d i s p l a c
38 % ement o f the views V{ j } . De−
39 % f a u l t s are zero v e c t o r s .
40 %
41 %
42 % ’ maxNumIter ’ S p e c i f i e s the max . number o f
43 % i t e r a t i o n s . Defau l t i s 70 .
44 %
45 %
46 % ’ gt ’ I s a c e l l conta in ing Ground−
47 % Truth r o t a t i o n matr i ce s f o r
48 % each view V{ j } assuming that
49 % a l l views are r e p r o j e c t e d to
50 % V{1} . I f ’ gt ’ i s provided
51 % the op t i on a l argument cve r r
52 % i s returned . Cverr conta in s
53 % convergence e r r o r s measure−
54 % ments f o r the r o t a t i o n s com−
55 % puted at each i t e r a t i o n .
56 % Cverr e n t r i e s are computed
57 % as | | Rproj{ j } − Rgt{ j } | | Fˆ2
58 % where Rproj{ j } i s the pro−
59 % j e c t i o n o f V{ j } onto V{1}
60 % as R{1} ’∗R{ j } and where R i s
61 % the r o t a t i o n es t imate o f the
62 % current i t e r a t i o n .
63 %
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64 %
65 % $ Last r e v i s i t e d : Tue , 5 November , 12 :18 AM $
66

67 M = numel (V) ;
68

69 %input par s e r
70 p = inputParser ;
71 addOptional (p , ’ t ’ ,NaN) ;
72 addOptional (p , ’R ’ ,NaN) ;
73 addOptional (p , ’ maxNumIter ’ ,70 , . . .
74 @( x ) ( round ( x )==x ) & x>0) ;
75 addOptional (p , ’ gt ’ ,{} , @ i s c e l l ) ;
76 parse (p , vara rg in { :} ) ;
77

78 %rename s t r u c t va lue s
79 t = p . Resu l t s . t ( : ) ’ ; % The s t r u c t co lumnizes t
80 R = p . Resu l t s .R;
81 maxNumIter = p . Resu l t s . maxNumIter ;
82 Rgt = p . Resu l t s . gt ;
83

84 % i f user did not prov ide R, cons t ruc t the i n i t i a l R c e l l
85 i f ˜ i s c e l l (R)
86 R = mat2ce l l ( kron ( ones (1 ,M) , eye (3 ) ) ,3 ,3∗ ones (M, 1 ) ) ;
87 end
88

89 % same f o r t c e l l
90 i f ˜ i s c e l l ( t )
91 t = mat2ce l l ( z e r o s (3∗M, 1 ) ,3∗ ones (M, 1 ) ,1 ) ’ ;
92 end
93

94 % cver r measurment f l ag , becomes 1 only i f gt i s provided
95 m e a s u r e d i f f e r e n c e s = 0 ;
96 i f nargout > 2
97 i f isempty ( Rgt )
98 e r r o r ( ’ gt va lue s not provided ’ ) ;
99 e l s e

100 cve r r = ze ro s ( maxNumIter ,M) ;
101 m e a s u r e d i f f e r e n c e s = 1 ;
102 end
103 end
104

105 % NOTE: ZeroMeaning o f the Input does not a l t e r the res−
106 % u l t o f MV ICP so i t was over looked .
107 f o r i t e r =1:maxNumIter
108

109 % Apply cur rent e s t imat i on o f R, t
110 Vcomparisson = c e l l f u n (@(x ,R, t ) R∗x+repmat ( t , 1 , . . .
111 s i z e (x , 2 ) ) ,V,R, t , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
112

113 % NN search
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114

115 % p a i r s= [ ones (M−1 ,1) ( 2 :M) ’ ] ; % 1−2 ,1−3 ,1−4 ,... ,1−M
116 p a i r s = combntns ( 1 :M, 2 ) ; % a l l p o s s i b l e combinat ions by 2
117 P = s i z e ( pa i r s , 1 ) ;
118 Vmod = c e l l (P, 2 ) ; % Vle f t pp Vright pp
119

120 % For every pair , the view with the sma l l e r c a r d i n a l i t y .
121 [ c a rd ina l s ,mc ] = min ( c e l l f u n (@( x ) . . .
122 s i z e (x , 2 ) ,V( p a i r s ) ) , [ ] , 2 ) ;
123

124 f o r pp=1:P
125 % the most/ l e a s t populated view o f t h i s pa i r
126 smal l = p a i r s (pp ,mc(pp) ) ;
127 big = p a i r s (pp,3−mc(pp) ) ;
128

129 % f e t c h the Large view and a l t e r i t
130 mc3tmp = Vcomparisson{big } ;
131 mc3ind = ze ro s ( c a r d i n a l s (pp) ,1 ) ;
132

133 % NN search f o r each po int in most−c a r d i n a l (mc) view
134 f o r i = 1 : c a r d i n a l s (pp)
135 % mc3ind ( i ) = knnsearch (mc3tmp ’ , . . .
136 % Vcomparisson{ smal l } ( : , i ) ’ ) ; % old vers ion , same r e s .
137 [ ˜ , mc3ind ( i ) ] = min ( mex sqe (mc3tmp , . . .
138 Vcomparisson{ smal l } ( : , i ) ) ) ;
139 mc3tmp ( : , mc3ind ( i ) ) = I n f ; % demand i n j e c t i v i t y
140 end
141

142 % Modif ied c e l l conta in ing s e t s o f cor re spond ing pts
143 % f o r each pa i r o f views , updated at each i t e r a t i o n .
144 Vmod(pp , [ mc(pp) 3−mc(pp) 3 ] ) = . . .
145 {V{ smal l } V{ big } ( : , mc3ind ) , ones (1 , c a r d i n a l s (pp) ) } ;
146 end
147

148 R = ce l l 2mat (R) ; % r e c a s t to c e l l
149

150 % L2 optimum trans fo rmat ion parameters us ing J . Wil l iams
151

152 % View s e l e c t i o n matr i ce s
153 Ca = ze ro s (3∗M,3∗P) ; % Le f t views
154 f o r i =1:P
155 Ca(3∗ ( p a i r s ( i , 1 )−1)+1:3∗ p a i r s ( i , 1 ) , . . .
156 3∗( i −1)+1:3∗ i ) = eye (3 ) ;
157 end
158 Cb = ze ro s (3∗M,3∗P) ; % Right v i e s
159 f o r i =1:P
160 Cb(3∗ ( p a i r s ( i , 2 )−1)+1:3∗ p a i r s ( i , 2 ) , . . .
161 3∗( i −1)+1:3∗ i ) = eye (3 ) ;
162 end
163
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164 % The H c e l l s , p lay ing r o l e in the Q r part o f costFun
165 % The weighted cova r i ance s XX’
166 Hxx = c e l l f u n (@(x , l ) ( x .∗ repmat ( l , 3 , 1 ) ) ∗x ’ , . . .
167 Vmod( : , 1 ) ,Vmod( : , 3 ) , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
168 % The weighted cova r i ance s WW’
169 Hyy = c e l l f u n (@(w, l ) (w.∗ repmat ( l , 3 , 1 ) ) ∗w ’ , . . .
170 Vmod( : , 2 ) ,Vmod( : , 3 ) , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
171 % The weighted c r o s s c o v a r i a n c e s ( Hxy and Hyx are symm . )
172 Hxy = c e l l f u n (@(x ,w, l ) ( x .∗ repmat ( l , 3 , 1 ) ) ∗w ’ , . . .
173 Vmod( : , 1 ) ,Vmod( : , 2 ) ,Vmod( : , 3 ) , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
174

175 % Transform them into matr i ce s a . k . a b l k d i a g o n a l i z e
176 Hxx = blkd iag (Hxx{ :} ) ;
177 Hyy = blkd iag (Hyy{ :} ) ;
178 Hxy = blkd iag (Hxy{ :} ) ;
179 Hyx = Hxy ’ ;
180

181 % The Gamma Matrix
182 Weights = c e l l f u n (@( l ) sum( l ) ∗ eye (3 ) ,Vmod( : , 3 ) , . . .
183 ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
184 % block d iagona l o f The sum of weights
185 Weights = blkd iag ( Weights { :} ) ;
186

187 C d i f f = Ca−Cb;
188

189 %PINV( abs (PINV)<eps (3∗P∗norm(PINV) ) ) = 0 ;
190 PINV = pinv ( C d i f f ∗Weights∗Cdi f f ’ ) ;
191

192 %Gamma( abs (Gamma)<eps (3∗P∗norm(Gamma) ) ) = 0 ;
193 Gamma = Weights∗Cdi f f ’∗PINV∗C d i f f ∗Weights ;
194

195 % F i l l 3x3 d iagona l b locks in order to apply hadamard .
196 Gamma = ce l l 2mat ( c e l l f u n (@( x ) x+c i r c s h i f t (x , [ 0 1 ] ) + . . .
197 c i r c s h i f t (x , [ 0 2 ] ) , mat2ce l l (Gamma,3∗ ones (P, 1 ) , . . .
198 3∗ ones (P, 1 ) ) , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ) ;
199

200 % The mean v e c t o r s o f the ” Le f t ” and ” Right ” views .
201 meanVl = ce l l 2mat ( c e l l f u n (@(x , l ) ( x∗ l ’ ) /sum( l ) , . . .
202 Vmod( : , 1 ) ,Vmod( : , 3 ) , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ) ;
203 meanVr = ce l l 2mat ( c e l l f u n (@(w, l ) (w∗ l ’ ) /sum( l ) , . . .
204 Vmod( : , 2 ) ,Vmod( : , 3 ) , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ) ;
205

206 % G matr ices , weighted e x t e r i o r s o f the L ,R mean v ec to r s .
207 Gxx = Gamma. ∗ ( meanVl∗meanVl ’ ) ;
208 Gxy = Gamma. ∗ ( meanVl∗meanVr ’ ) ;
209 Gyx = Gamma. ∗ ( meanVr∗meanVl ’ ) ;
210 Gyy = Gamma. ∗ ( meanVr∗meanVr ’ ) ;
211

212 % The Qr matrix ( r o t a t i o n dependent )
213 Qr = Ca∗Hxx∗Ca ’ + Cb∗Hyy∗Cb’ − Ca∗Hxy∗Cb’ − Cb∗Hyx∗Ca ’ ;



135 ΠΑΡ�ΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΥΛΟΠΟΙΗΣΕΙΣ

214

215 % The Qrt ( Roto t rans l a t i on dependent )
216 Qrt = −Ca∗Gxx∗Ca ’ + Ca∗Gxy∗Cb’ + Cb∗Gyx∗Ca ’ −Cb∗Gyy∗Cb ’ ;
217

218 % The Q Matrix ( Complete co s t funct ion , as maximum t ra c e )
219 Q = Qr+Qrt ;
220

221 % Solve i t e r a t i v e l y f o r R = { R{1} , R{2} , . . . , R{M} } .
222 f o r i =1:1 e2 % converge ?
223 f o r j =1:M % s o l v e f o r each Rj
224

225 % The minus o b j e c t i v e
226 F = −(Q(3∗ ( j−1)+1:3∗ j , 1 : 3 ∗ ( j−1) ) ∗R( : , 1 : 3 ∗ ( j−1) ) ’ + . . .
227 Q(3∗ ( j−1)+1:3∗ j , 3∗ j +1:end ) ∗R( : , 3 ∗ j +1:end ) ’ ) ;
228

229 % SVD of the p a r t i a l o b j e c t i v e
230 [ Uwil l iams , ˜ , Vwil l iams ] = svd (F) ;
231

232 % The R{ i } block o f R
233 R( : , 3 ∗ ( j−1)+1:3∗ j ) = Vwil l iams ∗ . . .
234 diag ( [ 1 1 det ( Uwil l iams ∗Vwil l iams ) ] ) ∗Uwill iams ’ ;
235 end
236 end
237

238 % The Rotated Le f t and Right means
239 Rl = mat2ce l l (R∗Ca,3 , 3∗ ones (P, 1 ) ) ;
240 Rr = mat2ce l l (R∗Cb,3 , 3∗ ones (P, 1 ) ) ;
241

242 % The R−dependent part o f T
243 Z = blkd iag ( Rl { :} ) ∗meanVl−b lkd iag (Rr { :} ) ∗meanVr ;
244

245 % Solve f o r T once us ing the f i n a l Rotations , T =
246 % −(PINV x C d i f f x N x (R x Ca x meanVL−R x Cb x meanVR) )
247 T = − PINV∗C d i f f ∗Weights∗Z ;
248

249 % Reshape t and R to c e l l
250 t = mat2ce l l (T,3∗ ones (M, 1 ) ,1 ) ’ ;
251 R = mat2ce l l (R,3 , 3∗ ones (M, 1 ) ) ; % app l i ed in the beg inning
252

253 % IF REQUESTED
254 i f m e a s u r e d i f f e r e n c e s
255 % r e p r o j e c t everyth ing onto the f i r s t , V{1}
256 Rproj = c e l l f u n (@( x ) R{1} ’∗x ,R, ’ uniformOutput ’ , f a l s e ) ;
257 cve r r ( i t e r , : ) = c e l l f u n (@( Rproj , Rgt ) . . .
258 norm( Rproj−Rgt , ’ f r o ’ ) , Rproj , Rgt ) ;
259 end
260 di sp ( [ ’ pass ’ num2str ( i t e r ) ] )
261 end
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Υλοποίηση των πειραμάτων της [Ενότητας 7.2.1].

multiview visual.m

1 %MULTIVIEW VISUAL Visua l Comparisson o f the Resu l t s o f
2 % MV ECMPR and MV ICP algor i thms on the r e g i s t r a t i o n o f
3 % M unequ i ca rd ina l po int c louds . The user need only to
4 % s p e c i f y the l a t e n t ang l e s f o r each View in vec to r theta
5 % The Constra int o f unequal c a r d i n a l i t i e s i s f o r c ed us ing
6 % random subsampling o f the model p . c loud . S e l e c t i o n Cri−
7 % t e r i o n f o r k i s the number o f unique po in t s in the conv
8 % ex h u l l o f the i n i t i a l pose ( concat . ) o f a l l M p . c louds .
9 %

10 % $ Last r e v i s i t e d : Sat , 2 November , 3 :07 PM $
11

12 c l o s e a l l
13

14 load rabb i t % the model−cloud , a [ 3 x . . . ] matrix
15 I = I ( : , 1 : 7 : end ) ; % d i s ca rd some po in t s
16

17 maxNumIter = 87 ; % Execution I t e r a t i o n f o r both a l g s
18 theta = [ 0 p i +.2 p i /2 .1 p i /6 −pi / 3 ] ; % l a t e n t ang l e s
19

20

21 %==== I n l i n e Function For Eucl idean Transformation =====%
22 euc l i d ean = @( theta ,A, s h i f t ) . . .
23 [ 1 0 0 ;0 cos ( theta ) −s i n ( theta ) ; . 0 s i n ( theta ) . . .
24 cos ( theta ) ] ∗ [ cos ( theta ) 0 −s i n ( theta ) ; 0 1 0 ; . . .
25 s i n ( theta ) 0 cos ( theta ) ] ∗ [ cos ( theta ) −s i n ( theta ) . . .
26 0 ; s i n ( theta ) cos ( theta ) 0 ; 0 0 1 ] . . .
27 ∗A+repmat ( s h i f t , 1 , s i z e (A, 2 ) ) ;
28 %=======================================================%
29

30

31 %================= Construct the Views =================%
32 M = numel ( theta ) ; % A view f o r each ro ta t i on , as many as
33 % the ang l e s s p e c i f i e d .
34

35 V = c e l l (1 ,M) ;
36

37 f o r i =1:M
38 % Force Unequal c a r d i n a l i t i e s , des t roy corre spondences
39 endpoint = c e i l ( ( rand (1) /2+.45)∗ s i z e ( I , 2 ) ) ;
40

41 % Apply Roto t rans l a t i on and Subsampling on each View
42 V{ i } = euc l i d ean ( theta ( i ) , I ( : , 1 : endpoint ) , . . .
43 . 3∗ rand (3 , 1 ) ) ; % ˜ random i n i t i a l t r a n s l a t i o n
44 end
45 %=======================================================%
46
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47

48 %================== THE DYNAMIC LEGEND =================%
49 DynamicLegend = c e l l (M, 1 ) ; % v i s u a l i z a t i o n us ing NaN’ s
50 f o r i =1:M
51 DynamicLegend{ i } = s p r i n t f ( s t r c a t ( ’V%d : [ 3 x ’ , . . .
52 ’ %.4d ] , \\ theta = %.2 f \\ c i r c ’ ) , i , . . .
53 s i z e (V{ i } , 2 ) , theta ( i ) ∗180/ p i ) ; % radian to degree s
54 end
55 %=======================================================%
56

57

58 %=============== ColorMap & ScreenLimits ===============%
59 TTC = [ 1 0 0 ;0 0 1 ; [ 3 5 104 1 3 5 ] / 2 5 5 ; . . .
60 [ 0 . 9 0 ] ; [ . 5 . 4 . 1 ] ; [ . 7 0 0 ] ; j e t (M−5) ] ; % colormap
61 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ; % w i l l be used in p o s i t i o n i n g
62 %=======================================================%
63

64

65 %=========== INITIAL ALIGNMENT VISUALIZATION ===========%
66 hold on
67 t i t l e ( . . .
68 s p r i n t f ( ’ I n i t i a l Po s i t i on o f The %d Point Clouds ’ ,M) , . . .
69 ’ f o n t s i z e ’ ,27 , ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , . . .
70 ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
71

72 % Use NaN’ s f o r the p r o j e c t i o n o f the legend [ They do not
73 % appear in the p l o t but they count as legend e n t r i e r s ]
74 f o r i =1:M
75 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,11 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
76 TTC( i , : ) , ’ marke r f aceco lo r ’ ,TTC( i , : ) ) ;
77 end
78

79 % Place the Legend Here
80 h legend = legend ( DynamicLegend ) ;
81 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ ) ;
82

83 % Plot the Real Data with the convenient markers i ze
84 f o r i =1:M
85 p lo t3 (V{ i } ( 1 , : ) ,V{ i } ( 2 , : ) ,V{ i } ( 3 , : ) , ’ . ’ , . . .
86 ’ markeredgeco lor ’ ,TTC( i , : ) ) ;
87 end
88

89 % screen p o s i t i o n i n g
90 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
91 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
92 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
93

94 % 16/9 Aspect Ratio
95 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , . . .
96 ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
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97

98 a x i s ( ’ t i g h t ’ ) % C e n t r a l i z e the View
99 a x i s ( ’ o f f ’ ) % but d i s ca rd the l i n e /numbers

100 hold o f f
101 %=======================================================%
102

103

104 %======== REGISTRATION USING THE MULTIVIEW ICP =========%
105 [ R icp , t i c p ] = mv icp (V, ’ maxnumiter ’ , maxNumIter ) ;
106

107 TV icp = c e l l f u n (@(x ,R, t ) R∗x+repmat ( t , 1 , s i z e (x , 2 ) ) , . . .
108 V, R icp , t i c p , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ; % apply the R, t
109 %=======================================================%
110

111

112 %============ FINAL ALIGNMENT USING MV ICP =============%
113 f i g u r e ;
114 hold on
115 t i t l e ( ’ F ina l Alignment Using MV\ ICP ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 7 , . . .
116 ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
117

118 % Use NaN’ s f o r the p r o j e c t i o n o f the legend
119 f o r i =1:M
120 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,11 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
121 TTC( i , : ) , ’ marke r f aceco lo r ’ ,TTC( i , : ) ) ;
122 end
123

124 % Place the Legend Here
125 h legend = legend ( DynamicLegend ) ;
126 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ ) ;
127

128 % The Real Data
129 f o r i =1:M
130 p lo t3 ( TV icp{ i } ( 1 , : ) , TV icp{ i } ( 2 , : ) , TV icp{ i } ( 3 , : ) , . . .
131 ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ ,TTC( i , : ) ) ;
132 end
133

134 % screen c o r r e c t i o n s
135 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
136 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
137 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
138

139 % 16/9 Aspect Ratio
140 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , . . .
141 ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
142

143 a x i s ( ’ t i g h t ’ ) % C e n t r a l i z e the View
144 a x i s ( ’ o f f ’ ) % but d i s ca rd the l i n e /numbers
145 hold o f f
146 %=======================================================%
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147

148

149 %======= REGISTRATION USING THE MULTIVIEW ECMPR ========%
150 % A c r i t e r i o n f o r the number o f c e n t e r s
151 k = numel ( unique ( convhul l ( ce l l 2mat (V) ’ ) ) ) ;
152 X = randn (3 , k ) ; % The i n i t i a l c e n t e r s
153

154 [ R ecmpr , t ecmpr ]= mv ecmpr (V,X, ’ maxNumIter ’ , maxNumIter ) ;
155

156 TV ecmpr = c e l l f u n (@(x ,R, t ) R∗x+repmat ( t , 1 , s i z e (x , 2 ) ) , . . .
157 V, R ecmpr , t ecmpr , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
158 %=======================================================%
159

160

161 %============ FINAL ALIGNMENT USING MV ECMPR ===========%
162 f i g u r e ;
163 hold on
164 t i t l e ( ’ F ina l Alignment Using MV\ ECMPR ’ , ’ f o n t s i z e ’ , 2 7 , . . .
165 ’ f on tang l e ’ , ’ i t ’ , ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ , ’ c o l o r ’ , [ 0 0 0 ] ) ;
166

167 % Use NaN’ s f o r the p r o j e c t i o n o f the legend
168 f o r i =1:M
169 p lo t (NaN, ’ o ’ , ’ markers i ze ’ ,11 , ’ markeredgeco lor ’ , . . .
170 TTC( i , : ) , ’ marke r f aceco lo r ’ ,TTC( i , : ) ) ;
171 end
172

173 % Place the Legend Here
174 h legend = legend ( DynamicLegend ) ;
175 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ ) ;
176

177 f o r i =1:M
178 p lo t3 (TV ecmpr{ i } ( 1 , : ) , TV ecmpr{ i } ( 2 , : ) , . . .
179 TV ecmpr{ i } ( 3 , : ) , ’ . ’ , ’ markeredgeco lor ’ ,TTC( i , : ) ) ;
180 end
181

182 % screen c o r r e c t i o n s
183 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
184 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
185 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
186

187 % 16/9 Aspect Ratio
188 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , . . .
189 ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
190

191 a x i s ( ’ t i g h t ’ ) % C e n t r a l i z e the View
192 a x i s ( ’ o f f ’ ) % but d i s ca rd the l i n e /numbers
193 hold o f f

Υλοποίηση των πειραμάτων της [Ενότητας 7.2.2].
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multiview metricization.m

1 %MULTIVIEW METRICIZATION Quant i ta t ive comparisson o f the
2 % MV ECMPR and MV ICP algor i thms . The user has to prov ide
3 % a vecto r o f r o t a t i o n s ” theta ” and a [ 2 x . . . ] matrix o f
4 % noise−o u t l i e r p a i r s as columns , named ”nvc ” . This demo
5 % c o n s t r u c t s a s e t o f views , one f o r each entry o f theta
6 % and then measures convergence e r r o r s o f the r e g i s t r a t i −
7 % on o f the se views f o r both agorithms . The proce s s i s
8 % repeated f o r each column ( noise−o u t l i e r pa i r ) on nvc .
9 % For the view n o i s i n g a lgor i thm See OUTLIER CONSTRUCTOR.

10 %
11 %
12 % $ Last r e v i s i t e d : Mon, 4 November , 10 :56 PM $
13

14 c l o s e a l l
15

16 % l a t e n t angles , one f o r each view , random t r a n s l a t i o n
17 theta = [ 0 p i /3 2∗ pi /3 p i 4∗ pi /3 5∗ pi / 3 ] ;
18

19 % SNR va lues ( no i s e ) and O u t l i e r s percent . combined [ nvc ]
20 nvc = [ I n f 100 50 25 ;0 . 1 . 25 . 4 ] ;
21

22 % Experiment durat ions , number o f i t e r a t i o n s ( no endeVal )
23 maxNumIter = 250 ;
24

25 load rabb i t % the model−cloud , a [ 3 x . . . ] matrix
26 I = I ( : , 1 : 1 0 : end ) ; % d i s ca rd some po in t s
27

28 M = numel ( theta ) ; % num of views
29

30 %Construct Ce l l o f GroundTruth Rotat ions
31 Rgt = arrayfun (@( theta ) [ 1 0 0 ;0 cos ( theta ) . . .
32 −s i n ( theta ) ; . 0 s i n ( theta ) cos ( theta ) ] ∗ [ cos ( theta ) . . .
33 0 −s i n ( theta ) ; 0 1 0 ; s i n ( theta ) 0 cos ( theta ) ] . . .
34 ∗ [ cos ( theta ) −s i n ( theta ) 0 ; s i n ( theta ) . . .
35 cos ( theta ) 0 ; 0 0 1 ] , theta , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
36

37 % The GT i s computed by assuming everyth ing i s backproj−
38 % ected to the r e f e r e n t i a l o f the f i r s t cloud , because
39 % the r e f e r e n t i a l s est imated by MV ICP & MV ECMPR may
40 % d i f f e r . [ Repro j ec t i on to V{1} ]
41 Rgt = c e l l f u n ( @ctranspose , Rgt , ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ;
42

43 % Apply Isometry t rans fo rmat ion to a po int Cloud − View
44 % using an c e l l f u n and an i n l i n e func t i on .
45 euc l i d ean = @( theta ,A, s h i f t ) [ 1 0 0 ;0 cos ( theta ) . . .
46 −s i n ( theta ) ; . 0 s i n ( theta ) cos ( theta ) ] ∗ [ cos ( theta ) . . .
47 0 −s i n ( theta ) ; 0 1 0 ; s i n ( theta ) 0 cos ( theta ) ] . . .
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48 ∗ [ cos ( theta ) −s i n ( theta ) 0 ; s i n ( theta ) cos ( theta ) . . .
49 0 ; 0 0 1 ] ∗A+repmat ( s h i f t , 1 , s i z e (A, 2 ) ) ;
50

51 % Number o f views
52 V = c e l l (1 ,M) ;
53

54 % Construct the Views
55 f o r i =1:M
56 % Force Unequal c a r d i n a l i t i e s , des t roy corre spondences
57 endpoint = c e i l ( ( rand (1 ) /2+.45)∗ s i z e ( I , 2 ) ) ;
58

59 % Apply Roto t rans l a t i on and Subsampling on each View
60 V{ i } = euc l i d ean ( theta ( i ) , I ( : , 1 : endpoint ) , . . .
61 . 3∗ rand (3 , 1 ) ) ; % ˜ random i n i t i a l t r a n s l a t i o n
62 end
63

64 % Set a ColorMap and get system s c r e e n s i z e s
65 a = get (0 , ’ s c r e e n s i z e ’ ) ; % w i l l be used in p o s i t i o n i n g
66

67 TTC = [ [255 0 0 ;0 100 0 ;35 107 144;238 154 0 ; . . .
68 255 69 0 ]/255 ; j e t (M−5) ] ; % miss ing colormap e n t r i e s
69 % are completed us ing the bu i l t−in j e t ( ) colormap .
70

71 % i n i t i a l c e n t r o i d s f o r MV ECMPR
72 % k = numel ( unique ( convhul l ( ce l l 2mat (V) ’ ) ) ) ; % opt i ona l
73 k = 280 ;
74 X = randn (3 , k ) ; % Their topo logy doesn ’ t matter
75

76 f o r i =1: s i z e ( nvc , 2 )
77 f p r i n t f ( ’ \nSNR: %.2 f , O u t l i e r s : %.2 f%%\n\n ’ , . . .
78 nvc (1 , i ) , nvc (2 , i ) ∗100) ;
79

80 % cons t ruc t a legend with c a r d i n a l i t i e s and l a t e n t ang l e s
81 DynamicLegend = c e l l (M, 1 ) ; % v i s u a l i z a t i o n us ing NaN’ s
82 f o r j =1:M
83 DynamicLegend{ j } = s p r i n t f ( s t r c a t ( ’V%d : [ 3 x ’ , . . .
84 ’ %.4d ] , \\ theta = %.2 f \\ c i r c ’ ) , j , . . .
85 s i z e (V{ j } , 2 ) , theta ( j ) ∗180/ p i ) ; % radian to degree s
86 end
87

88 % summon the o u t l i e r con s t ruc to r f o r a l l p . c louds
89 Vmod = c e l l f u n (@(V) o u t l i e r c o n s t r u c t o r (V, nvc (1 , i ) , . . .
90 nvc (2 , i ) ) ,V, ’ uniformoutput ’ , f a l s e ) ; % SNR / o u t l i e r s
91

92 % execute mv icp
93 f p r i n t f ( ’ MultiView ICP\n ’ ) ;
94 [ ˜ , ˜ , c v e r r i c p ] = mv icp (Vmod , . . .
95 ’ maxNumIter ’ , maxNumIter , ’ gt ’ , Rgt ) ;
96

97 % execute mv ecmpr
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98 f p r i n t f ( ’ MultiView ECMPR\n ’ ) ;
99 [ ˜ , ˜ , ˜ , cverr ecmpr ] = mv ecmpr (Vmod,X , . . .

100 ’ maxNumIter ’ , maxNumIter , ’ gt ’ , Rgt , ’ r ad iu s ’ ,1 e10 , ’S ’
,10) ;

101

102 % v i s u a l i z e d i f f e r e n c e s ( convergence e r r o r s )
103 f i g u r e ;
104 hold on
105

106 % MV ECMPR e r r o r s ( cont inuous l i n e )
107 f o r z = 1 :M
108 p lo t ( cverr ecmpr ( : , z ) , ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 , ’ c o l o r ’ ,TTC( z , : ) ) ;
109 end
110

111 % s e t the Dynamic Legend and e x t r a c t i t s p o s i t i o n f o r h
112 h legend = legend ( DynamicLegend ) ;
113 s e t ( h legend , ’ f o n t s i z e ’ ,11 , ’ c o l o r ’ , ’ none ’ ) ;
114 lp = get ( h legend , ’ p o s i t i o n ’ ) ;
115

116 % Textbox f o r the l i n e s t y l e s used f o r each a lgor i thm
117 h = annotat ion ( ’ textbox ’ , [ lp (1 ) +.185 lp (2 ) +.04 .242 . . .
118 . 0 3 5 ] , ’ s t r i n g ’ , s t r c a t ( ’ $\mathrm{MV\ ;ECMPR}˜˜ ’ , . . .
119 ’ ˆ{\ \ \ \ \ \ \ }˜˜˜\\\mathrm{MV\ ; ICP} ’ , . . .
120 ’ ˜˜ˆ{\ \ ;\ \ ;\ \ ;\ }$ ’ ) , ’ i n t e r p r e t e r ’ , . . .
121 ’ l a t e x ’ , ’ c o l o r ’ , [ 3 5 104 144 ]/255) ;
122

123 % Textbox f o r cur rent f i g u r e ’ s SNR and o u t l i e r va lue s
124 l = annotat ion ( ’ textbox ’ , [ lp (1 ) +.185 lp (2 ) −.01 . 22 . . .
125 . 0 3 5 ] , ’ s t r i n g ’ , s p r i n t f ( s t r c a t ( ’SNR = %.2 f , ’ , . . .
126 ’ O u t l i e r s = %.1 f%%’ ) , nvc (1 , i ) , nvc (2 , i ) ∗100) , . . .
127 ’ c o l o r ’ , [ 3 5 104 144 ]/255 , ’ f ontwe ight ’ , ’ bold ’ ) ;
128

129 % MV ICP e r r o r s ( dashed l i n e )
130 f o r view = 1 :M
131 p lo t ( c v e r r i c p ( : , view ) , ’ l i n e s t y l e ’ , ’−− ’ , . . .
132 ’ l i n ew id th ’ , 2 . 7 , ’ c o l o r ’ ,TTC( view , : ) ) ;
133 end
134

135 % screen c o r r e c t i o n s
136 s e t ( gca , ’ Po s i t i on ’ , get ( gca , ’ OuterPos i t ion ’ ) − . . .
137 get ( gca , ’ T ight Inse t ’ ) ∗ [−1 0 1 0 ; 0 −1 0 1 ; . . .
138 0 0 1 0 ; 0 0 0 1 ] ) ;
139

140 s e t ( gcf , ’ p o s i t i o n ’ , f l o o r ( [ a (3 ) a (4 ) . . .
141 3∗a (3 ) 3∗a (4 ) ] / 5 ) , ’ c o l o r ’ , [ 1 1 1 ] ) ;
142

143 hold o f f
144 end
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