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Nota Bene

Les chapitres 1, 2 et 3 qui suivent ne constituent pas un coaisrassemblent les principaux résultats (généralement
sans démonstration, ni illustration) d’un premier courd'sypproximation numérique des fonctions, de leurs dés/é
et de leurs intégrales, et préparent au chapitre 4 portatd séisolution numérique des équations différentielles.



Notations d’ensembles :

N les entiers naturels

R les réels

C les complexes

C™(Ja,b]) les fonctions déa, b[ dansR n fois continlment dérivables






Chapitre 1

Compléments d’Algebre Linéaire

1.1 Disques de Gershgorin

Définition 1.1 “Disques de Gershgorih Etantdonne une matrice carré4 dontles élémentsif} (j = 1,2,...,n; k =
1,2,...,n) sont des complexes, on associe a chaque ljgieedisque ferm&; dont le centre est I'élément diagonal
aj; et le rayon la somme des modules des éléments extra-diagéhad > ). ;. |ajk|.

Théoréeme 1.1“Théoréme de GershgorinAvec les notations précédentes :
Toute valeur propre\ de la matriced appartient a I'un au moins des disques de Gershgorin, i.e. :

VAe Sp(A), 3jtelquer € D;.

De maniére équivalente, ce théoréme précise que le spectrerbtéSp (A), est globalement inclus dans la réunion
des disques de Gershgorin, ce qui permet d’exclure la réljigrian complexe qui est extérieure a cette réunion :

Sp (A) C Dj .
j=1
Exemple 1.1 La matrice réelle
4 2 1
A=11 5 3
2 47

est a “diagonale dominante” stricte car chaque élément diagl dépasse strictement la somme (des valeurs absolues)
des éléments extra-diagonaux de la méme ligne. En cormtities disques de Gershgorin,

D, : disque de centre 4 de rayon 2+1=3
D5 : disque de centre 5 de rayon 1+3=4
D3 : disque de centre 7 de rayon 2+4=6

on constate ici qué); C Dy C Ds. Par conséquentSp (A) C Ds et en particulierh = 0 n’est pas une valeur
propre deA. La matriceA est donc inversible.



1.2 Théoréme de Bendixon

Définition 1.2 “Matrice Adjointe”. Etant donné une matrice carréd dont les éléments sont complexes, la matrice
adjointe deA est notéed* et s’obtient par transposition et conjugaison de la matrice

A* — AT
(En d’autres termes, sion pose= {a;,} etA* = {a*;x} (j =1,2,..,N, k=1,2,..,N),alorsVj, Yk, a*;; =
Eij.)
En particulier, si les éléments desont réelsA* = AT (matrice transposée).

Définition 1.3 “Matrice Hermitienn€. Une matrice carréeH dont les éléments sont complexes est dite “hermitien-
ne” si elle est égale & sa matrice adjointe :

H=H"

En particulier, une matrice réelle hermitienfi@st une matrice réelle-symétrique( = S).

Définition 1.4 “Matrice Unitaire”. Une matrice U est dite unitaire si elle est inversible et si son inverseégstl a
son adjoint, ou de maniére équivalente ssi :
Ur'v=0U0*=1.

Ceci signifie que les vecteurs colonnes de la matris®nt orthonormés (orthogonaux et normalisés) ; ils forment
donc une base orthonormale. En particulier, une matrickeréaitaire O est une matrice orthogonal®{ O =
00T =1).

Théoréme 1.2 Toute matrice hermitiennd est diagonalisable par une transformation unitaire et saeurs propres
sont réelles :
H=UAU* (U*U=UU"=1, Adiagonale et réellg

De plus, si on définit pour tout vecteur non-nut CV, le “quotient de Rayleigh” suivant

z*Hz

2*z

R(z) =



(ot z* est le vecteur ligne™), et si on note\,,.;, et \,.4. 1a plus petite et la plus grande valeurs propresieon a :

Amin = min  R(z A = ma R(z
T LECN, 240 ()5 Amas zencN,}igéo (2),

le minimum (resp. maximum) étant atteint lorsque le vecteast préciséement un vecteur propre non-nulfie
associé a la valeur propre, ;.. (resp.Amaz)-

Théoreme 1.3 (Corollaire.) Toute matrice réelle-symétriqeest diagonalisable par une transformation orthogonale
et ses valeurs propres sont réelles :

S=0D0OT (0, Dréelles OT O =00T =1, D diagonalg
De plus, si on définit pour tout vecteur non-nuk RY, le “quotient de Rayleigh” suivant

T

z' Sz

R(z) = ———
(@) = —7

et si on note\,,,;, et A4 la plus petite et la plus grande valeurs propres$ieon a :

Amin = min  R(z), Apez = max R(z),
z€RN, z#£0 TERN, z£0

le minimum (resp. maximum) étant atteint lorsque le vecteast précisément un vecteur propre non-nubdessocié
ala valeur propre),,;, (resp-Amaz)-

Théoréme 1.4 (Bendixson.) Soitl une matrice carrée quelconque dont les éléments sont caeglen pose :

- A+2A*  Hy— A;iA*
de sorte qued; et H, sont des matrices hermitiennes et
A=H,+iH,.
Soienta, b, ¢, dles réels suivants :
a = Amin(H1), b= Az (Hy)
¢ = Anin(Hz), d = Anaz(H2)

Alors, pour toute valeur propra de la matrice4, on a :

Dans le cas d’'une matrice réelle= A, les matricesi; etiH, sont les parties symétrique et anti-symétrique de
A
A+ AT 4a A— AT 44
m= 2t g, = 20y
ST=6, ¥vT=-%.
Le rectangl€a, b] x [c,d] est alors symétrique par rapport a I'axe des imaginairesnoe le schématise la figure
ci-dessous :




&
—>>

Sp(¥)

Rectangle contenastp(A)

“““ ¥

I

Fic. 1.1 — lllustration du théoréme de Bendixon dans le cas duateice réelle
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Chapitre 2

Approximation Polynomiale

2.1 Formule(s) de Taylor

Théoréme 2.1Sif € C™([0,7]) on a

,_.

m—

L0 + s [T ) dy

k=0

pour toutz € [0, T]. (Reste intégral).

Définition 2.1 Soientu etv des fonctions de la variable réelledéfinies dans un voisinage de= a (a est un réel
ou I'un des symboles oo, —oco ou o). De plus,w est a valeurs danR.

(1) “Grand Q”". On dit que
u(z) = O (v(x))

quandx — a, ssi le rapportu(x)/v(x) reste borné dans cette limite, i.e. il existe un réel positét un voisinage/,
dea tels que :
Ve eV, : |u@)] < Blv(z).

(2) “Petit 0" . On dit que
u(z) = o(v(z))

quandz — a, ssi le rapportu(z)/v(z) tend vers 0 dans cette limite.

Théoréme 2.2 (Mémes hypothéses sfi) On a

quandz — 0.

Théoréme 2.3 (Mémes hypothéses sfir) On a
mo ok
= g [0 =o(=")
k=0
guandz — 0. (Attention la sommation va jusqua.)
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Théoréme 2.4 (“Thrm de la moyenne”) Soient et € C([a,b]), & valeurs dan&, et¢ > 0. Ona:

b b
Scelatita [ vwemd=ve) [ o

Théoréeme 2.5 (Mémes hypothéses sfir) On suppose de plus qyeest a valeurs danR. Alors :

Vo e[0,T], 3ce [0,z], t-q. f(z Zx—f(k) Z%f(m)(c)-

2.2 Interpolation de Lagrange

Théoreme 2.6 Soit f une fonction de la variable réelle, a valeurs dan® et définie sur l'intervallga, b] ; soitn un
entier et o, x1, ..., z,} n + 1 points distincts déu, b] ; il existe un polyndme et un sehB}, (x) de degré au plus égal
antelque:

VieNeti<n : Py(x;) = f(x;)

Définition 2.2 Le polyndémeP, (z) est appelé “polyndme d’interpolation de Lagrange de la fiore f aux points
{zo, x1, ..., zn}. (Le “PIL".)

Expression du PIL :

=Y f(@i) Li(w)
=0
o (2 = 20) & =) o — i)~ 1) (2 — )
() = T — o)\ — T T —Tij—1 )\ —Tj41).-.\ T —Tp _ r — Iy
Lz( ) (LC — LCQ)( — xl) ( — xi,l)(xi — xiﬂ)...(xi — xn) H Xr; — {I?j

j=0,...,n etj#i
Théoréme 2.7 Mémes hypothéses, mais on suppose de plug que™*! ([a, b]). Alors :

F00(e)
Vz € [a,b], e €la,b[t-q.: f(x) — Pu(z) = (x — zo)(x — z1)...(x — ) CE

(La quantitée,, (z) = f(x) — P,(x) est appelée “erreur d’interpolation” d¢ au pointz.)

2.3 Forme de Newton

Définition 2.3 (“Différences divisées) Soientyy, y1, ... des symboles représentant des abscisses toutes distinctes
domaine de définitiofi, b] de la fonctionf. On introduit récursivement les définitions suivantes :

flyol = f(wo) (Yo € [a,b])

flyonn] = LW =Tl e a4 distinets
Y1 — Yo
flyo,y1, 2] = Fly1. 92 = Flyo. il (Vyo, Y1, Y2 € [a, b] distincty

Y2 — Yo

f[yhyQa . ayk+1] - f[y07yla ayk]
Yk+1 — Yo

f[y(hyla . ayk+1] (vyOa Y1, -y Yk+1 c [a‘)b] dIStlnCtg

La quantitéf|yo, y1, ..., yx] ainsi calculée est appeléd“eme différence divisée deaux pointsyo, y1, ..., Y-
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A partir d'une suite particuliére de valeurs deux a deuxmlises {x;}, on peut construire ainsi une “Table des Différences [Fes’
comme suit :

i fL] L] flo ] floeso ]
zo  flwo]
f[3307$1]
w1 flr] flxo, w1, 2]
flz1, 2] flzo, x1, x2, 23]
z2  flro] flay, @2, 3]
flz2, 23]
vz fles]

Théoréme 2.8 Le polyndme d’interpolation de Lagrange de la fonctjpaux points &g, z1, ..., z,}, P.(z), peut se
mettre sous la forme suivante dite “forme de Newton du Plliébasir lepoints{zg, x1, ...,2n_1}":

Py(z) = flzo] + flzo, 1] (x — z0) + flzo, z1, 22] (2 — m0)(x — 1) + ...

+flro, @1, .oy Tn] (x — qiol)(x —x1)...(x — Tp_1)

= Z flzo, 21, ..y 4] H (x —xj)
i=0 =0
ou par conventiof [, (z — z;) = 1.
Théoréme 2.9 Soit¢ € [a, b] une valeur particuliére de. On pose
a; = flzo, 1, .. T4

et on construit la suitel;} comme suit :

bn = Aan
{bi:ai+(€_xi)bi+l (i=n—-1,n-2.,10)
Alors :
bO = Pn(g) .

2.4 Polyndémes orthogonaux

Dans cette sectiony est une fonction définie-continue et a valeurs strictemesitiges sufja, b[. De plus, l'inté-

grale
b
/ w(z) dx

existe.

Définition 2.4 (“Produit Scalaire”) Etant donné deux fonctions continues sur [a,b], on défeit lproduit scalaire
comme suit :

b
U,V >y = / u(z)v(z)w(z)de.

13



Définition 2.5 (“Orthogonalité”) Deux fonctions: etv définies-continues sii, b] sont dites orthogonales ssi :

< UV >=0.

Théoreme 2.101l existe une suite infinie de polyndmes (deux a deux) orthagwe {r; (x)} tels quedeg (7;(x)) =
i, Vi. Cette suite est unique a une “normalisation”pres.

Construction (“Processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt”) Orrcher; (x) sous la forme
mi(z) = K; (xl +ciic1mic1(2) 4+ Cii—emi—o(x) + ..+ Cio Wo(x))
Les constantes ;_1, ¢; i—2, ..., ¢i,0 SONt déterminées de maniére unique par les conditions :
< Ty Tl S =< Ty Ti—2 S = ... =< W, Mg > =10

et la constante (non-nulle) de normalisatigpest arbitraire.

Théoréeme 2.11La famille {ro(x), 71 (x), ..., 7 (x)} forment une base des polyndmes de degré au plus égal a
Théoréme 2.12Sip est un polynéme de degré strictement infériedr, alorsp est orthogonal arg.

Théoréme 2.13Lesk zéros du polyndme;, sont simples, réels et appartiennent a l'intervalle ouverb|.

Théoréme 2.14Les polyndmes orthogonaux satisfont la relation de réaqureea trois niveaux suivante :
7T1'+1(J3) = A7 (Z‘ — B7) 7'(}(],‘) — CZ 7T1'_1(],‘) (Z = 07 1, veuy k— 1)
ou:
A =K1 /K;
m_1(x) = 0 (conventionnellement)
Bi =< xm, m > /S
Ci = Av Sz/ (Ai—l Si—l)
Si =< T, T >w -

2.4.1 Polynbmes de Legendre
Notation : £ (z). Ces polyndémes correspondent au cagaob] = [—1, 1] et
w(z) =1
de sorte qu’ici :
<u,v >= /1 u(z)v(z)de.

—1
lIs satisfont la relation de récurrence suivante :

(2k + DaxLy(x) — kLi—1(x)

Lrrale) = i+ 1 '
0 1
1 T
2 (3/2) (z® —1/3)
3 (5/2) [2* — (3/5) «]
4| (35/8) [#* — (6/7) x® + 3/35]

14



2.4.2 Polyndmes de Tchebychev

Notation : T (z). Ces polynémes correspondent au cagagb] = [—1, 1] et
() = 5=
w\r) =
V1-2a?

de sorte qu’ici :

[ @)
<u,v>—/_1 md .

Ils satisfont la relation de récurrence suivante :
Tiy1(x) =22 Ti(x) — Te—1 () .

On a également ;
Vke N,V eR : Ty (cos §) = cos kf.

k Ti(x) zF

0 1 Ty

1 T T1

2 222 — 1 (To + T»)/2

3 4]}3 — 3z (3T1 + Tg)/22

4 8]}4 — 8.232 + 1 (3TQ + 4T2 —+ T4)/23

5 162° — 202 + 5z (10T + 573 + Ts) /2*

6| 322% —48x% 4+ 1822 — 1 | (10T + 15T% + 6Ty + Tg)/2°
7| 64x7 — 1122° + 5623 — Tz | (35T + 2115 + 715 + T%) /25

2.5 Approximation par Moindres Carrées

Théoreme 2.15Soitf € C ([a, b]). Il existe un polyndmg* de degré au plus égalaqui réalise un minimum global
de la quantité :

b
EQ) =|lf —pl>=< [ —p. f—p Su= / (F(@) - pla))? w(z) da;

ce polyndme s’exprime de la maniére suivante dans la bakegohale {;(x)} :

ou:

(OUSi =< T, T; >w)-

15



2.6 Meilleure Approximation

Soit f une fonction (au moins) définie-continue $urb]. On souhaiterait identifier le choix des points d’interpo-
lation {z;} (@ < n) pour lequel le PIL,P,(x), réalise la meilleure approximation geau sens de la norme infinie,
c’est-a-dire le minimum de la quantité :

e(x(% X, axn) = l’él[a)z] |f(x) - Pn(x)|

La solution de ce probléme n’est pas connue en général. @aperorsquef € C™*1! ([a, b]), la forme connue de
I'erreur d'interpolatiore,, (z) = f(z) — P,(x) suggere d’introduire dans ce cas la définition suivante :

Définition 2.6 (“Meilleure Approximation”.) On appelle meilleure approwration de f par un polynéme de degré
au plus égal &, le PIL de f, P,(x), associé aux points d’interpolatior§, z1, ...,x,} pour lesquels la quantité
suivante est minimale :

max |[(x — xzo)(z — x1)...(x — x,)| -
z€[a,b]

Théoréme 2.16La meilleure approximation dé par un polyndme de degré au plus égal ast réalisée par le choix
suivant des points d’interpolation :

_b+ta n b—a
2 2

& (i=0,1,..,n)

x;
ou&y, &1, ...&, sontles zéros du polyndme de Tchebychev de degré, a savoir :

(20 + 1)m

S 3n+1) (1=0,1,...,n).

& =

16



2.7 Oscillations de Gibbs

On examine I'approximation d’une fonctighsur [-1,1] par une suite de PIL de degré- 2, 4, 8 et 16. Les points

d’interpolation (au nombre de 3,5, 9 et 17) sont :

(a) uniformément répartis (a gauche), et

(b) les zérdE,de (a droite).

Les. qui représentent les 17 valeurs interpolées pour 16, servent aussi a visualiser la fonctign

Casl:f(x) =

1t

2 T T T
“fort.11 [1,2]" -—
“fort.12 [1,2]" —-
18 “fort.13 [1,2]' --- 1
“fort.14 [1,2]" -
1.6 g
1.4 4
12 g

0.2 g 0.2 g
0 0 L L
-1 06 -04 -0 0 02 04 06 08 1 -1 -0.8 6 -0.4 -0.2 o 0.2 04 06 0 1
x
2 T T 2 T T T
fort.1[1,2]" -— “fort.11 [1,2]" —o—
fort.2 [1,2]" —— “fort.12 [1,2]" —-
181 fort.3 [1,2]" --- 18 “fort.13 [1,2]" --- 1
fort.4 [1,2] “fort.14 [1,2]
1.6 4 1.6 4
1.4+ g 1.4+ g
1.2 g 12 g

17




Caslll: f(z) =

1+2022

T T T 2 T T T T
fort.1[1,2]" -— fort.11 [1,2]
fort.2 [1,2]" —— fort.12 [1,2]
fort.3 [1,2]" --- 1.8r fort.13 [1,2]
fort.4 [1,2] fort.14 [1,2]

] 1.6}

] 1.4

] 1.2

Agrandissement du cas Ill.(a) :

"fort.

101
.21
"fort.3 [1
"fort.4 [1

18




Chapitre 3

Différentiation et Intégration Numerigues

3.1 Introduction

Ce chapitre traite de I'approximation numérique d’une dit@ne la forme

L(f)
oufe C’“([a, b]) (k > n + 1) (au moins) et est un opérateur linéaire. En particulier, on s’intéressepgoblemes
généraux suivants :
- approximation de dérivées telles qfféa), f(a), etc : différentiation numérique ;
- approximation d'intégrales définies telles q[gfef(x) de, f: f(z)w(x) de,
1 02” f(z) sin (krz) dz, etc : intégration numérique.
La méthode générale consiste a d'abord approghmear un polyndme d’interpolation :

f(x) = Pp(x) + en(x) .
On considérera presque toujours une interpolation de bhagraux points{g, 1, ..., xn}:
Py(x) = f(x:) Li(x)
=0
Tr—x;
Li(z) = S
(x) - H‘ mia
7=0,1,...,n; j#1i

n n+1
en(x) = H(;L — ;) SE) T

Pl (n+1)!

(Exceptionnellement on considérera plutot une interpmidtermitienne.) Par linéarité de I'opératelion a :

ou




est I'approximation d&€( f) dans laquelle interviennent les coefficients ou “poidsVants :

et

E, = L(en)

est I'erreur commise. Cette erreur s’analysera cas parrcé&g@sant une hypothése de régularité plus ou moins forte
sur f.

D’un point de vue algorithmique, on note que dans I'appr@tion £ (P,), les poidsa; ne dépendent pas de
mais seulement du type et du degré de l'interpolation et tieklisation des points d’interpolation : en ce sens, on dit
gue la formule est une “rédléde différentiation, d’intégration, etc).

3.2 Différentiation Numérique

Il convient de noter que la différentiation numérique est apération instable en général; la justification des for-
mules qui suivent repose donc sur une hypothése de régudassi, et suivant le cas, plus forte cfue C"+?2 ([a, b]).

3.2.1 Dérivée premiere
En appliquant la méthode générale au cas ou :
L(f)=f"(zk)

on obtient :

f'(wg) = Py (z) + En(zr)

En<xk>=e;,<xk>=( 11 <_))f7<f>

]
i/ 0<i<n, ik (n+1)!

L'étudiant est invité a identifier les valeurs dek et {z;} pour lesquelles la formule ci-dessus fournit les résaltat

suivants : " N
fa) = M _ Ef”(cl)
_ h) — h)  h?
S ORE CRDES (RS DI
h) — —h h?
S CEIOES (CE DR

3.2.2 Dérivées d'ordre supérieur :

Les formules d’approximation des dérivées d’ordre supéis@®btiennent généralement par manipulation directe
de développements limités (formule de Taylor avec resteatgdnge). On obtiendra par exemple, les deux formules
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suivantes :

fla—h)—2f(a)+ fla+h) R

fa) = = - W)
— f(a + Zh) — 2;:2(a + h) + f(a) _ fm(05)h

3.3 Intégration Numérique
3.3.1 Regles d'intégration élémentaires
Ce sont des formules d’approximation de l'intégrale définie
b
10) = [ fa)ds

dans lesquelles on utilise un nombre fixe de valeurg(de.

La méthode générale donne :

ou:
b
I(Pn):/ P, (z) dx

est I'approximation numérique de l'intégrale, et

est I'erreur d’'intégration.

Notons que I'intégration numérique est une opération stalil suffit que l'interpolation soit précise pour que
l'intégration le soit. En effet, on a I'implication :

Je > 0telquevz € [a,b], |en(z)| <e = |E,| <e(b—a).

Pour différents choix du type et du degré de l'interpolatrdes points d’interpolation, on obtient différentes
“regles d’'intégration” classiques :
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Regle du Trapeze

Reéegle du Rectangle Reéegle du Point Milieu
I(P,) = (b—a) f(a) I(Pn) = (b~ a) f(“52) I(Py) = (b—a) [f(a) + f(b)] /2
By =35 f'(©)(b—a)? By = 51 f"(c) (b~ a)? By =15 f"(e)(b—a)®
a b a b a b
Reégle de Simpson Regle du Trapéze Corrigée
I(Py) =5 (b—a)x I(Py) = (b—a) [f(a) + f(b)] /2
[ (a) +4 f(%52) + f(b )J +13 (b—a)* [f'(a) = f'(0)]
By =~ &) (52) B = 75 [""(c) (b — )’
A )

b

b a

Nota Bene : Dans le cas de la régle du trapéze corrigée, olisg uine interpolation hermitienne

3.3.2 Regles d'intégration composées
Il s’agit encore d’approcher numériqguement l'intégralérdé

f)=/ab f(x) da

mais ici, on subdivise d’abord l'intervalle, b]
b—
zi=a+ih, h= Na i=01,.. N,




et on note :

Fo= S, Sy =1 a6 gn]

On applique alors une regle d'intégration élémentaire &ebaous-intervallér;_;, z;] et on somme les équations
obtenues pour obtenir la régle d’intégration composéeqtiaquelle le terme d’erreur est simplifié au moyen du théo-
reme de la moyenne).

Régle composée du rectangle :

—hZfsz )f(m)h

Régle composée du point central :

Régle composée du trapéze :

(b-a)f"(m)

N-1 B
I(f)Zhva:+§(fo+fN)— 19
=1

Régle composée de Simpson :

N-1 N —a)fW )
I(f)z% fo+2) fi+fN+4Zf‘%] _%go(m (g)
=1 =1

Régle composée et "corrigée” du trapeze :

N—-1 9 @ (e
I(f)=h)_ fi+ (fo +fn)+ ’f—Q (@) — /(b)) + LW (s) ;go (15) s
=1

3.3.3 Regles d'intégration de Gauss

Pour aboutir aux formules des deux sections précédentessopposé implicitement que la fonctigra intégrer
était contindment dérivable siit, b] au moins une fois et généralement plusieurs fois. Or on &aitdue I'intégrale

définie ,
:/ f(x)dx

existe sous des hypothéses bien moins fortes. Par exelrgdesuffisant que :

fec®(a,b]), et
dans un voisinage de=a* : f(z) = O <ﬁ> ,a<l1, et
xr—a)=

. _ . _ 1
dans un voisinage de= b~ : f(z) = O <7(b—x)5> , B<1.

Placons-nous donc dans le cadre ou ces hypothéses sontegefi choisissons une “fonction poids{z) de la
forme :




ou la fonctionp(z) est continue su, b], & valeurs strictement positives et suffisamment simple goa les intégrales

définies ,
/ zw(z) de

(: € N) dont les hypotheses garantissent I'existence, aient desing connues. Supposons enfin que la fonction
guotient
f(z)

g(x) =

(dont on sait gu’elle est bornée) soit une fonction “régeli&’est-a-dire au moins continue sur l'intervalle ferfagh]
et de préférence de class® ([a, b]).

Ainsi I(f) apparait comme l'intégrale pondérée suivante :

En introduisant sur les fonctions continues gub] le produit scalaire suivant :

b
u, v € CY([a,b]) : < uv >, = / u(z) v(z)w(x)de,

on peut aussi écrire

I(f) =< g,1 >, .
La technique de “quadrature gaussienne” pour apprakfgrconsiste alors a effectuer les étapes suivantes :
1. Construire la suite#y(z), m1(z), ..., m+1(x)} des polyndmes orthogonaux au sens du produit scalairei défin

ci-dessus.

2. Choisir lesn + 1 zéros du polyndme,, () (dont on sait qu’ils appartiennent tous a ]a,b[) comme oint
d’interpolation :

QJOZEO,QJl:gl, ey xn:fn,

et construire le polyndme d’interpolatidf,(x) deg :

9(x) = Po(x) = g(xo) Lo(x) + g(21) L1(x) + ... + g(2n) Ln(2)

ou —

Lite)= ] p—

3/0<i<n, g Y

Alors :
I(f) = Juw(9) = Ju(Pn) = Aog(&o) +A19(&) + ... + Ang(&n)
=ao f(&o) + a1 f(&) + ... +an f(§n)
ou
b
A;
A = Jw(L;) = / Li(x)w(x)dz; a; = 0@
Conséquences :

- D’un point de vue algorithmique, 8i b, w(x) ont des valeurs "standard", les polyndmeg({)} et { L;(x)} sont
connus a l'avance indépendammentd®e méme pour les coefficients (oua;) de la formule finale que I'on
trouve dans une table d’ouvrage spécialisé. Seules lesrgadeg (ou def) sont a calculer (= notion de régle).
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- Du point de vue de la précision de I'approximation, le réstiguivant s'applique :

Théoréme 3.1Sig € C?"*2([a,b]), 'erreur commise sur l'intégrale d¢ peut se mettre sous la forme :

g2 (8)

En: n S
X on 1 2)!

b
olc, = / (M1 (2)/ Kni1])” wz)de, K, estle coefficient du terme efit! der, () eté €a, b].
En particulier, la formule est exacte lorsgpest un polyndme quelconque de degré au plus épal-a 1.

Zéros des polyndmes de Legendrd;, et poids de Gauss4;,
associés a la formule de quadrature en ces points

Le tableau suivant est tiré de Conte & de Boor. Il donne lesz§;} des premiers polynémes de Legendre et les
poids {4;} qui interviennent dans la formule de quadrature de Gausscie a ces points :
Points et Poids de Gauss poue 1, 2, 3, 4.

n| {&}(E=0,1,...,n) {4;} (i=0,1,...,n)

1]& =& = 0.57735027 A = Ay = 1.
§&1=0 A; = .88888889
& = —& = .TT459667 | Ay = Ay = 55555556
3] & = —& = .33998104 | A, = A; = 65214515
&3 =—& = .86113631 | A3 = Ay = .34785485
4 & =0 Ay = 56888889
&= —& = .90617985 | Ay = Ay = .23692689
€3 = —& = .53846931 | A3 = A, = 47862867

(Des données plus complétes sont fournies par les ouvragesdt des tables numériques.)

Ces données sont utilisables lorsque la famille de polysoontnogonaux est bien celle des polyndmes de Le-
gendre. Ceci exige que le produit scalaire soit défini conunte s

1
U,V >y = / u(x) v(z)dx .
—1
En d’autres termes, les choix suivants sont imposés :
a=-1,b=1, w(x)=1.

Le cas échéant, on doit donc au préalable, se ramener a carcelgmgement de variable, et écriigf) sous la
forme :

1(f) = / o) dt

—1
Alors la formule de quadrature gaussienne s’écrit comnte sui

I(f) = Ao g(&0) + A1 9(&1) + .. + Ak 9(&n)

ou les {A;} et les {¢;} sont fournis ci-dessus.
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A titre d'illustration, considérons I'exemple suivant&ide Conte & De Boor :

Soit a calculer une approximation de I'intégrale

1
2
I:/ e " dx.
0

L'intégrande n’ayant aucune singularité, on peut cho@fohction poids
w(z) =1

de sorte qug = f est bien une fonction réguliere. De plus, afin que- —1 etb = 1, on se ramene a l'intervalle
d'intégration[a, b] = [-1, 1] par le changement de variable= (¢ 4+ 1)/2, de sorte que :

g(t) = (1/2) exp [—(t + 1)2/4} )

Dans le cas de = 4, on prend comme points d’'intégration les 5 zéros du polyndméegendre de degré 5,
Ls5(x); ceux-ci sont fournis par le tableau précédent, et la foendel quadrature gaussienne s’écrit :

4
I ~Y Ajg(&) =(0.56888889) [g(0)] + (.23692689) [g(.90617985) + g(—.90617985)]
= +(.47862867) [g(.53846931) + g(—.53846931)]

74682413

D’apres Conte et De Boor, les 8 chiffres aprés la virgule deeagpproximation sont exacts, et pour atteindre une
précision comparable il aurait fallu subdiviser I'intelleaen 20 dans le cas d’'une application de la régle de Simpson,
et en 2800 dans le cas d’'une application de la régle du trapkme qu’ici, seulement 5 évaluations de la fonction ont
suffi. (Létudiant est invité a vérifier ce résultat a partscexpressions connues des termes d’erreur.)
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Chapitre 4

Equations Différentielles

4.1 Rappels

4.1.1 Equation différentielle d’ordre n
(n € N¥)
On dit que la fonctiory = f(z) est une solution de I'équation différentielle d’ordre

y™ = ¢ (Tyy .. ,ywl)) (+)

dans laquelle est une fonction réguliére de ses arguments, sur l'intleriealb], ssi :
- fecC(a,b]), et
— Va €]a, b], (*) est vérifiée lorsqu’on substitug(z) ay, f'(z) &y, ..., f™ (z) ay™.

4.1.2 Forme canonique

En posant
Y

!

Y
Y = . e R"

y(nfl)

on ramene (*) a une équation différentielle d’ordre 1 dansiddle I'inconnue est une application RedansR™

{ Y :R— R”
Y = ®(z,Y) (k)
ou )
y//
O(z,Y) = :
=D

¢(l‘, y7y/a e 7y(n—1))

Remarque Pour définir complétement un probléme différentiel, il cient d’adjoindre a I'équation différentielle
un “systéme compatible et complet de conditiosi peuvent étre :

- “initiales”
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Exemple : Equation du pendule :

JO" +mgsinf =0
0(0) = 60,0'(0) =0  (n = 2, 2 condition$

(Plus généralement le probléeme :

(*)
{ y(@) = ya,y'(@) = -,y D (a) =y Y

(V-

ou bien

est appelé “probléme de Cauchy
- “aux limites’
Exemple :

{ y' =z, y,y)
y(0) =a,y(1) =0 (n = 2, 2 conditiong

4.1.3 Equation différentielle linéaire “homogéne”

Définitions :
(*) est linéaire “homogéne” lorsqugest linéaire par rapport@ v/, - - - , (=Y, ou de maniére équivalente,
(**) est linéaire “homogéne” lorsque(z, Y) est linéaire par rapport®
O(z,Y) = A(2)Y
NB : Cette définition n’exclut pas la possibilité qu€ou ®) dépende de.

L'équation différentielle peut alors s’écrire sous la ferm

cy d:e‘( an(l)y(n) + an,l(x)y("fl) + -+ ao(x)y =0

Théoréme L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimensi

=

Siy1(x),y2(x), - - ,yn(x) sontn solutions indépendantes de I'équation différentiellesiipposée linéaire, alors la
solution générale de cette équation est de la forme :

y(z) = Cry1(x) + Caya(x) + -+ + Coyn(@)

ouCi,Cs,---,C, sont des constantes arbitraires.

4.1.4 Equation différentielle linéaire homogéene a coeffients constants

On rajoute a I'hypothése de linéarité celle d’indépendatece (*) peut alors s’écrire sous la forme

£y any™ +an 1y 4+ agy =0
ou les coefficients,,, a,_1, -, ag sontici des constantes, et (**) devient :

Y' =AY

28



ou

0 1
0 1
A = . i
0 1
% _a .. e _Gn—-1
an an an

= matrice constante

Dans ce cas on cherche des solutions particuliéres de la&form
y@) =€ (reC)

Par simple substitution dans I'’équation différentielleaiiient la condition sur pour quey(x) soit une solution.
Cette condition s’écrit aprés simplification

P(r) def ap™™ + a1 4+ +ag=0

ce qui constitue I'équation caractéristique

Lorsque les solutions,, o, -- -, 1, en sontdistinctes, on obtiensolutions indépendantgs(x), ya(x), - -, yn(x)
avecy;(x) = €™ qui forment une base de I'espace vectoriel de dimensides solutions. La “solution générale” est
une combinaison linéaire arbitraire de ces solutions @didires.

Dans le cas contraire, notoms, 72, ..., 7. (k < n) les racines distinctes et;, as, ..., leurs multiplicités
respectives de sorte que :

o +a+ -+ ap=n

On peut montrer (Exo.) que les fonctions :

erlav7 {L'GTII, x26r1:r’ - xalflerlm’
ergav7 werg:r’ x26r2:r’ - xazflerzzr’
erkw7 werkm’ LCQGT’“‘T, . xockflerkw7

sont en nombre:, sont indépendantes, et sont solutions de (*), et forment dme base de I'espace vectoriel de
dimensiom des solutions. La “solution générale” est une combinais@alire arbitraire de ces solutions particuliéres.
Exo. : Etablir le lien entre les solutions de I'équation cadaistique et les valeurs propres de la matrice

4.1.5 Equation différentielle linéaire non homogeéne.
Si ,
cy d:e‘( an(l)y(n) + an,l(x)y("fl) + -+ ao(x)y =0
est une équation différentielle linéaire homogéne, I'digma

Ly = b(z) (5 * %)

ou b est une fonction donnée, est dite “linéaire non homogéne
Siyo(x) est une solution particuliere,

Lyo(z) = b(x)

etsiy;(z),y2(x), -, yn(x) sontn solutions indépendantes de I'équation linéaire homogssecie,
Ly1(z) = Lya(x) =+ = Lyn(z) =0
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alors la solution générale de (***) est donnée par :
y(z) = yo(z) + Cry1(x) + Coya () + - -+ + Cryn ()

c'est-a-dire :

solution générale de I'équation linéaire non-homogeéne

solution particuliere de I'équation linéaire non-homogén
+

solution générale de I'équation linéaire homogene assdcié

4.1.6 Analogie équations différentielles/équations auxiffierences
Etant donnée une suife;; } (i € N, y; € R), on définit 'opérateur de différence avancéqar :
Ayi =Yi+1 — Y
de sorte que :

A%y, = A(Ay;) = Ayivr — Ay = Yivo — 2yig1 + Ui
Ady; = A(A?%y;) = A%y;1 — Ay = yirs — 3Yito + 3Yiv1 — Ui

Anyz = AAn—lyi = An_lyﬂ.l - An_lyi = Yi+n — NMYi+n—1 + wyi—‘rn—Q +-- 4+ (—1)"%

Exo. : Vérifier les formules.
On appelle équation aux différences d’'ordreoute équation de la forme :

Anyz = ¢(7/7 Yi, Ayﬁ Tty An_lyi)

dans laquelle la suitéy; } est I'inconnue, et qui doit étre satisfaite pour tout

Cas particulier Equation linéaire homogéne a coefficients constants
Aprés quelques manipulations, I'équation s'écrit :

UnYitn + On—1Yiyn—1 + - +aoy; = 0 (an, #0)
dont on cherche des solutions particuliéres de la forme
yi=1r" (reQ)

Aprés substitution et simplification, la condition sudevient :

P(T) dZEf CLn’I"n + Cln_l’l“"_l +--+ag = 0

qui constitue I'équation caractéristique
Si les racines, ro, - - - , 1, SONt distinctes, on obtient aingisolutions indépendantes et la solution générale en
découle :

yi = C1ry + Cary + -+ Cur,
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Exo. : Par analogie avec les équations différentiellesliieé homogénes, trouversolutions indépendantes dans
le cas ou les racines ne sont pas distinctes, et donner |& fderta solution générale.

Equation non homogéne
Une telle équation s’écrit :

nYntn + Gn—1Yitn—1 + -+ aoyi = b; (an #0)

dans laquelle la suitéh;} (i € IN, b; € IR) est donnée.
Alors sig; est une solution particuliere,

anYitn + an-1Yitn—1+ -+ ao¥i = b;
la solution générale est de la forme :
Yi = Ui + 2
ou z; est la solution générale de I'équation linéaire homogeéesecise généralement de la forme :
Zi = 017“% +CQ7‘%++CRT;

A nouveau :

solution générale de I'équation linéaire non-homogéne

solution particuliere de I'équation linéaire non-homogeén
+

solution générale de I'équation linéaire homogene assdcié

4.2 Intégration numeérique

Remarque préliminairenous avons vu qu’une équation différentielle d’ordrgénérale :

y" = ¢ (lyy’ T ,y("*”)

pouvait par le changement de variable
Y

y/
Y = )

y(nfl)

se ramener a la “forme canonique” suivante :
Y' =®(z,Y)

(pour une définition appropriée diz, Y')), c’est-a-dire a une équation différentielle du ler ordiecette fois-ci
l'inconnue est une applicatiori(z) deR dansR™.

On rappelle que I'on distingue alors deux types de probleme :
(a) Problémes de Cauchye vecteurY” est spécifié initialement, disons en= x ; pour ces problémes il est suffi-
samment général de traiter le cas- 1.
(b) Problémes aux limitesk (k < n) composantes du vectebr sont spécifiés em = a, etn — k enxz = b; ces
problémes peuvent s’approcher par exemple par des méthedd#férences finies” ou des “méthodes de tir”.
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Dans ce cours, on se limite a' ETUDE DES PROBLEMES DE CAUCH¥s méthodes numériques que l'on
présente s’appliquent aussi bien au cas ou I'inconnue egécteur qu’au cas scalaire. Pour ces raisons, il est suffi-
samment général de traiter le cas ou I'équation est du l1ee ord

{ y/ = ¢(J), y)
y(a) = yo

a intégrer sufa, b]. La solution exacte de ce “probleme de Cauchy” sera ngtép

4.2.1 Intégration numérique par développement de Taylor

On suppose que la fonctiaf(z, y) est suffisamment différentiable par rapport & ses variablesy et que la
solution exacte du probléme(z), est de class€*+1)([a, b]). Un développement limité a I'ordree de la solution
y(x) autour d’un point quelconque € [a, b] S'écrit :

y@) =yo+ (z — o)y (o) + L5ty (wo) + - -
A0l 00 ) 4 E LT g
KoY S
ou¢ €]z, x|.
Or
y'(x) =o(z,y()
y'(z) =m<<»+%wmmyw
= (¢a + ¢y9) (z,y(2))

E (@, y(@))
y"(x) = (fua + (b.ryyl) + ((bym + (byyyl)(b + ¢y(¢r + %y')
= Gua + 200y ® + Gyyd® + Gudy + G20

E o (@, y(@))

etc ...
On obtient donc les dérivées successiveg dm fonction dex et dey(z) en prenant les dérivées totalds
o (z,y(x)) par rapport & :
(@) = ¢ (x,y(x))
x)

y'(x) = ¢ (z,y(x))
y"(x) = ¢" (z,y(x))

On cherche a faire “avancer” la solution “pas a pas”. Le pasgorément spatial, est noté= Axz. On est conduit
a introduire I'opérateur suivant :

Ti(ey) € o(a.v) + 56/ (@.9) + 56" (2.0)
e h ¢(k (2, y)

de sorte que pour la solution exacte on a :

y(xo + h) =1Yyo + th(IEo, yo) + F

hk+1

E = o 1)!y(k+1)(5)
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On est amené a considérer 'algorithme d’'intégration agipésuivant :

ALGORITHME DE TAYLOR D'ORDREE :

b

1. Initialisation :Choisir un pas = >3*. Posetry = a, x,, = a+nh, xx = b de sorte qug(z,) = y(a + nh).

2. Intégration Calculer des approximations dey(zx,) en appliquant la formule de récurrence suivante :

Yn+1 = Yn + th(xn;yn)
(n=0,1,2,--- ,N —1)

La quantité

der AEL
loc = my (f)

est appelé “erreur locdleEn général.E;,. # FE, car en principe on a accumulé des erreurs aux pas précédents
yn 7 y(zn). Bl €St au contraire I'erreur hypothétique qui serait commise s, 1 si I'information provenant du pas
n, c’'est-a-direy,,, était exacte. Nous allons voir comment cette erreur logalecumule en une “erreur globakou
“erreur de troncatureou “erreur de discrétisatidh

déf
Eglo = €p+1 — y(xn+1) — Yn+1

c’est-a-dire I'écart qui existe vraiment entre la valeuai@r et la valeur calculée.
A cette fin, on considére le cas particulier trés importantqurespond & = 1. On obtient la

METHODE D’EULER:

Yn+l = Yn + h¢($na yn)

pour laquelle I'erreur locale se réduit a :
2

h
Eloc = 7?//(6) = O(hQ)

Nous allons estimer I'erreur de troncature de cette méthode

€n = y(ln) —Yn

Ona:
Ynt+1 = Yn + h¢($na yn)

par définition de la méthode, et

Y(ons1) = 9(on) + 0 (o y(ea) + 59" (60)

ou le dernier terme est I'erreur locale. Par soustraction :

en,+1 = €n + h (¢ (xn; y(xn)) - ?(xn; yn)) + h_;y//(gn)
=en+ h(by(lna gn)en + h?y”(fn)

ou g™ est une valeur intermédiaire satisfaisant
Min (Yn,y(zn)) < Yn < Max (Yn,y(zn))
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(théoreme des accroissements finis).
On considére le cas “normal” ou les fonctions qui interviemrsont sans pathologie spéciale et sont en particulier
continues. Elle admettent alors des bornes supérieuréssenvalle d’étude. Pour fixer les idées, on suppose que

y(z,y)| <A et |y'(z)] <B

Alors :
h2
len + 1] < |en| + RA|en| + 37
et
h2
lenst] < (1+hA)len] + -
Cecidonne: )
ler| < % car eg=y(a) —yo=0
2
lea| < (1+hA)|es| + 22
< (1+hA)BE 3252
< [1+ (14 hA)] B2
les|] < (1+hA)le2| + Z53- Bh
<(A+hA)1+(1 +hA)] B,f
< [14+ (1 +h4)+ (1+hA) } Bh
etc...
On aboutita:

lenl < 14+ (1 +hA)+ -+ (1+ hA)"1] BL
(1+hA)" —1 B
|en| S X
(I+hA) —1 = 2
———
hA

B
< n
|6n| = —2 [(1 + hA) - 1] X h

NOTER QUE la sommation a fait apparaitre/uau dénominateur, ce qui a pour effet de diminuer d’'une ulgidbsant déh.

Remarque La tangente a l'origine de la courbe d’équatige= log(1 + x) est la droitey = = :

Courbey = log(1 + z), son asymptote et sa tangente a l'origine.
Etant donné la concavité uniformément négative de cettebepon en conclut que :

V>0, log(l+z)<zet(l+z)"<e™.

Ceci nous permet d’obtenir I'inégalité suivante :

(]. + h/A)n S enhA = eA(wnfwo)
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Finalement :

enl < FleAn =) — 1] x

Le terme[e4(*»—%0) — 1] est borné lorsqu’on raffine la discrétisatidn { 0), et cette majoration nous permet de
conclure :

CONCLUSION: Lerreur locale est en @) ; son accumulation produit une erreur globale ém)0On dit que la
méthode d’Euler est du ler ordre

Remarques

e La borne que nous venons d’établir ne constitue pas néoessait une estimation précise de I'erreur, ce n’est
gu’une borne.

¢ D’une maniére générale nous dirons qu’'une méthode esspradiordrek si l'erreur localeE,,. estde laforme::

FEjoe = const.hFt1y (1) ()

et nous admettrons que ceci implique que I'erreur globalerreur de troncature

Eglo =ep = y(xn) —Yn = O(hk)

ce qui est vrai de I'algorithme de Taylor d’ordtgoutil théorique auquel on compare les autres méthodespesurer
leur précision.

On voit que la méthode d’Euler qui est du ler ordre, conveggement puisqu’il faut grosso modo doubler le
nombre de pas de discrétisation pour diviser I'erreur p@rest tenté d'utiliser une méthode d’ordre plus élevé et no-
tamment I'algorithme de Taylor d’orddg pour lequel I'erreur globale qui est en/d) est asymptotiquement divisée
par2* par doublement du nombre d’intervalles de discrétisatt@pendant, cet algorithme est souvent trés compliqué
a mettre en oeuvre a cause de la nécessité d'évaluer fomasitdes dérivées successiviese’, ¢”, ---. Pour cette
raison, bien qu'il garde un intérét théorique essentiellgarus a permis de définir la notion d’ordre de précision
lui préfere en pratique des méthodes de Runge-Kattales méthodes multipas

4.2.2 Méthodes de Runge-Kutta

En remplacement de I'algorithme de Taylor d’ordre 2 on peapla formule de récurrence suivante :

yn+1 :yn+ak1+bk2

kl - h¢(xn7yn)
ko = h¢(xn +ah,y, + ﬁkl)

eta, b, a etg sont des constantes r'eglables.
Un développement de Taylor de/h nous donne :

k2/h =¢ (xn +ah,y, + 6]“1)
= G20, Yn) + Qhoy + By + S ppy + afhkiduy + L5 by, + 0(HP)

En effectuant les substitutions correspondantes, onrabtie

Yn+1 = Yn + (CL + b)h¢ + th(a(bw +2ﬁ¢¢y)
01 (5 bae + 0BOGwy + 5620y, +0(hY))
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Ce développement est & comparer a celui (déja obtenu) deitiosexacte :

y(xn+1)

= y(@n) + hd(@n, yn) + 2 (b0 + d0y)
e
6

v 2000y + Gyyd® + dudy + ¢h¢) +0(h?)
On voit que I'on est amené a choisir les constantes de tefle gae

a+b=1
ba:bﬁ:%

ce qui permet d’'identifier les trois premiers termes. On iegju’aucun réglage des coefficients ne permet d’identi-
fier le terme suivant.
On a donc plusieurs solutions. On choisit généralement ;

a:b: a:ﬁ:l

1
2
ce qui donne la méthode suivante :

METHODE DE RUNGE-KUTTA D'ORDRE 2 :

1
Ynt1l = Yn + 5(]61 + ko)

kl = h¢ (xnayn)
ko = ho (xn + h,yn + k1)

En examinant a nouveau les développements limitég, deet dey(x,,-1) on voit que I'erreur locale (c’est-a-dire
ce que vaudrait la différenegx,,+1) — y,+1 Si 'information provenant du pas était exacte, c’est-a-dire si on avait
yn = y(z,)) est de la forme :

Ejoe = 0(h?)

Il en résulte que
|€n| = |y(ln) - yn| = O(hQ)

(erreur globalg et la méthode est du second-ordre

Généralisation En utilisant la méme technique d’ajustement de coefficjemtgpeut obtenir une famille de mé-
thodes précises au troisieme-ordre et une famille de méthpdécises au quatrieme-ordre. La plus utilisée est la
suivante :

METHODE DE RUNGE-KUTTA D'ORDRE 4

1
Yntl = Yn + E(kl + 2ko + 2k3 + ky)

ou

kl - h¢ (xn,7yn,)

ks = h¢ (xn +3,Yn + %l@)
ky = he (zn + h,yn + k)

Lerreur locale est ici en @) et I'erreur globale 0¢*); il en résulte que la méthode est du 4éme ar@rette
précision accrue est au prix de quatre évaluations de laifong par pas.
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4.2.3 Méthodes Multipas

On a vu dans la méthode de Runge-Kutta qu’'une précision iglalhe4éme ordre (erreur localed¢h?)) pouvait

étre atteinte par une formule combinant judicieusementrgupproximations de la fonctiop(z) der ¢ (z,y(x)).

Ces approximations obtenues lors d’étapes intermédidirgmssage der,,, y,) & (zn11, ynt+1) SOnt inutilisées par
la suite, ce qui est une source d'inefficacité.

Dans une méthode multipas au contraire, on cherche a corsane formule utilisant (en méme nombre) les
valeurs dep déja calculées aux pas précédents.

Pour cela on remarque qu’en intégrant I'équation difféedlet:

y' = d(z,y(z)) = p(x)
dex, ar,,; onobtient:
Tnt1
Yn+1 — Yn = / (b(x’ y(x)) dz
Ty N—
o(x)
ce qui équivaut a :

Tn+1
Ynt+1 = Yn + / (P(x) dx

On peut donc utiliser la procédure habituelle d’approxiorabhumérique des intégrales
Supposons que lespremiers pas de I'intégration numérique aient déja ét&rfés de sorte que I'on dispose des
approximations

Yo (donné)yla Y2, 3 Yn
de la fonction inconnug(z) aux points
ro=a,x1=a+h, o =a+2h, -, x, =nh

(ouh est le pas), mais aussi de la fonctiofx) = ¢(z, y(z)) = y'(z) :

Yo = ¢($07’y0), Y1 = ¢($1,y1)7§02 = ¢(I2,y2), P = ¢(xn7yn)

En vue de l'intégration numérique @) sur l'intervalle[z,,, x,,+1] approchons cette fonction par le polynéme
d’interpolation de Lagrang®,, (z) (m € N* fixé) aux(m + 1) points de discrétisation précédant, ; c’est-a-dire :
Ty, Tp—1, Tn—2,"** ,Tn_m (€N pratique on prendra = 3) :

P () = on + @[Tn, Tn_1](@ — ) + @[Tn, Tno1, Tn—2](x — zn)(x — Tp—_1)
+-- Sp[xnyxnfla e 7xnfm](:1: - xn)(l - xnfl) e ({E - xnferl)

Pour simplifier I'écriture on posera
o = p(zr) = (2K, Y )
de sorte que
Pn = (bn
) _ (bn - (bnfl
@p%,lnfl]—'___7;___
¢n - 2¢n—1 + ¢n—2

Qo[xn;xn—laxn—Q] = 2h2
¢n - 3¢n—1 + 3¢n—2 + ¢n—3
6h3

(P[xna Tpn—1,Tn—2, xnf‘d] =

On est donc conduit a définir la méthode d’intégration payation :

Trf1
Yn+1 = Yn + / Pm(x) dx

T
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On obtient donc dans le cas général :

Yn+1 = Un
+ pn.h
Tpni1
tolon mn] [ @) do
Zn Trt1
+@[Tn, Tn1, Tn_2] (x —xn)(x — Tp_1)dx
Tn
Tn+1
+QTn, Tn1, Ty / (r—2p)(@ —2p_1) (T~ Tpomy1)de
xT

n

On fait le changement de variabte= z,, + 6h (0 < 0 < 1) afin d’obtenir :

yn+1—yn+h{ On Fhean, - 1/9d0
+h2(,0[l‘n,l‘n 1, Tn—2 / 90+1)d0
+h390[xnaxn 1, Tn—2,Tn—3 / 99+1)(9+2) df

e B ol m/99+1 (0 +m—1)do}
9

Onaf, 6dd =1, [10(0+1)d0=23, [10(0+1)(0+2)do=2,.

Cas Particulier METHODE MULTIPAS A4 PAS :
Dans le cas particulier ow = 3, y,,+1 dépend des valeurs geaux 4 pas précédents. On obtient :

_ ¢n - ¢n 1 ¢n 2¢n—1 + ¢n—2 5

Yntl = Yn +h {¢n + 1 "3 + 5 6
+¢n - 3¢n71 + 3¢n72 - ¢n73 2
6 4

soit

Yn+1 = Yn + 2}]_4 (55¢n - 59¢n71 + 37¢n72 - 9¢n73)

Erreur locale Précision
Si toutes les informations sy, z,,] étaient exactes, on aurait :

, y®) ()
pla) =y'(2) = Prn(2) + == (@ = 20) (@ = 2p-1) - (2 = 2n3)
d’ou par intégration
Tp41 Tnt1 y(5) (f)
Y(Tnt1) :yn"’/ P () dx—i—/ 41 (x—2p) - (r — 2p_3)dz
Yn+1 Eioe

ce qui fournit I'erreur locale :

Tnt1 o(5)
Elocz/r y 4!(§)(x—xn)...(x—xn,3)dx

T
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Or sur[zy,, xn+1] tous les facteurse — x,), - - -, (x — x,—3) sont positifs de sorte que la formule de la moyenne
s'applique :

(5) Tnt1 h3y®) 1
By = 2 4'(”) / (2 — xn) - (Tp_s) dz = yT(”) / 00+ 1)(0 +2)(0 + 3)d6
. Ty . 0
Finalement : -
_ 29405 (5) () — ((B5
Eloc 720h Yy (77) O(h )

L'erreur globale est donc &i(h*). La méthode est précise au 4éme ordre

Son inconvénient majeur réside dans le fait qu’elle ne paipsiquer qu'a partir du 4éme pas, les 3 premiéres
approximations devant étre obtenues par une autre méthadére inconvénient réside dans la nécessité de stocker
plusieurs valeurs de ce qui peut étre prohibitif dans le cas vectorigld R?, ¢ oup € RP, p > 1). Son avantage
principal est que I'on évalue qu’une seule fois la fonctiopar pas

4.2.4 Méthodes prédicteur-correcteur

Dans les méthodes multipas examinées dans la section préeéte polyndme d’interpolation de Lagrange de
o(x) = y'(z) = ¢(x,y(x)) est basé sur I'information “en amont” du point calculé c'adlire sur les valeurs aux
pointsx,,, X1, -+ , Tn_.m,m POUr UN Certainm.

Pour des raisons liées a la précision mais aussi a la séahitie notion que nous examinerons dans une section
ultérieure, il est souvent préférable de construire unmétye dont la forme dépend aussi de valeuzgp, .

Par exemple si dans la formule :

Tn+41
Yn1 = Y + / oz, y(x)) de

n

on approche l'intégrale par la formule du trapéze on obtient

h
Yn+1 = Yn + §[¢(xna Yn) + O(Tni1, yn+1)]
Ce qui constitue une équation “implicite’est-a-dire dans laquelle I'inconnug,; apparait & gauche mais aussi
a droite, et généralement nonlinéairement, et qu'il fautad@soudre par rapport a cette inconnue, directement ou
itérativement. Dans ce dernier cas, aupasn cherche a construire une sujﬁ&l, yﬁfjl, I yﬁfﬁl, .-+, quiconverge
vers la solutiony,, 1 de I'équation précédente.

On peut appliquer la méthode d’Euler pour définir le premi@mént de la suitgfﬁl. Cestle
Prédicteur.
& = yn + (@, yn)

Aux itérations suivantes, on définite le

Correcteur (k> 1) :

: h —
Yngr = Y + B [aﬁ(wmyn) + 0(Tnt1, yfflll)}

L'itération au correcteur est prolongée jusqu’a satisact!'un critére de convergence qui peut étre de la forme ;

k k—1
vl =y
k
y££1

arrétsi: <e

ol e est un nombre petit précisant la tolérance.

39



Erreur localeA convergence I'erreur locale est celle de la formule dgmédion du trapéze c’est-a-dire de la forme :

—’;—;y’”(g) = 0(h?). Par accumulation, I'erreur globale est donc eh{)(il en résulte que la méthode est donc du second-ordre

Convergence du correcteur
L'itération intervenant au correcteur est de la forme :

U = G(uk_l)

oluy = yfﬁzl etG(ux) = const. + %¢($n+1,uk_1).
Le “théoréme du point fixe” qui n’est pas au programme de cessaous révele qu’une condition suffisante pour
gu’une telle itération converge est que la foncti@satisfasse une hypothese de contraction du type :

JK <1 telque Vu, |G'(u)]<K <1

lci G'(u) = %g—g(xnﬂ,u). Il en résulte le théoréme suivant :

Théoréme Si ¢(z,y) et g—f; sont continues em ety sur l'intervalle ferméa, b], I'itération intervenant au correcteur
converge pourvu quk soit suffisamment petit pour que I'implication suivantet soaie :

h

0 0¢
|y — Ynt1] < |y7(q,l1 — Yny1| = ‘a_y(x"’“’y)?‘ <1

4.2.5 Notion de stabilité
Afin d’effectuer une analyse simple et compléte dans un cegpler, on commence par définir une méthode
d’Adams-Bashforth du second-ordre plus simple.

Une méthode d’Adams-Bashforth du second-ordre

Tn+1
Y(Tnt1) = y(Tn_1) +/ y'(z) dx
1 =
(z,y(z))

Or la formule d’intégration du point central nous donne :

Tn 3 1/ "
JIty (@) de = 2hy (2,) + ELE(g,)
= 2hy' (z,) + L= §€“)h3
bn
D'ou : "
y""(&n)

h3
3

Y(@nt1) = y(xn—1) + 2hey +
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Ceci nous conduit a définir la

METHODE D’ADAMS-BASHFORTH D’ORDRE 2 :

Yn+1 = Yn—1 + 2h¢n
OU ¢n - ¢($n; yn)-

mnr
erreur localef,, = L&) p3,

erreur globalé&,, = |e(z,)| = |y(xn) — yn| = 0(h?).
Intégration numérique d’'un exemple

A titre d’exemple, on résout numériquement le problémeédéhtiel suivant :

{ Yy =-2y+1 (z€]|0,+o0]

dont la solution exacte est connue,

6—2.’1’) + 1
2

par la méthode d’Adams-Bashforth de la section précédente :

Yn+1 = Yn—1 + 2h¢n
= Yn—1 + Zh(_2yn + 1)

que I'on applique poun = 1,2, - - - aprés avoir spécifié non seulemegpt= 1 mais aussi;; = y(h).
On constate que la solution numérique initialement proehkadolution exacte, oscille autour de celle-ci et s’en
éloigne de plus en plus quanctroit :

c’est le phénomene d'instabilité

1.44

0.4+

0.2+

Exemple d’'intégration numérique instable par la méthodeldms-Bashforth
(trait continu : solution exacte ; points : solution numéegourh = 0.25).
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Analyse du phénoméne et définition de la stabilité
Dans ce cas particulier linéaire, la suite des valeurs Essuau moyen du schéma numériqfig, } satisfait
I’équation récurrente linéaire non-homogeéne suivante
Yn+1 + 4hyn —Yn—1 = 2h

ainsi que les “conditions initiales” suivantes :

yo=1  yi=yh)
Or, on connait une solution particuliere de I'équation hamogene §,, = 1/2. On est donc amené a poser :

1

Yn = 5 + zn

de sorte que la suitgz, } ainsi définie est solution de I'équation linéaire homogéssoeaiée :
Znt1 +4hzy — 21 =0

avec les conditions initiales suivantes : )
= -, = h _ =

On sait que
zn = C1r] + Carly

our;, rq sontles racines de I'équation caractéristique :
24+ 4hr—1=0

c'est-a-dire :
r=—2h+V1+4h? =1—2h+ 0(h?)
rg = —2h — /1 +4h2 = —(1 + 2h) + 0(h?)

et les constantes; etC; telles que les conditions initiales sont satisfaites.
Soitz,, = nh fixé. Ona:

Zu Log(1 — 2h + 0(h?))
8220+ 007)] (h—0)
= -2z, +0(h) (h—0)

Log r? =n Log

et
n o _ 672wn60(h)

L1t o))

Les coefficientC; et Cs étant déterminé par les conditions initiales, le ter%ne Cyr} approche lorsqué — 0
la solution exacte : c’est le mode principal

Par contre,
Log|ra|™ = 22Log(1+ 2h 4 0(h?))
= G=[2h+ 0(h?)]
=42z, + 0(h)
d'ou

[ra[" = €™ [1+ 0(h)]

et, comme-; < 0,
ry = (=lra))" = (=1)"e*" [1 + 0(h)]

Le termeCyrf napproche aucun terme de la solution exactest un
“mode parasite”
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Dans ce cas particulier qui illustre le phénomeéne d’'inéitébbn constate que pourfixé, le mode parasite croit
avecz pour devenir prépondérant par rapport au mode principal.

Exo. : Comment explique-t-on que la solution numériquellesautour de la solution exacte ?

On remarque qu’au départ on avait une équation différéatilel 1er ordredont la solution générale était consti-
tuée d’'un seul mode (une seule exponentielle). Afin d’olbotemé méthode précise au second-ordrea introduit une
formule a trois niveaukn+ 1, n et n— 1) représentée par une équation aux différences du 2nd;mdr=edonc accru
artificiellement I'ordre, en approchant une équation défdielle du 1er ordre par une équation aux différences du 2n
ordre; la solution générale de cette derniére est la supitigpod’'un modeprincipal approchant la solution exacte
et d'un mode parasitgui dans le cas particulier examiné est “instable”. Cecideitre poser la définition suivante :

Définition (Stabilité)

On dit qu’'une méthode numérique appliquée a une EDO linéairetablepour un certain pas fixé, si le ou les
modes parasites présents dans la solution numérique epssps aux modes principaux sont atténués par l'intégra-
tion (lorsquer oun croit), et instable dans le cas contraire

En général, les méthodes usuelles sont conditionnellestenie c’est-a-dire stables lorsque le passt suffisam-
ment petit. Mais il existe aussi des méthodes inconditidement stables (enfin d’autres, inutilisables, incoruditi
nellement instables).

Evaluation pratique de la stabilité

On examinera I'application de la méthode proposée a une HEaite. Pour un schéma numérique linéaire, la
solution satisfait une équation récurrente linéaire géleérent non homogénena+ 1 niveaux :

QaYn+a T Ga—1Ynta—1 T+ + QoYn = by
gue I'on associe a I'équation récurrente linéaire homogénante :
Aa2n+a t QGa—12n+a—1 1+ + ao2n = 0

dont la solution générale est
Zn=c1(r)" +ca(ra)” + -+ + calra)”

olry, ro, -+, 7o SONtles racines complexds I'équation caractéristique :

AT + Qo171+t a, =0

On imposera la condition suivante de STABILITE FORTE

Vi, |T‘Z‘|<1

En général, cette condition équivaut & une restrictionespak d’avancemehtdu type

h < hmax
La méthode est alors conditionnellement stable. Cependant certaines équations différentielles, il peut exides
méthodes d'intégration pour lesquelles la condition deilité (S F') est satisfait&’h ; on dit alors que la méthode est

“inconditionnellement stable”. (De telles méthodes samtéyalement “implicites”.)
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4.2.6 Unexemple d’analyse de méthode
On se propose de résoudre numériquement le probléme différsuivant :

Y =9¢(x,y) =~y (z € Ry)
y(0) =1

par la méthode prédicteur/correcteur suivante :
RUNGE-KUTTA 2 LINEARISE:

{ Prédicteur : Yn+1/2 = Yn + %¢(xn7yn)
Correcteur : Ynt+1 = Yn + h(b(xn + %agn+1/2)

Il s’agit d’analyser la précision et la stabilitie la méthode.

Analyse
gn+1/2 = Yn — %yn = (]- - %) Yn N
Yn+1 = Yn — hyn;rl/Q = [1 - h(l - 5)} Yn
Yn+1 = (1-h+ %)yn

Précision

On évalue d’abord I'erreur locale, c’est-a-dire ce que vailith quantité
Y(Tn+1) — Ynt1 SiON avVaity(z,) = yy.
2 3
y(@ns1) =ylen +h) =y(zn) + ' (@)h +y" (@) +y" (w) g+
2 3
ol on a utilisé I'équation différentiell¢’ = —y pour obtenir
y/l — (y/)/ — (_y)l — y’ y/l/ — (y/l)l — (y)l — _y7 etC
On voit donc que dans le cas 9(i,,) = y, Ona:
Y(@nt1) = Yns1 + O(R?)

Lerreur locale est don©(h?3) ; I'erreur globaleO(h?) : la méthode est du second-ordre
Stabilité
L'équation aux différences est ici seulement a 2 niveaux
h2
R (R P

Son équation caractéristique associée est donc du ler:ordre

h2
— (1 = ) =
r < h—|—2) 0

7"1:1—h<1—g)

Ici 71 est un réel et la condition de stabilité forte

d’ou l'unique racine :

|7“1| <1
se réduit a
—1<r<l1
Soit
h
-1<1—-h(1l-=)<1
2
ce qui équivaut a
0<h<?2
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