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Présentation du sujet.
Un système de type chemostat avec une espèce et un seul substrat est décrit par le système d’équations
différentielles : {

ẋ = µ(s)x− ux,
ṡ = −µ(s)x+ u(sin − s).

(0.1)

Dans ce système “entrée-sortie”, la variable x représente la concentration de l’espèce bactérienne con-
sidérée, s la concentration en substrat, sin > 0 la concentration en substrat entrant, u(·) le tau de dilution
(ici la fonction u(·) représente la variable de décision et u(t) ∈ [0, umax] pour tout t), et s 7−→ µ(s) est
la fonction de croissance du substrat (µ(0) = 0 et µ(s) ≥ 0 pour tout s ≥ 0). De tels systèmes sont
couramment utilisées dans les biotechnologies et dans certaines industries (pharmaceutiques).

On s’intéresse ici à maximiser la quantité de bio-gaz produite par un tel système (cette quantité est
proportionnelle à µ(s(t))x(t)∆t pendant un court instant). On se donne donc un horizon T > 0, et on
cherche à résoudre le problème de contrôle optimal suivant:

max
u(·)

∫ T

0

µ(s(t))x(t)dt. (0.2)

La synthèse de lois de commandes optimales pour optimiser un tel critère sur un intervalle de temps est
fondamentale aujourd’hui, par exemple pour la synthèse d’énergies nouvelles.

Objectifs du stage.
Résoudre le problème (0.2) est difficile, en particulier la détermination d’un contrôle optimal par retour
d’état (feedback) ainsi que l’obtention d’une description des trajectoires optimales associées. Ainsi,
l’objectif du stage consistera d’abord à effectuer des simulations numériques pour résoudre (0.2) (sous
Matlab ou Scilab ou avec des méthodes directes comme bocop). On envisagera ensuite d’étudier le
problème initial sur un horizon infini, cad en remplaçant le critère dans (0.2) par un critère du type:∫ ∞

0

e−rtµ(s(t))x(t)dt, (0.3)

où r > 0 est un taux d’escompte. L’étudiant sera donc amené à étudier l’application du principe de
Pontryagin sur un horizon infini afin d’optimiser (0.3). Enfin, on s’intéressera au lien entre les solutions
numériques sur un horizon [0, T ] (avec T grand) et les solutions du problème (0.3). Il sera intéressant de
comparer ces solutions à celles trouvées dans un cas particulier du problème (0.2) (voir un travail récent
par A. Ghouali, T. Sari, J. Harmand).

Profil recherché. M1, M2 ou diplôme d’ingénieur en mathématiques appliquées. Pré-requis en
systèmes dynamiques (équations différentielles), en contrôle optimal et en optimisation. Goût pour la
simulation numérique (Matlab, Scilab, Maple...).

Contact. Térence Bayen, Mâıtre de Conférences (UM2) E-mail : tbayen@math.univ-montp2.fr
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