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Chapitre 1

Notion élémentaire de topologie
dansIRn

1.1 Ensembles ouverts et ensembles fermés

1.1.1 Les ensembles ouverts

Définition 1.1 Soitx un élément deIRn et soitr un réel strictement positif.

La boule ouverteB(x, r) de centrex et de rayonr est définie par

B(x, r) =
{

y ∈ IRn | ‖y − x‖ < r
}

. (1.1)

Définition 1.2 SoitO ⊂ IRn. Un ensembleO est ouvert ssi

∀y ∈ O ∃r > 0 | B(y, r) ⊂ O. (1.2)

Exemples. Les ensemblesIRn et∅ sont ouverts.

Proposition 1.1 Les boules ouvertes sont des ouverts.

Preuve. SoientB(x, R) cette boule ety ∈ B(x, R). Soit r le réel strictement
positif donné parr = R − ‖x − y‖. Pour toutz ∈ B(y, r),

‖x − z‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y − z‖
< ‖x − y‖ + R − ‖x − y‖
< R.

(1.3)

Ainsi, z ∈ B(x, R).

Proposition 1.2 SiO1 etO2 sont deux ouverts, alorsO1 ∩ O2 est ouvert.
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Preuve. Soit x ∈ O1 ∩ O2. CommeO1 et O2 sont ouverts, il exister1 > 0 et
r2 > 0 tel que

B(x, r1) ⊂ O1 et B(x, r2) ⊂ O2. (1.4)

Désignons parr le minimum der1 et r2. Ainsi, nous avons

B(x, r) ⊂ O1 et B(x, r) ⊂ O2 (1.5)

et par conséquent
B(x, r) ⊂ O1 ∩ O2. (1.6)

Ceci nous permet d’affirmer queO1 ∩ O2 est ouvert.

Proposition 1.3 Si{Oi} désigne une famille d’ouverts, alors∪
i
Oi est ouvert.

Preuve.Soit x ∈ ∪
i
Oi. Il existei tel quex ∈ Oi. CommeOi est ouvert, il existe

r > 0 tel que
B(x, r) ⊂ Oi ⊂ ∪

i
Oi. (1.7)

Ainsi, ∪
i
Oi est ouvert.

1.1.2 Les ensembles fermés

Définition 1.3 Soitx ∈ IRn et soitr > 0.

La boule fermée de centrex et de rayonr est définie par

B(x, r) =
{

y ∈ IRn | ‖y − x‖ ≤ r
}

. (1.8)

Définition 1.4 SoitF ⊂ IRn. L’ensembleF est un fermé si son complémentaire
est un ouvert.

Exemples.L’ensembleIRn, respectivement∅, est fermé. En effet, son complé-
mentaire est∅, respectivementIRn.

Proposition 1.4 SoitF ⊂ IRn un fermé. Toute suite convergente d’éléments de
F admet une limite dansF .

Preuve. Considérons une suitexn ∈ F qui converge versx ∈ IRn. Soit O le
complémentaire deF . Soity un élément quelconque deO.

CommeO est ouvert, il exister > 0 tel queB(y, r) ⊂ O. Ainsi, pour toutz ∈ F ,
z /∈ B(y, r) et par conséquent il suit

‖z − y‖ ≥ r. (1.9)
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Par inégalité triangulaire, nous avons

‖y − x‖ ≥ ‖y − xn‖ − ‖xn − x‖. (1.10)

Commexn est un élément deF , nous avons

‖y − x‖ ≥ r − ‖xn − x‖. (1.11)

Ceci nous fournit pourn tendant vers0

‖y − x‖ ≥ r > 0 (1.12)

et par conséquenty 6= x. Comme ceci est vrai pour touty dansO, x /∈ O, c’est-
à-direx ∈ F .

Proposition 1.5 SoitF ⊂ IRp. Si toute suite convergente d’éléments deF admet
une limite dansF alorsF est fermé.

Preuve. Supposons que toute suite convergente de F admet une limite dans F.
Montrons queO, le complémentaire deF , est ouvert.

Raisonnons par l’absurde. Supposons queO ne soit pas ouvert

∀r > 0 B(y, r) 6⊂ O, (1.13)

dit autrement
∀r > 0 B(y, r) ∩ F 6= ∅. (1.14)

Pourr = 1
n+1

, nous construisons une suite(xn) d’éléments de F telle que

xn ∈ B(y,
1

n + 1
). (1.15)

Ceci peut être traduit en

‖xn − y‖ ≤ 1

n + 1
. (1.16)

Il suit quexn converge versy. CommeF est fermé,y ∈ F . Ceci est impossible
cary ∈ O.

Proposition 1.6 SiF1 etF2 sont deux fermés, alorsF1 ∪ F2 est fermé.

Preuve.SoientO1 etO2 les complémentaires deF1 etF2. CommeO1 etO2 sont
ouverts,O1 ∩ O2 est ouvert. Le complémentaireF1 ∪ F2 de O1 ∩ O2 est donc
fermé.

Proposition 1.7 Si{Fi} désigne une famille de fermés, alors∩
i
Fi est fermé.

Preuve.SoientOi les complémentaires desFi. Comme lesOi sont ouverts,∪
i
Oi

est ouvert. Le complémentaire∩
i
Fi est fermé.
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1.2 Propriétés des fonctions continues

Soitf : IRn −→ IRp une application.

Définition 1.5 f est continue ssi

lim
xn−→x

f(xn) = f(x). (1.17)

Définition 1.6 SoitE ⊂ IRp. L’image réciproque deE par f est définie par

−1

f (E) =
{

x ∈ IRn
∣
∣
∣ f(x) ∈ E

}

. (1.18)

Remarque 1.1 Remarquons que
−1

f (IRp) = IRn et que pour toutA et toutB
ensembles inclus dansIRp

−1

f (A ∪ B) =
−1

f (A) ∪
−1

f (B) et
−1

f (A ∩ B) =
−1

f (A) ∩
−1

f (B). (1.19)

Dans la suite de ce paragraphe, (H) est une abréviation pour :Soitf : IRn −→ IRp

une application continue.

Proposition 1.8 (H). SoitO ⊂ IRp un ouvert. L’image réciproque deO,
−1

f (O),
est un ouvert.

Preuve.Soitx ∈
−1

f (O) ety = f(x). Par définition de l’image réciproque,y ∈ O.
CommeO est ouvert, il existeε > 0 tel queB(y, ε) ⊂ O.

D’autre part, commef est continue, on peut écrire sa continuité au pointx : il
existeη > 0 tel que

∀z ∈ IRn ‖z − x‖ < η =⇒ ‖f(z) − y‖ < ε. (1.20)

Ainsi pourz ∈ B(x, η), nous avonsf(z) ∈ B(f(x), ε) ⊂ O ; c’est-à-dire

B(x, η) ⊂
−1

f (O). (1.21)

−1

f (O) est donc ouvert.

Proposition 1.9 (H). SoitF ⊂ IRp un fermé. L’image réciproque deF ,
−1

f (F ),
est un fermé.
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Preuve.NotonsO le complémentaire deF . CommeF est fermé,O est ouvert.
Notons que







−1

f (F ) ∪
−1

f (O) =
−1

f (F ∪ O) =
−1

f (IRp) = IRn,

−1

f (F ) ∩
−1

f (O) =
−1

f (F ∩ O) =
−1

f (∅) = ∅.
(1.22)

Ainsi,
−1

f (F ) est le complémentaire de
−1

f (O) dansIRn. D’après la proposition

1.8,
−1

f (O) est ouvert commeO est ouvert. Par conséquent,
−1

f (F ) est fermé.

Remarque 1.2 (H). SoitF ⊂ IRn un fermé. L’image directe deF

f(F ) =
{

y = f(x) | x ∈ F
}

(1.23)

n’est pas toujours fermée. Par exemple, pourf : IR −→ IR tel quef(x) = ex,
nous avons

f(IR) = IR∗
+ =

{

x > 0
}

(1.24)

qui n’est pas un ensemble fermé.

Remarque 1.3 (H). SoitO un ouvert, l’image directe deO, f(O), n’est pas for-
cément ouvert. Par exemple, pourf : IR −→ IR tel quef(x) = 0, nous avons

f(IR) = {0} (1.25)

qui n’est pas un ensemble ouvert.

1.3 Les ensembles compacts

Définition 1.7 SoitK ⊂ IRp. K est compact ssi toute suite(xn) d’éléments de
K admet une suite extraite convergente dont la limite est un élément deK.

Proposition 1.10 Soienta et b deux éléments deIR. L’intervalle fermé[a, b] est
compact.

Preuve.Soit (xn) une suite d’éléments de[a, b]. La suite(xn) est bornée. D’après
le théorème de Bolzano-Weierstrass, la suite(xn) admet une sous-suite extraite
convergente. Notonsx sa limite.x vérifie

xn → x eta 6 xn ≤ b =⇒ a ≤ x ≤ b (1.26)
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Proposition 1.11 Soienta et b deux éléments deIR. Le pavé[a, b]p ⊂ IRp est
compact.

Preuve.Soit (xn) une suite d’éléments de[a, b]p ⊂ IRp

xn = (xn,1,xn,2, · · · ,xn,p). (1.27)

La suitexn,1 est une suite d’éléments de[a, b]. On peut donc en extraire une sous-
suite extraite convergente

xσ1(n),1 −→ l1 ∈ [a, b]. (1.28)

Considérons maintenantxσ1(n) = (xσ1(n),1,xσ1(n),2, · · · ,xσ1(n),p). La suite(xσ1(n),2)
est une suite d’éléments de[a, b]. Il existe une sous-suite extraite(xσ2(σ1(n)),2)
convergente

xσ2(σ1(n)),2 −→ l2 ∈ [a, b], (1.29)

d’autre part
xσ2(σ1(n)),1 −→ l1 ∈ [a, b]. (1.30)

Par récurrence, nous construisons une suitexσp(···(σ2(σ1(n)))) telle que







xσp(···(σ2(σ1(n)))),1 −→ l1 ∈ [a, b],
xσp(···(σ2(σ1(n)))),2 −→ l2 ∈ [a, b]

· · ·
xσp(···(σ2(σ1(n)))),p −→ lp ∈ [a, b].

(1.31)

Cette sous-suite extraite converge versl = (l1, l2, · · · , lp) ∈ [a, b]p.

Définition 1.8 (Ensemble borné) SoitB ⊂ IRn. L’ensembleB est borné ssi

∃A > 0 | ∀x ∈ B ‖x‖ < A. (1.32)

Dit autrement, il existe une bouleB(0, A) qui contientB.

Théorème 1.1Soit K ⊂ IRp. L’ensembleK est compact ssiK est fermé et
borné.

Preuve.(⇐=) SoitK un fermé borné. Soit(xn) une suite d’éléments deK.

Il existe un pavé ferméP = [a, b]p qui contientK. Les pavés fermés étant com-
pacts, la suitexn admet une sous-suite extraite convergente dont la limite est dans
P . CommeK est fermé etxn ∈ K, cette limite est un élément deK.

(=⇒) SoitK un compact.
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Montrons queK est fermé. Soit(xn) une suite convergente

xn −→ l. (1.33)

Nous allons montrer quel ∈ K. CommeK est compact, elle admet une sous-suite
extraitexσ(n) qui converge dont la limite est dansK

xσ(n) −→ lσ ∈ K; (1.34)

d’autre part
xσ(n) −→ l. (1.35)

Par unicité de la limite,l = lσ ∈ K. K est donc fermé.

Montrons queK est borné. Raisonnons par l’absurde. Supposons queK est non
borné. Nous pouvons construire une suite (xn) d’éléments de K telle que‖xn‖
tend vers+∞. Toute suite extraitexσ(n) vérifie aussi‖xσ(n)‖ → +∞ et est donc
divergente. Ceci est impossible carK est compact.

1.4 Exercices

1.4.1 Ensembles ouverts et ensembles fermés

Exercice.Montrer que le demi-espace ouvert est ouvert

IR
p
+ =

{

(x1, · · · ,xp) ∈ IRp
∣
∣
∣ x1 > 0

}

. (1.36)

Exercice. Soienta et b deux réels aveca < b. Les intervalles sont-ils ouverts,
fermés ?

[a, b], [a, b[, ]a, b], ]a, b[, ] −∞, b], ] −∞, b[, ]a, +∞[, [a, +∞[. (1.37)

Exercice.Montrer que le demi-espace fermé est fermé

IR
p
+ =

{

(x1, · · · ,xp) ∈ IRp
∣
∣
∣ x1 ≥ 0

}

. (1.38)

Exercice. Soientn et p deux entiers avec0 < p < n. Montrer queIRp n’est
pas ouvert en tant qu’ensemble deIRn. Montrer queIRp est fermé en tant qu’en-
semble deIRn. On entend par sous-ensemble deIRn

IRp =
{

x ∈ IRn
∣
∣
∣ xp+1 = · · · = xn = 0

}

. (1.39)

9



1.4.2 Fonctions continues

Exercice.Montrer que l’application norme est continue.

Exercice.Montrer que toute boule fermée est fermée.

Exercice.Montrer que l’ensemble suivant est fermé
{

x ∈ IR3
∣
∣
∣ x1 + x2

2 + x2
3 = 1

}

. (1.40)

Exercice.Montrer que l’ensemble suivant est ouvert
{

x ∈ IR2
∣
∣
∣ − 3 < 4x2

1 + 3x2
2 + 5x2

3 < 2
}

. (1.41)

1.4.3 Ensembles compacts

Exercice.IRn est-il compact ?

Exercice.Montrer que les boules fermées sont compactes.

Exercice.Soienta et b deux réels aveca < b. Les intervalles sont-ils compacts ?

[a, b], [a, b[, ]a, b], ]a, b[, ] −∞, b], ] −∞, b[, ]a, +∞[, [a, +∞[. (1.42)

Exercice.Montrer que l’ensemble suivant est compact
{

(x1,x2,x3) ∈ IR3
∣
∣
∣ 2x2

1 + x2
2 + 3x2

3 ≤ 5
}

. (1.43)

Exercice. Soit (xn) une suite d’éléments deIRp qui converge versx ∈ IRp.
Montrer que l’ensemble suivant est compact

{xn | n ∈ IN} ∪ {x}. (1.44)

Exercice. Soit K un compact. Soitf : IRn −→ IRp une application continue.
Montrer quef(K) est fermé.

Exercice. Soit K un compact. Soitf : IRn −→ IRp une application continue.
Montrer quef(K) est compact.
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Chapitre 2

Deux théorèmes d’existence de
minimum et maximum d’une
fonction

Nous nous intéressons ici à la recherche dex qui réalise le minimum d’une
application continuef : E ⊂ IRp −→ IR, c’est-à-dire nous cherchons

x ∈ K tel quef(x) ≤ f(y) ∀y ∈ K. (2.1)

Bien entendu la recherche d’un maximum peut se ramener à la recherche d’un
minimum en considérant−f à la place def . C’est pourquoi nous porterons une
attention plus particulière à la recherche du minimum.

2.1 Minimum, maximum, supremum, infimum

Définition 2.1 (minorant, majorant) SoitE ⊂ IR un ensemble.

m ∈ IR ∪ {−∞, +∞} est un minorant deE ssi

∀x ∈ E m ≤ x. (2.2)

M ∈ IR ∪ {−∞, +∞} est un majorant deE ssi

∀x ∈ E M ≥ x. (2.3)

Définition 2.2 (infimum, supremum) SoitE ⊂ IR.

L’infimum inf(E) ∈ IR ∪ {−∞, +∞} deE est le plus grand des minorants.

Le supremumsup(E) ∈ IR ∪ {−∞, +∞} deE est le plus petit des majorants.
On note aussi

inf
x∈E

(x) et sup
x∈E

(x). (2.4)
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Définition-Proposition 2.1 (suite minimisante, suite maximisante) SoitE ⊂ IR,
E 6= ∅.

Il existe(xn) une suite d’éléments deE telle que

xn −→ inf(E) (2.5)

et une suite(yn) d’éléments deE telle que

yn −→ sup(E). (2.6)

La suite(xn) est une suite minimisante et la suite(yn) est une suite maximisante.

Preuve.PourE 6= ∅, inf(E) ∈ IR ∪ {−∞} et sup(E) ∈ IR ∪ {+∞}.

(i) Pour inf (E) ∈ IR. Commeinf(E) est le plus grand des minorants deE,
inf(E) + 1/n pour toutn ∈ IN∗ n’est pas un minorant deE. Il existe un élément
xn ∈ E tel que

xn ≤ inf(E) + 1/n. (2.7)

Cette suite(xn) d’éléments deE vérifie inf(E) ≤ xn ≤ inf(E) + 1/n et admet
doncinf(E) comme limite.

(ii) Pour inf (E) = −∞, E admet seulement−∞ comme minorant. Par consé-
quent pour toutn ∈ IN, il existexn ∈ E tel que

xn ≤ −n. (2.8)

La suitexn ainsi construite converge vers−∞.

La construction de la suite(yn) est laissée en exercice.

Définition 2.3 (minimum, maximum) SoitE ⊂ IR.

Un infimum est un minimum siinf(E) ∈ E.
Un supremum est un maximum sisup(E) ∈ E.
Dans ce cas, on note

min(E) = inf(E) et max(E) = sup(E). (2.9)

Proposition 2.1 SoitF ⊂ IR (F 6= ∅) un fermé.

SiF est borné inférieurement alorsF admet un minimum.

SiF est borné supérieurement alorsF admet un maximum.

Preuve.Soit (xn) une suite minimisante

lim
n→+∞

xn = inf(F ). (2.10)

CommeF est fermé,inf(F ) ∈ F et, par conséquent,inf(F ) est le minimum de
F . Le résultat sur le maximum est laissé en exercice.
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2.2 Existence de minimum sur les ensembles bornés

Définition 2.4 Soit f : E ⊂ IRp −→ IR une application etK ⊂ E. x est un
argument-minimum def surK si

x ∈ K et f(x) ≤ f(y) ∀y ∈ K. (2.11)

On dit aussi quex réalise le minimum def surK.

S’il n’existe qu’un argument-minimum, nous adoptons la notation suivante

x = argmin
y∈K

(f(y)). (2.12)

Proposition 2.2 Pour toutx argument-minimum def sur K. x réalise le mini-
mum de f

f(x) = inf
y∈K

(f(y)). (2.13)

Preuve.Commex ∈ K, il suit

f(x) ≥ inf
y∈K

(f(y)). (2.14)

D’autre part commef(x) est un minorant def(y) pour touty ∈ K

f(x) ≤ inf
y∈K

(f(y)). (2.15)

Ceci prouve l’égalité souhaitée.

Remarque 2.1 Attention, il n’existe pas toujours d’argument-minimum. En effet
pour f : IR −→ IR avecf(x) = 1

x2+1
. inf(f(y)) est zéro qui n’est atteint en

aucunx.

Attention, il n’y a pas toujours unicité de l’argument-minimum def sur K. Par
exemple, pourf(x) = 0 toutx ∈ E est argument-minimum def .

Toutx argument-minimum def est caractérisé par

x ∈
−1

f ( inf
y∈E

(f(y))). (2.16)

Théorème 2.1SoitK ⊂ Rp un compact (un fermé borné),K 6= ∅. Soitf : K ⊂
IRp −→ IR une application continue.

Il existex ∈ K argument-minimum def surK. Dit autrement, il existex ∈ K tel
que

f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ K. (2.17)
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Preuve.Introduisons l’image directe deK parf

f(K) =
{

f(y)
∣
∣
∣ y ∈ K

}

. (2.18)

Considérons une suite minimisante dansf(K). C’est-à-dire une suite de(xn)
d’éléments deK telle que

f(xn) −→ inf
y∈K

f(y). (2.19)

CommeK est compact, il existe une sous-suite extraite(xσ(n)) qui converge vers
x ∈ K. Cette suite suite extraite vérifie

xσ(n) −→ x et f(xσ(n)) −→ inf
y∈K

f(y). (2.20)

Commef est continue et par unicité de la limite, il suit

f(x) = inf
y∈K

f(y) avecx ∈ K. (2.21)

Ainsi, f réalise son minimum surK.

2.3 Existence de minimum sur les ensembles non bor-
nés

Définition 2.5 Une applicationf : F ⊂ IRp −→ IR est infinie à l’infini ssi

∀A ∈ IR, ∃R > 0 | ∀x ∈ F ‖x‖ ≥ R =⇒ f(x) ≥ A (2.22)

On note
lim

‖x‖−→+∞
f(x) = +∞. (2.23)

Pour montrer quef est infinie à l’infini on utilise souvent la

Proposition 2.3 Soit f : F ⊂ IRp −→ IR une application etg : IR −→ IR

vérifiant
f(x) ≥ g(‖x‖) avec lim

t→+∞
g(t) = +∞. (2.24)

Alors,f est infinie à l’infini.

Preuve.Commeg tend vers+∞ en+∞

∀A ∈ IR, ∃R > 0 | ∀t ∈ IR t ≥ R =⇒ g(t) ≥ A. (2.25)

Avec t = ‖x‖ et commeg(x) ≥ f(‖x‖), nous obtenons (2.22).
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Théorème 2.2SoitF ⊂ IRp un fermé,F 6= ∅. Soitf : F ⊂ IRp −→ IR une
application continue infinie à l’infini.

Il existex ∈ F qui réalise le minimum def surF . Dit autrement, il existex ∈ F
tel que

f(x) ≤ f(y), ∀y ∈ F. (2.26)

Preuve. (i) DéfinissonsK compact. CommeF 6= ∅, nous avonsinf(F ) ∈ IR ∪
{−∞}. Il existeA ∈ IR, tel queA > inf

y∈E
(f(y)). Commef est infinie à l’infini,

il existeR1 > 0 tel que poury ∈ IRp

‖y‖ > R =⇒ f(y) > A. (2.27)

CommeF est non vide, il existeR2 > 0 tel que

B(0, R2) ∩ F 6= ∅. (2.28)

ChoisissonsR = max(R1, R2)

‖y‖ > R =⇒ f(y) > A et B(0, R) ∩ F 6= ∅. (2.29)

Soit K = B(0, R) ∩ F . L’ensembleK est un compact non vide car il est borné
(‖y‖ ≤ R) et fermé (intersection de deux fermés).

(ii) Minimisonsf surK. Commef est continue etK est compact,f atteint son
minimum surK, c’est-à-dire

∃x ∈ K | f(x) = inf
y∈K

(f(y)), (2.30)

(iii) Montrons que minimiser surK revient à minimiser surF . D’une part, nous
avons

inf
y∈F

f(y) = inf
(

inf
y∈K

f(y); inf
y∈F\K

f(y)
)

. (2.31)

D’autre part, comme pourz /∈ K ‖z‖ ≥ R, nous avons

f(z) > A > inf
y∈F

f(y) (2.32)

et par conséquent
inf
y∈F

f(y) < inf
y∈F\K

f(y). (2.33)

D’où, il suit
inf
y∈F

f(y) = inf
y∈K

f(y) (2.34)

et d’après (2.30) il vient

∃x ∈ K ⊂ F | f(x) = inf
y∈F

(f(y)). (2.35)
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2.4 Exercices

Exercice. Soit R > 0. Soit b ∈ IRn. Soit A ∈ IRn×n une matrice symétrique
définie positive. Considérons le problème de minimisation de la fonctionnelle

J : IRn −→ IR avec J(x) = bT x (2.36)

sur l’ensembleK ⊂ IRn

K =
{

x ∈ IRn
∣
∣
∣

1

2
xT Ax ≤ R

}

. (2.37)

1) Montrer qu’il existeλmin > 0 etλmax > 0 tels que

λmin ‖x‖2 ≤ xT Ax ≤ λmax ‖x‖2. (2.38)

2) Montrer queK est fermé.

3) Montrer queK est borné.

4) Montrer que l’applicationJ est continue.

5) Montrer que l’applicationJ atteint son minimum surK.

Exercice.Soit A ∈ IRn×n une matrice symétrique définie positive. Soitb ∈ IRn

un vecteur. Soitc ∈ IR.

Considérons l’applicationJ : IRn −→ IR définie par

J(x) =
1

2
xT Ax − bT x + c ∀x ∈ IRn. (2.39)

1) Montrer qu’il existeλmin > 0 etλmax > 0 tels que

λmin ‖x‖2 ≤ xT Ax ≤ λmax ‖x‖2. (2.40)

2) Montrer que

|J(x + h) − J(x)| ≤ 1

2
λmax‖h‖2 + ‖Ax‖‖h‖ + ‖b‖‖h‖. (2.41)

3) Montrer queJ est continue.

4) Montrer la minoration suivante

J(x) ≥ 1

2
λmin‖x‖2 − ‖b‖‖x‖ + c ∀x ∈ IRn. (2.42)

5) Montrer queJ est infinie à l’infini.

6) Montrer que le minimum deJ est atteint surIRn.
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Exercice.Considérons le problème de maximisation deJ

J : IR2 −→ IR et J(x1, x2) = ch(x2
1 + x2) (2.43)

sur
E =

{

(x1, x2) ∈ IR2
∣
∣
∣ x4

1 + x2
2 = 1

}

. (2.44)

Montrer queJ admet un argument-minimum surE.

Exercice.Considérons le problème de minimisation dansIR3 de

J : IR3 −→ IR, J(x) = exp (x2
1 + x2

2 + x2
3) + x1. (2.45)

Montrer queJ atteint son minimum surIR3.

2.5 Problème : le théorème de d’Alembert

SoitP un polynôme de la variable complexez = x + iy non constant

P (z) =

N∑

n=0

an zn, avecan ∈ C etaN 6= 0. (2.46)

Le but de ce problème est de montrer queP est scindé dansC

P (z) = aN

N∏

n=1

(z − zn) aveczn ∈ C. (2.47)

Leszn sont les racines complexes du polynôme.

1. Expliquer pourquoi on peut identifierC àR2.

2. On notez = (x, y). Montrer que‖z‖ = |z|.
3. Montrer l’inégalité suivante

|P (z)| ≥ |aN ||zN |
(

1 −
N−1∑

n=0

|an|
|aN |

|z|n−N
)

. (2.48)

4. Montrer que l’application suivante est infinie à l’infini

f :

{

R
2 −→ R,

z 7−→ |P (z)|.
(2.49)

5. Montrer qu’il existezN qui réalise le minimum def

∃zN ∈ C |P (zN)| ≤ |P (z)| ∀z ∈ C. (2.50)
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6. Montrer queP (zN + z) peut s’écrire sous la forme

P (zN + z) = b0 + b1z + · · ·+ bN−1z
N−1 + aNzn (2.51)

avecb0, b1, · · · , bN−1 des complexes. Remarquer queP (zN) = b0.

7. Soit k le plus petitn ∈ [[1; N ]] tel quebn 6= 0. Soit ξ ∈ C une solution de
l’équation

b0 + bkξ
k = 0. (2.52)

Pourr un réel positif, montrer

P (zN + r
1

k ξ) = b0(1 − r) + r ε(r) avec lim
r→0

ε(r) = 0. (2.53)

8. En utilisant le fait quezN minimise|P (z)|, montrer queb0 = 0 et queP (zN) =
0. Montrer queP peut s’écrire

P (z) = (z − zN )Q(z) avecQ un polynôme de degréN − 1. (2.54)

9. Conclure.
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Chapitre 3

Convexité et optimisation

3.1 Les fonctionnelles convexes

Définition 3.1 SoitC ⊂ IRn. L’ensembleC est convexe ssi

∀x,y ∈ C ∀λ ∈]0, 1[ λx + (1 − λ)y ∈ C. (3.1)

Dit autrement, six ety sont deux éléments deC alors le segment qui reliex à y

est inclus dansC.

Exemple.IRn est convexe.

Définition 3.2 Soit C ⊂ IRn un convexe. Une fonctionnelleJ : C −→ IR est
convexe ssi

∀x,y ∈ C ∀λ ∈]0, 1[ J(λx + (1 − λ)y) ≤ λJ(x) + (1 − λ)J(y). (3.2)

Définition 3.3 Soit J : E −→ IR une fonctionnelle.x ∈ E est un argument-
minimum local deJ ssi

∃r > 0 | J(x) ≤ J(y) ∀y ∈ E ∩ B(x, r). (3.3)

J(x) est un minimum local deE.

x ∈ E est un argument-minimum global deJ ssi

J(x) ≤ J(y) ∀y ∈ E. (3.4)

J(x) est un minimum global deE.

Proposition 3.1 SoitC ⊂ IRn un convexe. SoitJ : C −→ IR une fonctionnelle
convexe.

Tout argument-minimum local deJ surC est argument-minimum global.
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Preuve.Raisonnons par l’absurde. Soitx ∈ C un point qui réalise un minimum
local deJ surC

∃r > 0 | ∀y ∈ C avec‖y − x‖ < r J(x) ≤ J(y). (3.5)

Supposons qu’il ne réalise pas un minimum global

∃z ∈ C | J(z) < J(x). (3.6)

Soit

y = λz + (1 − λ)x avec λ = inf(
1

2
,

r

2‖x − z‖). (3.7)

D’une part, comme0 < λ < 1, y ∈ C et par conséquent commeJ est convexe,
nous avons 





J(y) ≤ λ J(z) + (1 − λ)J(x)

< λ J(x) + (1 − λ)J(x),

J(y) < J(x).

(3.8)

D’autre part, comme

y = x + λ (z − x) et ‖λ (z − x)‖ < r, (3.9)

nous avons
‖x − y‖ < r (3.10)

et par suite il vient
J(y) ≥ J(x). (3.11)

Ceci est impossible, c.f. (3.8).

Définition 3.4 SoitC ⊂ IRn un convexe. Une fonctionnelleJ : IRn −→ IR est
strictement convexe ssi

∀x,y ∈ C, avecx 6= y, ∀λ ∈]0, 1[

J(λx + (1 − λ)y) < λJ(x) + (1 − λ)J(y). (3.12)

Théorème 3.1SoitC ⊂ IRn un convexe. SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle
strictement convexe.

L’argument-minimum deJ surC, s’il existe, est unique.
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Preuve.Raisonnons par l’absurde. Soientx1 et x2 deux éléments deC réalisant
le minimum deJ .

CommeC est convexe,(x1 + x2)/2 ∈ C. CommeJ est convexe, il suit






J(
x1 + x2

2
) <

1

2
J(x1) +

1

2
J(x2)

<
1

2
inf
y∈C

J(y) +
1

2
inf
y∈C

J(y)

< inf
y∈C

J(y).

(3.13)

Ceci est impossible.

Corollaire 3.1 Soit K ⊂ IRn, K 6= ∅, un ensemble compact et convexe. Soit
J : K −→ IR une fonctionnelle continue strictement convexe. Alors le minimum
deJ est atteint en un uniquex ∈ K.

Corollaire 3.2 Soit F ⊂ IRn, F 6= ∅, un ensemble fermé et convexe. SoitJ :
IRn −→ IR une fonctionnelle continue strictement convexe infinie à l’infinie.
Alors le minimum deJ est atteint en un uniquex ∈ F .

3.2 Gradient et extremum

Rappelons tout d’abord la définition du gradient.

Définition 3.5 Soit J : IRn −→ IR une fonctionnelle.J est différentiable au
pointx ssi il existe∇J(x) ∈ IRn eth 7→ ε(h,x) vérifiant

J(x + h) = J(x) + [∇J(x)]Th + ‖h‖ ε(h,x), ∀h ∈ IRn, (3.14)

avec
ε(h,x) −→

h→0
0. (3.15)

Lorsqu’il existe, le gradient peut être exprimé à l’aide desdérivées partielles

∇J(x) =







∂x1
J(x)

∂x2
J(x)
· · ·

∂xn
J(x)







. (3.16)

Définition 3.6 SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle.J est de classeC1.
– J est différentiable au pointx,
– chacune des composantes de∇J est continue.
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Théorème 3.2SoitO ⊂ IRn un ouvert. SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle
différentiable.

Six ∈ O réalise le minimum (respectivement maximum) deJ alors

∇J(x) = 0. (3.17)

Preuve.Traitons le cas oùx réalise le minimum deJ .

CommeO est ouvert etx ∈ O, il exister > 0 tel queB(x, r) ⊂ O. Ainsi, pour
touth ∈ IRn tel que‖h‖ < r, x+h ∈ O. Commex réalise le minimum deJ sur
O

J(x + h) − J(x) ≥ 0. (3.18)

Traduisons cette expression à l’aide du gradient

[∇J(x)]Th + ‖h‖ ε(h,x) ≥ 0. (3.19)

Choisissonsh = − ∇J(x)
‖∇J(x)‖λ avec0 < λ < r

2
, cette expression s’écrit

−λ‖∇J(x)‖ + λ ε(− ∇J(x)

‖∇J(x)‖λ,x) ≥ 0. (3.20)

C’est-à-dire

−‖∇J(x)‖ + ε(− ∇J(x)

‖∇J(x)‖λ,x) ≥ 0. (3.21)

En faisant tendreλ vers 0, nous tirons

−‖∇J(x)‖ ≥ 0. (3.22)

Or comme‖∇J(x)‖ ≥ 0, ceci implique∇J(x) = 0.

Ceci conclut la preuve.

Dans le cas d’un maximum, on effectuera la même preuve avech = ∇J(x)
‖∇J(x)‖λ.

Remarque 3.1 Tout point où le gradient est nul n’est pas nécessairement unex-
tremum. En effet pourf : IR −→ IR avecf(x) = x3 admet enx = 0 un point de
dérivée nulle qui n’est pas un extremum (même local).

3.3 Hessienne et convexité

Définition 3.7 On dit queJ : IRn −→ IR est deux fois différentiable au point
x ∈ IRn ssi

– J est différentiable ;
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– chacune des composantes de∇J est différentiable.

Définition 3.8 SoitJ : IRn −→ IR deux fois différentiable. La Hessienne deJ
définie à l’aide de ses dérivées partielles d’ordre 2

H [J ](x) = [∂i∂jJ(x)]1≤i,j≤n. (3.23)

Définition 3.9 Une fonctionnelleJ : IRn −→ IR est de classeC2 ssi
– J est deux fois différentiable ;
– chacune des composantes deH [J ] est continue.

Théorème 3.3 (de Schwarz) SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC2.

La matriceH [J ](x), ∀x ∈ IRn, est symétrique.

Théorème 3.4 (Développement de Taylor d’ordre 2) SoitJ : IRn −→ IR une
fonctionnelle de classeC2. Si

J(x + h) = J(x) + [∇J(x)]T h +
1

2
hT H [J ](x)h + ‖h‖2 ε(x,h) (3.24)

avec
ε(x,h) −→

h→0
0 (3.25)

La Hessienne a notamment une importance vis-à-vis du résultat suivant.

Théorème 3.5SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC2.

Si la hessienneH [J ](x) deJ est une matrice symétrique définie positive pour tout
x ∈ IRn, alorsJ est strictement convexe.

Si H [J ](x) est une matrice symétrique positive pour toutx ∈ IRn, alors J est
convexe.

Pour montrer ce résultat nous avons besoin du lemme technique suivant.

Lemme 3.1 Soitf ∈ C2([0, 1]).

Sif (2)(x) > 0, alorsf(λ) < (1 − λ)f(0) + λf(1) pourλ ∈]0, 1[.

Sif (2)(x) ≥ 0, alorsf(λ) ≤ (1 − λ)f(0) + λf(1).

Preuve.Commef (2)(x) > 0 (resp.≥) pour0 ≤ x ≤ 1, f ′ est strictement crois-
sante (resp. croissante) et par conséquent

f(λ) − f(0) =

∫ λ

0

f ′(t)dt < λf ′(λ) (resp. ≤),

f(1) − f(λ) =

∫ 1

λ

f ′(t)dt > (1 − λ)f ′(λ) (resp. ≥).

(3.26)
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En groupant ces deux inégalités, nous tirons

f(λ) − f(0)

λ
<

(

f ′(λ) <
)f(1) − f(λ)

1 − λ
(resp. ≤); (3.27)

c’est-à-dire
f(λ) < (1 − λ)f(0) + λf(1) (resp. ≤). (3.28)

Preuve du théorème 3.5.SupposonsH [J ](z) symétrique définie positive. Soient
x et y deux éléments distincts deIRn. Introduisons la fonctionf : [0, 1] −→ IR

de classeC2 définie par

f(λ) = J(λx + (1 − λ)y). (3.29)

Utilisons le développement à l’ordre deux deJ pour calculer la dérivée seconde
def

f(λ+h) = J((λ+h)x+(1−λ−h)y) = J(λx+(1−λ)y+h(x−y)). (3.30)

Avec t = λx + (1 − λ)y, nous avons

f(λ + h) = J(t) + [∇J(t)]T h(x − y) +
1

2
h(x − y)TH [J ](t)h(x − y)

+ h2‖x − y‖2ε(t, h(x− y)), (3.31)

et, par conséquent

f(λ + h) = f(λ) + h
(

[∇J(t)]T (x − y)
)

+
h2

2

(

(x − y)T H [J ](t)(x− y)
)

+ h2ε(h) (3.32)

Commef est de classeC2, la dérivée première et la dérivée seconde def sont
donc données par

f ′(λ) = [∇J(λx + (1 − λ)y)]T (x − y),

f (2)(λ) = (x − y)T H [J ]((λx + (1 − λ)y)
︸ ︷︷ ︸

∈IRn×n

(x − y). (3.33)

Donc, la fonctionf (2)(λ) est strictement positive carH [J ](λx + (1 − λ)y) est
symétrique définie positive etx 6= y.

Le lemme 3.1, s’écrit (f(0) = J(y), f(1) = J(x) etf(λ) = J(λx + (1 − λ)y))

J(λx + (1 − λ)y) < (1 − λ)J(y) + λJ(x). (3.34)

Ceci prouve queJ est strictement convexe.

Si pour toutx, H [J ](x) est positive une preuve similaire nous permet de montrer
queJ est convexe.
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Proposition 3.2 SoitO ⊂ IRn un ouvert. SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle
de classeC2. Soitx ∈ O qui réalise le minimum deJ surO. Alors,J vérifie

∇J(x) = 0 et H [J ](x) est positive. (3.35)

Remarque 3.2 La matriceH [J ](x) peut ne pas être définie voire même être nulle
(f(x) = x4 par exemple).

Preuve. Soitx ∈ O tel queJ(x) ≤ J(z) pour toutz ∈ O.

J(x + h) = J(x) + [∇J(x)]Th + hT H [J ](x)h + ‖h‖2 ε(x,h) (3.36)

avec
lim
h→0

ε(x,h) = 0. (3.37)

Par conséquent, commex réalise le minimum deF surO

J(x + h) − J(x) ≥ 0 et ∇J(x) = 0 (3.38)

Poury ∈ IRn etλ > 0 suffisament petit,x + λy ∈ O. Nous tirons pourh = λy

λyT H [J ](x)λy + ‖λy‖2 ε(x, λy) ≥ 0. (3.39)

Commeλ2 > 0, nous avons

yT H [J ](x)y + ε(λ) ≥ 0 avec lim
λ→0

ε(λ) = 0. (3.40)

En passant à la limite, nous obtenons le résultat

yTH [J ](x)y ≥ 0 ∀y ∈ IRn. (3.41)

Définition 3.10 soit E ⊂ IRn. SoitJ : E −→ IR une fonctionnelle. Le point
x ∈ IRn est un point de minimum local ssi

∃r > 0 ∀y ∈ B(x, r) ∩ E J(y) ≥ J(x). (3.42)

Théorème 3.6SoitO un ouvert SoitJ : O −→ IR une fonctionnelle de classe
C2.

Six ∈ O vérifie

∇J(x) = 0 et H [J ](x) est symétrique définie positive (3.43)

alorsx est un point de minimum local.

Remarque 3.3 CommeJ est de classeC2, il n’est pas nécessaire de vérifier que
la matriceH [J ](x) est symétrique.
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3.4 Exercices

Exercice.Montrer que les boules ouvertesB(x, r) et les boules ferméesB(x, r)
sont convexes.

Exercice.Montrer que l’intersection de deux convexes est convexe. Montrer que
l’union de deux convexes n’est pas nécessairement convexe.

Exercice.SoitA ∈ IRn×n et b ∈ IRn.

1) Calculer le gradient des fonctionnellesIRn −→ IR

x 7−→ b · x et x 7−→ x · Ax (3.44)

2) Calculer la hessienne des fonctionnelles

x 7−→ b · x et x 7−→ x · Ax (3.45)

Exercice.Montrer que les applications suivantes sont convexes

x 7−→ ‖x‖ et x 7−→ ‖x‖2. (3.46)

Exercice. Soit A ∈ IRn×n une matrice symétrique définie positive. Soientb ∈
IRn et c ∈ IR. Considérons la fonctionnelleJ : IRn −→ IR

J(x) =
1

2
x · Ax − bTx + c. (3.47)

1) Calculer le gradient deJ .

2) Calculer la hessienne deJ .

3) Montrer queJ est strictement convexe.

4) Caractériser l’ensemble des minima locaux deJ .

5) Montrer que le minimum deJ est atteint en un unique point.

Exercice.SoitA ∈ IRn×n une matrice symétrique définie positive.

1) Montrer queA est inversible.

2) Montrer queA−1 est définie.

3) Montrer queA−1 est symétrique.

4) Montrer queA−1 est positive.
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Chapitre 4

Optimisation avec contrainte

4.1 Minimisation avec une contrainte d’égalité

Nous cherchons à résoudre le problème suivant






Chercherx argument-minimum deJ : IRn −→ IR sur

C =
{

x ∈ IRn

∣
∣
∣ f(x) = 0

}

.
(4.1)

On dit queC est l’ensemble des contraintes (c’est ici une contrainte d’égalité).

Définition 4.1 SoitJ : IRn −→ IR une fonctionnelle. Soitf : IRn −→ IR une
fonctionnelle.

On appelle lagrangien deJ sous la contraintef la fonctionnelle

L : IRn × IR −→ IR, L(x, λ) = J(x) + λ f(x). (4.2)

λ ∈ IR est appelé multiplicateur de Lagrange.

Calcul du gradient deL.

Supposons queJ etf sont de classeC1. Calculons le gradient de

L : IRn+1 −→ IR, (x, λ) ∈ IRn+1 (4.3)

∇x,λL(x, λ) =





∇xL(x, λ) ∈ IRn

∂λL(x, λ) ∈ IR



 =










∂x1
L(x, λ) ∈ IR

· · ·
∂xn

L(x, λ) ∈ IR

∂λL(x, λ) ∈ IR










(4.4)

où on entend par
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– ∂xi
la dérivée suivantxi avec, pourj 6= i, j ∈ [[1; n]], xj etλ fixés.

– ∂λ la dérivée suivantλ avec, pour toutj ∈ [[1; n]], xj fixés.
Le calcul direct nous fournit







∂x1
L(x, λ) = ∂x1

J(x) + λ ∂x1
f(x),

· · ·
∂xn

L(x, λ) = ∂xn
J(x) + λ ∂xn

f(x),

∂λL(x, λ) = f(x).

(4.5)

Ainsi, il suit

∇x,λL(x, λ) =

[

∇xJ(x) + λ ∇xf(x)

f(x)

]

. (4.6)

Nous avons prouvé la proposition

Proposition 4.1 Soit J : IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1. Soit f :
IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1.

Si∇x,λL(x, λ) = 0 alorsf(x) = 0.

On a alors le résultat suivant

Théorème 4.1Soit J : IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1. Soit f :
IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1. SoitC = {x ∈ IRn | f(x) = 0}.

Six est un argument-minimum deJ sur C vérifiant∇xf(x) 6= 0 alors

∃λ ∈ IR | ∇x,λL(x, λ) = 0. (4.7)

Remarque 4.1 D’après le théorème précédent, lesx minimisantsJ sur C véri-
fient soit

∃λ ∈ IR | ∇x,λL(x, λ) = 0 (4.8)

soit
f(x) = 0 et∇f(x) = 0. (4.9)

Pour déterminer lesx arguments-minima deJ surC, on utilise la technique sui-
vante

1. On montre l’existence d’un argument-minimum.
2. On trouve l’ensembleE desx vérifiant (4.9) ou (4.8).
3. Les arguments-minima deJ surC sont les arguments-minima deJ surE.

On calcule doncJ(x) pourx ∈ E.
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Exemple : Minimisation d’une forme linéaire sur une sphère

Pourb ∈ IRn, b 6= 0, minimisons

J : IRn −→ IR, J(x) = b · x (4.10)

surC = {x ∈ IRn | ‖x‖2 = 1}.

1. On montre l’existence d’un argument-minimum.

Notonsf(x) = ‖x‖2 − 1. L’ensembleC nous est donné par

C =
{

x ∈ IRn
∣
∣
∣ f(x) = 0

}

=
−1

f ({0}). (4.11)

Remarquons queC est fermé carf est continue et{0} est fermé. D’autre part,C
est borné car‖x‖ 6 1 pour toutx ∈ C.

CommeC est compact (fermé et borné) etf est continue, il existe un argument-
minimum def surC.

2. On trouve l’ensembleE desx vérifiant (4.9) ou (4.8).

SoitL(x, λ) = J(x) + λf(x). Cherchons l’ensemble desx vérifiant

f(x) = 0 et ∇xf(x) = 0. (4.12)

Calculons le gradient def






f(x + h) = (x + h) · (x + h) − 1

= x · x − 1 + x · h + h · x + h · h
= ‖x‖2 − 1 + 2 x · h + ‖h‖2.

(4.13)

En identifiant avec le développement de Taylor d’ordre 1

f(x + h) = f(x) + ∇xf(x) · h + ‖h‖ ε(h), (4.14)

on tire avecε(h) = ‖h‖ (qui tend vers 0 avech)

∇xf(x) = 2 x. (4.15)

L’ensemble desx tels quef(x) = 0 et∇xf(x) = 0 est vide. En effet, il n’existe
pas dex vérifiant

‖x‖ = 1 et 2 x = 0. (4.16)

Déterminons lesx vérifiant∇x,λL(x, λ) = 0. Calculons le gradient suivantx

∇xL(x, λ) = ∇xJ(x) + λ∇xf(x). (4.17)
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Calculons le gradient deJ

J(x + h) = b · (x + h) = b · x + b · h (4.18)

d’où (en vérifiant queε(h) = 0 tend bien vers 0 avech)

∇xJ(x) = b. (4.19)

Ainsi, nous avons
∇xL(x, λ) = b + λ 2 x (4.20)

D’autre part, on peut calculer la dérivée partielle suivantλ

∂λL(x, λ) = f(x) = ‖x‖2 − 1 (4.21)

D’où ∇x,λL(x, λ) = 0 implique

2λ x = −b et ‖x‖ = 1 (4.22)

Par conséquent on obtient

λ = ±‖b‖
2

et x = ± b

‖b‖ . (4.23)

NotonsE = { b
‖b‖ ,− b

‖b‖}.

3. Les arguments-minima deJ sur C sont les arguments-minima deJ sur E.
On calcule doncJ(x) pour x ∈ E.

CalculonsJ(x) pourx ∈ E

J(
b

‖b‖) =
b · b
‖b‖ = ‖b‖ et J(− b

‖b‖) = −b · b
‖b‖ = −‖b‖. (4.24)

Ainsi, l’argument-minimum deJ existe et est unique et vautx = − b
‖b‖ .

La preuve du théorème 4.1 est basée sur le théorème des fonctions implicites.

Lemme 4.1 Soitf : IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1. Soitx ∈ IRn tel
que

∇f(x) 6= 0 et f(x) = 0. (4.25)

Soiti ∈ [[1; N ]] tel que∂xi
f(x) 6= 0.

Il existe un ouvertO deIRn−1 avec

(x1,x2, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn) ∈ O (4.26)
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et g : O ⊂ IRn−1 −→ IR de classeC1 tel que

xi = g(x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn) (4.27)

et pour tout(y1, · · · ,yi−1,yi+1, · · · ,yn) ∈ O

f













y1

· · ·
yi−1

g(y1, · · · ,yi−1,yi+1, · · · ,yn)
yi+1

· · ·
yn













= 0. (4.28)

D’autre part, on a

∇xf(y) = ∂xi
f(y)

(

ei −∇xg(y1, · · · ,yi−1,yi+1, · · · ,yn)
)

(4.29)

oùei désigne le ième vecteur de la base canonique et∇xg(x1,x2, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn)
désigne le gradient de g en tant que fonction de la variabley = (y1, · · · ,yn) ∈
IRn.

On se référera au cours de fonctions de plusieurs variables pour la preuve.

Preuve du théorème 4.1Soitx un argument-minimum deJ surC tel que

∇f(x) 6= 0. (4.30)

Réduction du problème àIRn−1. Soit i ∈ [[1, n]] tel que∂xi
f(x) 6= 0.

Il existe un ouvertO deIRn−1 avec

(x1,x2, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn) ∈ O (4.31)

et g : O ⊂ IRn−1 −→ IR de classeC1 tel que

xi = g(x1,x2, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn); (4.32)

et pour tout(y1, · · · ,yi−1,yi+1, · · · ,yn) ∈ O












y1

· · ·
yi−1

g(y1, · · · ,yi−1,yi+1, · · · ,yn)
yi+1

· · ·
yn













∈ C. (4.33)
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Introduisons la fonctionnelleJC : O ⊂ IRn−1 −→ IR

JC











y1

· · ·
yi−1

yi+1

· · ·
yn











= J













y1

· · ·
yi−1

g(y1, · · · ,yi−1,yi+1, · · · ,yn)
yi+1

· · ·
yn













. (4.34)

Commex est un argument-minimum deJ surC,

(x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn) (4.35)

est un argument-minimum deJC surO. CommeO est ouvert etJC est de classe
C1, nous avons

∇JC(x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn) = 0 ∈ IRn−1. (4.36)

Calcul du gradient deJC . Le théorème de composition des dérivées nous fournit

∇JC











x1

· · ·
xi−1

xi+1

· · ·
xn











=











∂x1
J(x) + ∂xi

J(x)∂x1
g(z)

· · ·
∂xi−1

J(x) + ∂xi
J(x)∂xi−1

g(z)

∂xi+1
J(x) + ∂xi

J(x)∂xi+1
g(z)

· · ·
∂xn

J(x) + ∂xi
J(x)∂xn

g(z)











(4.37)

avecz = (x1, · · · ,xi−1,xi+1, · · · ,xn). D’autre part (4.29) implique que

∇JC(z) =



















∂x1
J(x) − ∂xi

J(x)

∂xi
f(x)

∂x1
f(x)

· · ·
∂xi−1

J(x) − ∂xi
J(x)

∂xi
f(x)

∂xi−1
f(x)

∂xi+1
J(x) − ∂xi

J(x)

∂xi
f(x)

∂xi+1
f(x)

· · ·
∂xn

J(x) − ∂xi
J(x)

∂xi
f(x)

∂xn
f(x)



















(4.38)

Conclusion.Soitλ = −∂xi
J(x)

∂xi
f(x)

∈ IR. Pourj 6= i, de (4.38) et (4.36), nous tirons

∂xj
J(x) + λ ∂xj

f(x) = 0. (4.39)
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Pourj = i, par défintion deλ, nous avons aussi

∂xi
J(x) + λ ∂xi

f(x) = 0. (4.40)

Ceci s’écrit sous forme vectorielle

∇J(x) + λ∇f(x) = 0. (4.41)

D’autre part,x ∈ C se traduit en

f(x) = 0. (4.42)

Enfin, (4.41) et (4.42) s’écrivent sous forme compacte

∇x,λL(x, λ) = 0. (4.43)

Exemple.SoitA ∈ IRn×n une matrice symétrique définie positive. Soitb ∈ IRn.
Minimisons dansIRn

J(x) =
1

2
x · Ax (4.44)

sous la contrainte
f(x) = 0 avecf(x) = b · x − 1. (4.45)

1. On montre l’existence d’un argument-minimum.

CommeA est symétrique définie positive,A admet une base orthonormale de
vecteurs propres (vi ∈ IRn) associée à des valeurs propres(λi > 0).

Avi = λi vi. (4.46)

Toutx ∈ IRn se représente sous la forme

x =

n∑

i=1

Xi vi avecXi ∈ IR. (4.47)

On peut à l’aide de cette décomposition montrer queJ est infinie à l’infini

J(x) =
1

2

( n∑

i=1

Xi vi

)

·A
( n∑

i=1

Xi vi

)

=
1

2

n∑

i=1

λi X2
i >

1

2
λmin ‖x‖2. (4.48)

D’autre part,C = {x ∈ IRn | b · x − 1 = 0} =
−1

f ({0}) est fermé car{0} est
fermé etf est continue.

CommeC est fermé non vide (b‖b‖2 ∈ C) et J est continue infinie à l’infini, on
obtient l’existence d’un argument-minimum.
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2. On trouve l’ensembleE desx vérifiant (4.9) ou (4.8).

Définissons le lagrangien deJ sous la contraintef

L(x, λ) = J(x) + λ f(x). (4.49)

Déterminons l’ensemble desx ∈ IRn tels que

∃λ ∈ IR | ∇x,λL(x, λ) = 0. (4.50)

Ceci s’écrit
{

∇xL(x, λ) = ∇J(x) + λ∇f(x) = Ax + λb = 0,

∂λL(x, λ) = f(x) = b · x − 1 = 0.
(4.51)

doncx = −λ A−1b (A est inversible car définie). Par conséquent, nous avons

1 = b · x = −λ b · A−1b =⇒ λ =
−1

b · A−1b
. (4.52)

Nous trouvons doncx = A−1b
b·A−1b

. Déterminons l’ensemble desx ∈ IRn tels que
f(x) = 0 et ∇f(x) = 0. La seconde condition s’écritb = 0. Cet ensemble est
donc vide.

E =
{ A−1b

b · A−1b

}

. (4.53)

3. Les arguments-minima deJ sur C sont les arguments-minima deJ sur E.
On calcule doncJ(x) pour x ∈ E.

CommeE ne contient qu’un point, il s’agit de l’agument-minimum deJ surC.
Pourx = A−1b

b·A−1b
, J(x) prend la valeur

J(x) =
1

2

A−1b

b · A−1b
· A A−1b

b · A−1b
=

1

2

1

b · A−1b
. (4.54)

4.2 Minimisation avec une contrainte d’inégalité

Nous nous intéressons à la résolution du problème suivant






Chercherx argument-minimum deJ : IRn −→ IR sur

C =
{

x ∈ IRn

∣
∣
∣ f(x) ≤ 0

}

.
(4.55)

On dit queC décrit une contrainte d’inégalité.
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Théorème 4.2Soit J : IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1. Soit f :
IRn −→ IR une fonctionnelle de classeC1. SoitC = {x ∈ IRn | f(x) 6 0}.

Six est un argument-minimum deJ surC alorsx vérifie soit

∃λ ∈ IR | ∇x,λL(x, λ) = 0 avec L(x, λ) = J(x) + λf(x) (4.56)

soit
f(x) = 0 et ∇xf(x) = 0 (4.57)

soit
∇J(x) = 0 etf(x) < 0. (4.58)

Mode d’emplois.

1. On montre l’existence d’un argument-minimum deJ surC.

2. On recherche l’ensemble

E =
{

x ∈ IRn vérifiant (4.56) ou (4.57) ou (4.58)
}

. (4.59)

3. On minimiseJ surE. Les arguments-minima deJ surE sont les arguments-
minima deJ surC.

Preuve.Remarquons queC admet la décomposition suivante

C = C= ∪ C< (4.60)

avec

C= =
{

x ∈ IRn | f(x) = 0
}

et C< =
{

x ∈ IRn | f(x) < 0
}

. (4.61)

Ainsi, les arguments-minima deJ surC sont des arguments-minima deJ surC=

ou des arguments-minima deJ surC<.

D’après le théorème 4.1, les argument-minima deJ sur C= vérifient (4.56) ou
(4.57).

Pour conclure, il nous suffit de montrer que les arguments-minima deJ surC<

vérifient (4.58).

(i) L’ensembleC< est ouvert. En effet,f est continue,] −∞, 0[ est ouvert et

C< =
−1

f (] −∞, 0[). (4.62)

(ii) CommeC< est ouvert etJ est de classeC1 tout x argument-minimum deJ
surC< vérifie d’après le théorème 3.2

∇J(x) = 0. (4.63)
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(iii) Bien entendu, l’ensemble desx dansC< vérifient

f(x) < 0. (4.64)

Exemple. Soitb ∈ IRn, b 6= 0. SoitA une matrice symétrique définie positive.

Caractériser les arguments-minima de

J : IRn −→ IR, J(x) = b · x (4.65)

surC = {x ∈ IRn | x · (Ax) ≤ 1}.

1. On montre l’existence d’un minimum.

a) Montrons queC est compact. Soitf : IRn −→ IR avecf(x) = x · (Ax) − 1
Remarqons que l’ensembleC est donné par

C = {x ∈ IRn | f(x) ≤ 0} =
−1

f (] −∞, 0]) (4.66)

Comme] −∞, 0] est fermé etf est continue,C est fermé.

CommeA est symétrique définie positive, on a l’inégalité

λmin‖x‖2 ≤ x · (Ax) ≤ λmax‖x‖2 avecλmin > 0 etλmax > 0. (4.67)

D’où pour toutx ∈ C, on a

λmin‖x‖2 ≤ x · (Ax) ≤ 1 =⇒ ‖x‖ ≤
√

1/λmin. (4.68)

C est borné.

b) CommeJ est continue etC est compact, il existe un argument-minimum deJ
surC.

2. On définit l’ensemble desx vérifiant (4.56) ou (4.57) ou (4.58).

a) Trouvons l’ensembleE1 desx vérifiant (4.56).

∇xL(x, λ) = ∇xJ(x)+λ∇xf(x) = 0 et ∂λL(x, λ) = f(x) = 0 (4.69)

Or∇xJ(x) = b et∇xf(x) = 2Ax (A est symétrique) et par conséquent il suit

b + 2λ Ax = 0 etx · Ax = 1 (4.70)

On déterminex en fonction deλ

x =
A−1 b

2λ
, (4.71)
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puis nous déterminonsλ

A−1 b

2λ
·
(

A
A−1 b

2λ

)

= 1 =⇒ λ = ±
√

b · A−1b

2
(4.72)

et enfinx

x = ± A−1 b√
b · A−1b

, (4.73)

Nous définissonE1 comme

E1 =
{ A−1 b√

b · A−1b
,− A−1 b√

b · A−1b

}

(4.74)

b) Trouvons l’ensembleE2 desx vérifiant (4.57). Commef(x) = x · Ax − 1 et
∇f(x) = 0, il suit

x · Ax = 1 et Ax = 0. (4.75)

CommeA est inversiblex = 0 et doncx ·Ax = 0. Il n’existe pas dex qui vérifie
x · Ax = 0 etx · Ax = 1.

E2 = ∅. (4.76)

c) Trouvons l’ensembleE1 desx vérifiant (4.58). C’est-à-dire l’ensemble desx

qui vérifient
b = 0 etx · Ax < 1. (4.77)

Commeb 6= 0, cete ensemble est vide

E3 = ∅. (4.78)

d) DéfinissonsE

E = E1 ∪ E2 ∪ E3 =
{ A−1 b√

b · A−1b
,− A−1 b√

b · A−1b

}

. (4.79)

3. On minimiseJ sur E. Les arguments-minima deJ surC sont inclus dansE.
Pour les déterminer on évalueJ surE

J(
A−1 b√
b · A−1b

) = b ·
( A−1 b√

b · A−1b

)

=
√

b · A−1b (4.80)

J(− A−1 b√
b · A−1b

) = b ·
(

− A−1 b√
b · A−1b

)

= −
√

b · A−1b (4.81)

L’argument minimum deJ sur C est− A−1 b√
b·A−1b

et le minimum deJ sur C est

−
√

b · A−1b
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Remarque 4.2 Dans cet exemple nous avons utilisé le résultats d’algèbre sui-
vant : si A est symétrique définie positive alorsA est inversible etA−1 est sy-
métrique définie positive (exercice du chapitre 3). En effetcommeb 6= 0, on a
b · A−1b 6= 0.

Exercice. Soitb ∈ IRn, b 6= 0.

Caractériser les arguments-minima de

J : IRn −→ IR, J(x) = ‖x‖2 (4.82)

surC = {x ∈ IRn | b · x ≥ 1}.
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