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Chapitre 1

Notion élémentaire de topologie
dansIR"

1.1 Ensembles ouverts et ensembles fermés

1.1.1 Les ensembles ouverts

Définition 1.1 Soitx un élément d@R™ et soitr un réel strictement positif.

La boule ouverte3(x, ) de centrex et de rayon- est définie par
B(x,r) = {y celR" ||y — x| < r}. (1.1)
Définition 1.2 SoitO C IR™. Un ensembl® est ouvert ssi
Vy € O3r>0]| B(y,r) CO. (1.2)
Exemples Les ensemblelR" et () sont ouverts.

Proposition 1.1 Les boules ouvertes sont des ouverts.

Preuve. Soient B(x, R) cette boule ey € B(x, R). Soitr le réel strictement
positif donné par = R — ||x — y||. Pour toutz € B(y,r),

Ix -zl < [x-yl + |y -zl
x=yll + R — |x-vyl (1.3)
R.

A\

A\

Ainsi, z € B(x, R).

Proposition 1.2 SiO; etO, sont deux ouverts, alo8; N O, est ouvert.
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Preuve. Soitx € O; N Oy,. CommeO; et O, sont ouverts, il existe; > 0 et
ry > 0 tel que
B(X, 7’1) C 01 et B(X, Tg) C 02. (14)

Désignons par le minimum der; etr,. Ainsi, nous avons
B(X, 7’) C 01 et B(X, T) C 02 (15)

et par conséquent
B(X, T) C 01 N 02. (16)

Ceci nous permet d’affirmer que; N O, est ouvert.
Proposition 1.3 Si{O;,} désigne une famille d’ouverts, alarg); est ouvert.

Preuve.Soitx € UQO,. Il existei tel quex € O,. CommeO; est ouvert, il existe

r > 0tel que
B(x,r) C O; C UO,;. 1.7)

Ainsi, UO; est ouvert.

1.1.2 Les ensembles fermés

Définition 1.3 Soitx € IR" et soitr > 0.
La boule fermée de centseet de rayon- est définie par

B(x,r) = {yE]R”| ly — x| < r}. (1.8)

Définition 1.4 Soit /' C IR"™. L'ensemblel” est un fermé si son complémentaire
est un ouvert.

Exemples.L'ensemblelR”, respectivemend, est fermé. En effet, son complé-
mentaire es, respectivemeriR™.

Proposition 1.4 Soit /' C IR™ un fermé. Toute suite convergente d’éléments de
F admet une limite dans'.

Preuve. Considérons une suite, € F' qui converge vers € IR". SoitO le
complémentaire dé&'. Soity un élément quelconque de

CommeO est ouvert, il existe > 0 tel queB(y,r) C O. Ainsi, pour toutz € F,
z ¢ B(y,r) et par conséquent il suit

|z =yl > (1.9)
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Par inégalité triangulaire, nous avons
Iy =l = lly = %all =[x —x]|. (1.10)
Commex,, est un élément d&', nous avons
ly —xI[ =7 —|xn —x]. (1.11)
Ceci nous fournit poun tendant ver®
ly = x| =7 >0 (1.12)

et par conséquent # x. Comme ceci est vrai pour togtdansO, x ¢ O, c’est-
a-direx € F.

Proposition 1.5 Soit /' C IR?. Si toute suite convergente d’éléments-dadmet
une limite dang alors F’ est fermé.

Preuve. Supposons que toute suite convergente de F admet une liemte
Montrons que), le complémentaire d€, est ouvert.

Raisonnons par I'absurde. Supposons Quge soit pas ouvert

Vr>0 B(y,r)¢Z O, (1.13)
dit autrement
Vr >0 B(y,r)NF #0. (1.14)
Pourr = #1 nous construisons une suite,) d’éléments de F telle que
1
. € Bly, ——). 1.15
xn € By, ——) (1.15)
Ceci peut étre traduit en
1
n—y| < —. 1.16
len =yl < = (1.16)

Il suit quex,, converge very. CommeF est ferméy € F. Ceci est impossible
cary € O.

Proposition 1.6 Si F; et F; sont deux fermés, alois, U F;, est fermé.

Preuve. SoientO, et O, les complémentaires dg et F;. CommeO; et O, sont
ouverts,0; N O, est ouvert. Le complémentaire U F, de O; N O, est donc
fermé.

Proposition 1.7 Si{ F;} désigne une famille de fermés, alors; est ferme.

Preuve. SoientO; les complémentaires dés. Comme leg); sont ouvertsiO;
1
est ouvert. Le complémentaire; est ferme.
K]
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1.2 Propriétés des fonctions continues
Soit f : IR™ — IR? une application.

Définition 1.5 f est continue ssi

lim f(x,) = f(x). (1.17)

Xn—X

Définition 1.6 Soit £ C IR?. L'image réciproque dé’ par f est définie par

-1

F(E) = {erR”

f(x) € E} (1.18)

-1
Remarque 1.1 Remarquons que (IR?) = IR" et que pour toutd et tout B
ensembles inclus dadR?

-1 -1 -1 -1 -1

F(AUB) = f(A)Uf(B) et f(ANB) = f(A)N[(B). (119)

Dans la suite de ce paragraphe, (H) est une abréviation gaitrf : IR” — IR?
une application continue.

-1
Proposition 1.8 (H). SoitO C IR” un ouvert. L'image réciproque de, f (O),
est un ouvert.

-1
Preuve.Soitx € f(O) ety = f(x). Par définition de I'image réciproque,c O.
CommeO est ouvert, il existe > 0 tel queB(y, ) C O.

D’autre part, comme¢’ est continue, on peut écrire sa continuité au pintil
existen > 0 tel que

VzeIR" |z—x|| <n = |f(z)—yl| < e (1.20)
Ainsi pourz € B(x,n), nous avong(z) € B(f(x),e) C O; c'est-a-dire

B(x.n) C f(0). (1.21)

-1
f (O) est donc ouvert.

-1
Proposition 1.9 (H). Soit ' C IR? un fermé. L'image réciproque d&, f (F),
est un fermé.



Preuve. NotonsO le complémentaire dé&. CommeF' est ferméO est ouvert.
Notons que

-1 -1 -1 -1

fF)U f(O) = f(FUO) = f(IR) = IR",

-1 -1 -1 -1

FE)Nf(O) = f(FNO) = f(0) = 0.

(1.22)

—1 —1
Ainsi, f (F') est le complémentaire d¢ (O) dansIR". D’aprés la proposition

-1 -1
1.8, f (O) est ouvert commé est ouvert. Par conséquerft( F') est fermé.

Remarque 1.2 (H). Soit " ¢ IR™ un fermé. L'image directe d&

J(F) = {y=jix) |x e F} (1.23)

n’est pas toujours fermée. Par exemple, pgurIR — IR tel quef(z) = e*,
nous avons
fR) = R, = {z>0} (1.24)

qui n'est pas un ensemble fermé.

Remarque 1.3 (H). SoitO un ouvert, 'image directe d&, f(O), n'est pas for-
cément ouvert. Par exemple, pofit IR — IR tel quef(x) = 0, nous avons

f(IR) = {0} (1.25)

qui n’est pas un ensemble ouvert.

1.3 Les ensembles compacts

Définition 1.7 Soit K C IR?. K est compact ssi toute suite,,) d'éléments de
K admet une suite extraite convergente dont la limite est @méht dex’.

Proposition 1.10 Soienta et b deux €léments diR. L'intervalle fermé[a, b] est
compact.

Preuve.Soit(x,,) une suite d'éléments de, b]. La suite(z,,) est bornée. D’aprés
le théoreme de Bolzano-Weierstrass, la suitg) admet une sous-suite extraite
convergente. Notons sa limite.x vérifie

T, —zeta<zr,<b = a<x<b (1.26)



Proposition 1.11 Soienta et b deux éléments dR. Le pavé[a,b]? C IR? est
compact.

Preuve. Soit (x,,) une suite d’éléments de, b’ C IR?
Xp = (Xn,la Xp,2y " 7Xn,p)~ (127)

La suitex,, ; est une suite d’éléments e b]. On peut donc en extraire une sous-
Suite extraite convergente

Xo1(n),1 — 1, € [av b] (128)

Considérons maintenary, () = (Xo, ()15 Xo1(n),25 " ** s Xo1(n),p) - LA SUIE(Xs, (1) 2)
est une suite d’éléments de, b]. Il existe une sous-suite extrait&,,(,, (»)),2)
convergente

Xoy(or(m)),2 — 12 € [a, b], (1.29)

d’autre part
Xoa(o1(n)),1 — 11 € [(l, b] (130)

Par récurrence, nous construisons une sujte...», .« (n)))) telle que

Xop(-(o2(er(m)),1 — 11 € [a, ],
Xop<---<oz<ol<n>>>?,?_—> Iy € [a, b] (1.31)

Xoy(-(oa(1(m))p — Lp € [a, b].
Cette sous-suite extraite converge ets (1,15, - - - ,1,) € [a, bJ?.
Définition 1.8 (Ensemble borné) Soi C IR"™. L'ensemble&3 est borné ssi
JA>0|vxeB |x| < A (1.32)
Dit autrement, il existe une boulg(0, A) qui contientss.

Théoreme 1.1Soit K C IRP. L'ensembleK est compact ssik est fermé et
borné.
Preuve.(<=) Soit K un fermé borné. Soitx,,) une suite d’éléements d&.

Il existe un pavé fermé = [a, b]P qui contientk . Les pavés fermés étant com-
pacts, la suitex,, admet une sous-suite extraite convergente dont la limiteees
P. CommekK est fermé ek, ¢ K, cette limite est un élément dé.

(=) Soit K un compact.



Montrons quek’ est fermé. Soitx,,) une suite convergente
x, — L (1.33)

Nous allons montrer quec K. Commek est compact, elle admet une sous-suite
extraitex,(,) qui converge dont la limite est danks

Xo(n) — I, € K; (134)

d’autre part
Xo(n) — L. (1.35)
Par unicité de la limitel =1, € K. K est donc fermé.

Montrons queK est borné. Raisonnons par I'absurde. Supposongigast non
borné. Nous pouvons construire une suitg)(d’éléments de K telle quéx, ||
tend verst-oo. Toute suite extrait&,, vérifie aussi|x, || — +oo et est donc
divergente. Ceci est impossible ddrest compact.

1.4 Exercices

1.4.1 Ensembles ouverts et ensembles fermés

Exercice.Montrer que le demi-espace ouvert est ouvert

]R'{)F = {(Xla"' 7XP) € IR?

xl>0}. (1.36)

Exercice. Soienta et b deux réels avea < b. Les intervalles sont-ils ouverts,
fermés ?

[a,b], [a,b], ]a,b], ]a,b[, | —o00,b], ] —00,b], la,+oo[, [a,+oc[. (1.37)
Exercice.Montrer que le demi-espace fermé est fermé

]R'—ﬁ = {(Xla"' 7Xp) € IR?

x; > o}. (1.38)
Exercice. Soientn et p deux entiers aved < p < n. Montrer quelR? n’est
pas ouvert en tant qu’ensemble BE'. Montrer quelR? est fermé en tant qu’en-
semble ddR™. On entend par sous-ensemblelRé&

R’ — {xem" ] po:.-.:xn:o}. (1.39)



1.4.2 Fonctions continues

Exercice.Montrer que I'application norme est continue.
Exercice.Montrer que toute boule fermée est fermée.

Exercice.Montrer que I'ensemble suivant est fermé
{XGIR3 ’X1+X§+x§:1}. (1.40)
Exercice.Montrer que I'ensemble suivant est ouvert

{XEIR2

— 3 < dx?+3x2 4 5x3 < 2}. (1.41)

1.4.3 Ensembles compacts

Exercice.IR" est-il compact ?
Exercice.Montrer que les boules fermées sont compactes.
Exercice.Soienta etb deux réels avea < b. Les intervalles sont-ils compacts ?

[a,b], [a,b], ]a,b], ]a,b], | —00,b], | —o00,b], la,+oo[, [a,+oc[. (1.42)
Exercice.Montrer que I'ensemble suivant est compact
{(xl,xz,x?,) c IR’ | 2x5 + x5 + 3x3 < 5}. (1.43)

Exercice. Soit (x,,) une suite d’éléments dlR? qui converge vers € IR?.
Montrer que I'ensemble suivant est compact

{x, | n € IN} U {x}. (1.44)

Exercice. Soit K un compact. Soif : IR* — IR? une application continue.
Montrer quef(K) est fermeé.

Exercice. Soit K un compact. Soif : IR" — IR? une application continue.
Montrer quef(K') est compact.
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Chapitre 2

Deux théoremes d’existence de
minimum et maximum d’une
fonction

Nous nous intéressons ici a la recherchexdgui réalise le minimum d’'une
application continug : F C IR? — IR, c’est-a-dire nous cherchons

x € Ktelquef(x) < f(y) Vye€eK. (2.1)

Bien entendu la recherche d’'un maximum peut se ramener &tenehe d’'un
minimum en considérant f a la place def. C’est pourquoi nous porterons une
attention plus particuliére a la recherche du minimum.

2.1  Minimum, maximum, supremum, infimum

Définition 2.1 (minorant, majorant) Soiff C IR un ensemble.
m € IR U {—o0, +oo} est un minorant d& ssi

Vre E m<u. (2.2)
M € IR U {—o00, +00} est un majorant dé’ ssi

VeeE M>uz. (2.3)
Définition 2.2 (infimum, supremum) Sait C IR.

L'infimuminf(E) € IR U {—o00, +0o0} de E est le plus grand des minorants.

Le supremumup(E) € IR U {—o0, +o0} de E est le plus petit des majorants.
On note aussi
inf (z) et sup(z). (2.4)

ek z€E
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Définition-Proposition 2.1 (suite minimisante, suite maximisante) SoitC IR,
E #10.
Il existe(z,,) une suite d’éléments dé telle que

x, — inf(F) (2.5)
et une suitéy, ) d'éléments de” telle que

Yn — sup(E). (2.6)
La suite(z,,) est une suite minimisante et la sufig,) est une suite maximisante.

Preuve.PourE # ), inf(F) € IR U {—oco} etsup(E) € IR U {+o0}.

(i) Pourinf (F) € IR. Commeinf(£) est le plus grand des minorants dg
inf(F) + 1/n pour toutn € IN* n’est pas un minorant d&. Il existe un élément
x, € Etel que

z, <inf(E)+1/n. (2.7)

Cette suitg(z,,) d’éléments dev vérifie inf(£) < z, < inf(F) + 1/n et admet
doncinf(£) comme limite.

(i) Pourinf (F) = —oo, E admet seulementoco comme minorant. Par consé-
quent pour toutr € IN, il existex,, € E tel que
T, < —n. (2.8)

La suitez,, ainsi construite converge versx.
La construction de la suitgy,,) est laissée en exercice.

Définition 2.3 (minimum, maximum) Saif C IR.

Un infimum est un minimum sif(E) € E.
Un supremum est un maximumssp(E) € E.
Dans ce cas, on note

min(E) = inf(E) et max(FE)=sup(E). (2.9)

Proposition 2.1 Soit ' C IR (F' # §) un fermé.
Si I est borné inférieurement alo#s admet un minimum.
Si I est borné supérieurement alofFsadmet un maximum.

Preuve.Soit (x,, ) une suite minimisante

lim =z, = inf(F). (2.10)

n—-+o00

CommeF est ferméjnf(F) € F' et, par conséqueniyf(F') est le minimum de
F'. Le résultat sur le maximum est laissé en exercice.
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2.2 Existence de minimum sur les ensembles bornés

Définition 2.4 Soitf : £ ¢ IR? — IR une application et’ C E. x est un
argument-minimum d¢ sur K si

xeK et f(x)<f(y) VyeK. (2.11)

On dit aussi quex réalise le minimum d¢ sur K.

S'’il n’existe qu’un argument-minimum, nous adoptons latoh suivante

x = argmin(f(y)). (2.12)

yeK

Proposition 2.2 Pour toutx argument-minimum d¢ sur K. x réalise le mini-
mum de f

F(x) = inf (£(y)). (2.13)

yeK

Preuve.Commex € K, il suit

f(x) = inf (f(y))- (2.14)

T yeK

D’autre part commg (x) est un minorant d¢(y) pour touty € K
f(x) < inf (f(y)). (2.15)
yeK

Ceci prouve I'égalité souhaitée.

Remarque 2.1 Attention, il n’existe pas toujours d’argument-minimum. &fet
pour f : IR — IR avecf(x) = inf(f(y)) est zéro qui n’est atteint en
aucunz.

1
2241
Attention, il n’y a pas toujours unicité de I'argument-mimim def sur K. Par

exemple, pouyf(x) = 0 toutx € E est argument-minimum dé
Toutx argument-minimum d¢ est caractérisé par

-1

x € [f(inf(f(y)))- (2.16)

yeFE

Théoreme 2.1Soit K C RP un compact (un fermé bornéy; + (). Soitf : K C
IR? — IR une application continue.

Il existex € K argument-minimum d¢ sur K. Dit autrement, il exist& € K tel
que
fx) < fly), VyekK. (2.17)
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Preuve.Introduisons I'image directe d& par f

1K) = {1 |y e 5}, (2.18)

Considérons une suite minimisante dafig<). C'est-a-dire une suite déx,,)
d’éléments dé¥ telle que

f(x,) — inf f(y). (2.19)

yeK

Commek est compact, il existe une sous-suite extraiig,,)) qui converge vers
x € K. Cette suite suite extraite veérifie

Xo(n) — X €t f(xa(n)) — inf f(y). (2.20)

yeK

Commef est continue et par unicité de la limite, il suit

f(x) = inf f(y)avecx € K. (2.21)

yeK

Ainsi, f réalise son minimum SuK .

2.3 Existence de minimum sur les ensembles non bor-
nés
Définition 2.5 Une applicationf : F' ¢ IR? — IR est infinie & I'infini ssi
VAeIR, IR>0|VxeF |x|>R= f(x)>A (2.22)
On note
| Hlim f(x) = +o0. (2.23)
X||[—+o00
Pour montrer qu¢g est infinie a I'infini on utilise souvent la
Proposition 2.3 Soit f : F' € IR? — IR une application ey : IR — IR
vérifiant
f(x) > g(|Ix||) avec tli+moog(t) = +o00. (2.24)
Alors, f estinfinie a I'infini.
Preuve.Commeg tend verst+oo en+oo

VAeR, IR>0|VtelR t>R= g(t) > A (2.25)

Avect = ||x|| et commey(x) > f(||x||), nous obtenons (2.22).
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Théoreme 2.2Soit ' C IR? un fermé,F’ # (). Soitf : FF C IR? — IR une
application continue infinie a I'infini.

Il existex € F' qui réalise le minimum d¢ sur F'. Dit autrement, il exist& € F
tel que

f(x) < fly), Vyel. (2.26)

Preuve. (i) Définissonsk’ compact. Commeé” # (), nous avonsnf(F) € IR U
{—o0}. ll existe A € IR, tel queA > infE(f(y)). Commef est infinie & l'infini,
ye

il existe R; > 0 tel que poury € IR?
lyll>k = [f(y)>A (2.27)

CommeF est non vide, il exist&, > 0 tel que

B(0,Ry) N F # 0. (2.28)
Choisissong? = max(Ry, Rs)

lyl >R = f(y)>A et B(O,R)NF #0. (2.29)

Soit K = B(0, R) N F. LensembleK est un compact non vide car il est borné
(lly]l < R) et fermé (intersection de deux fermes).

(i) Minimisons f sur K. Commef est continue el est compactf atteint son
minimum surk’, c’est-a-dire

ek | f(x)= inf(f(y). (2.30)

yeK

(iii) Montrons que minimiser suk revient a minimiser suf’. D’une part, nous
avons

inf f(y) = inf (inf f(v): inf f(y)). (2.31)

yeF YEF\K

D’autre part, comme pour ¢ K ||z|| > R, nous avons

f(z) > A> yiglfmf(y) (2.32)
et par conséquent
inf f(y) < janf (¥)- (2.33)
D’ou, il suit
yirelgf (v) = yigff(f (¥) (2.34)
et d'apres (2.30) il vient
IxEKCF | f(x)=nf(f(y). (2.35)
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2.4 EXxercices

Exercice. Soit R > 0. Soitb € IR". Soit A € IR™™ une matrice symétrique
définie positive. Considérons le probléeme de minimisatetedonctionnelle

J:IR" — IR avec J(x) = b’ x (2.36)
sur I'ensemblegs ¢ IR™

K = {x € R" %XTAX < R}. (2.37)

1) Montrer qu’il existe\,,,;, > 0 et \,,.. > 0 tels que
Amin ||X||2 S XTAX S )\max ||X||2 (238)

2) Montrer quek’ est fermé.

3) Montrer quek est borné.

4) Montrer que I'applicatiory est continue.

5) Montrer que I'applicatiory atteint son minimum Suk'.

Exercice.Soit A € IR™*™ une matrice symétrique définie positive. Soie IR
un vecteur. Soit € IR.

Considérons lI'applicatiod : IR" — IR définie par

1
J(x) = QXTAX —b'x+c¢ ¥xeIR" (2.39)

1) Montrer qu’il existe\,,.;, > 0 et\,,.. > 0tels que
Amin |X[I7 < xTAx < Apae |IX[1% (2.40)
2) Montrer que
1
[J(x+h) = Jx)| < SAmae[0]” + [[Ax][ [ + |[b{l[[h]]. (2.41)

3) Montrer queJ est continue.
4) Montrer la minoration suivante

J(x) > L

> 5)\mm||x||2 — ||b|l]x]| +¢ V¥x € IR". (2.42)

5) Montrer queJ est infinie a l'infini.
6) Montrer que le minimum dé est atteint suiR".
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Exercice.Considérons le probleme de maximisationde
J:IR?> — IR et J(x,1) = ch(z] + x5) (2.43)

sur
E = {(.Tl,SUQ) E]:R,2

ot +a3 =1}, (2.44)
Montrer queJ admet un argument-minimum sAr.
Exercice.Considérons le probléme de minimisation dR$ de

J: IR — 1R, J(x) = exp(x:+x;+x3) + x1. (2.45)

Montrer queJ atteint son minimum suiR®.

2.5 Probleme : le théoreme de d’Alembert

Soit P un polynéme de la variable complexe= = + iy non constant
N
P(z) = Zan 2", aveca, € Cetay # 0. (2.46)
n=0
Le but de ce probleme est de montrer dquest scindé dan§
N
P(z) =an H(z —z,) avecz, € C. (2.47)
n=1

Lesz, sont les racines complexes du polynéme.
1. Expliquer pourquoi on peut identifi€ aRR?.

2. 0On notez = (z,y). Montrer quel|z|| = |z|.

3. Montrer l'inégalité suivante

N-1
PG 2 sl - 3 flar ). (2.48)
4. Montrer que I'application suivante est infinie a I'infini
R? — R,
f: { 2 PG (2.49)

5. Montrer qu'il existez qui réalise le minimum d¢

dzy € C |P(zy)| < |P(2)| VzeC. (2.50)
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6. Montrer queP(zy + z) peut s’écrire sous la forme
P(ZN+Z) = bo+b12’+"'+bN_1ZN_1 +(1,N2n (251)

avechy, by, - - -, by_1 des complexes. Remarquer giézy) = by.

7. Soitk le plus petitn € [1; N] tel queb, # 0. Soit¢{ € C une solution de
I'équation
bo + brcF = 0. (2.52)

Pourr un réel positif, montrer
Plen +r5€) =bo(1—r) +re(r) aveclim e(r) = 0. (2.53)

8. En utilisant le fait que 5 minimise| P(z)|, montrer qué, = 0 et queP(zy) =
0. Montrer queP peut s’écrire

P(z) = (2 —2nx)Q(2) avec® un polyndbme de degr& — 1. (2.54)

9. Conclure.
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Chapitre 3

Convexité et optimisation

3.1 Les fonctionnelles convexes

Définition 3.1 SoitC c IR"™. L'ensemble” est convexe ssi
Vx,y e C VYA€]0,1] Mx+(1—-NyeCC. (3.1)

Dit autrement, sk ety sont deux €léments déalors le segment qui relig a 'y
est inclus dang’.

Exemple.IR" est convexe.

Définition 3.2 SoitC ¢ IR™ un convexe. Une fonctionnelle: ¢ — IR est
convexe Ssi

Vx,y e C VYA€]0,1] JAx+(1-Ny) < M)+ (1-NJ(y). (3.2

Définition 3.3 SoitJ : £ — IR une fonctionnellex € E est un argument-
minimum local de/ ssi

Ir>0]J(x) < J(y) Vye ENB(x,r). (3.3)
J(x) est un minimum local d&.
x € F est un argument-minimum global dessi
J(x) < J(y) ¥yeE. (3.4)
J(x) est un minimum global d&.

Proposition 3.1 SoitC' C IR™ un convexe. Soif : C — IR une fonctionnelle
convexe.

Tout argument-minimum local désur C' est argument-minimum global.
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Preuve.Raisonnons par I'absurde. Saite C' un point qui réalise un minimum
local deJ surC

Ir>0|Vy e Caveclly —x|| <r J(x) < J(y). (3.5)
Supposons gu'il ne réalise pas un minimum global
dz e C|J(z) < J(x). (3.6)

Soit .

D’une part, commé® < A < 1,y € C et par conséquent commjeest convexe,

nous avons
Jy) < AJ(2)+(1—\J(x)

< AJx)+ (1 =N J(x), (3.8)
Jy) < J(x).
D’autre part, comme
y=x+A(z—x) et ||AN(z—x)|<mr (3.9)
nous avons
Ix —yll < (3.10)
et par suite il vient
J(y) > J(x). (3.11)

Ceci est impossible, c.f. (3.8).

Définition 3.4 SoitC C IR™ un convexe. Une fonctionnelle: IR* — IR est
strictement convexe ssi

Vx,y e C, avecx #y, V\€0,1]
JAx+(1=Ny) < AMJ(x)+(1—=XN)J(y). (3.12)

Théoréme 3.1SoitC C IR™ un convexe. Soif : IR®* — IR une fonctionnelle
strictement convexe.

L'argument-minimum dé& sur C, s'il existe, est unique.
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Preuve.Raisonnons par I'absurde. Soientet x, deux éléments dé€' réalisant
le minimum deJ.

CommeC' est convexe(x; + x2)/2 € C. CommeJ est convexe, il suit

1 1
J(X1;X2) < SIx) + 5 Tx)
1 1
L. L. 3.13
< i)+ 5l J) 3.13)
f
< b

Ceci est impossible.

Corollaire 3.1 Soit K ¢ IR", K # (, un ensemble compact et convexe. Soit
J : K — IR une fonctionnelle continue strictement convexe. Alorsifemum
de J est atteint en un unique € K.

Corollaire 3.2 Soit ' ¢ IR", F' # (), un ensemble fermé et convexe. Soit
IR" — IR une fonctionnelle continue strictement convexe infinieirdiltie.
Alors le minimum d¢/ est atteint en un unique € F'.

3.2 Gradient et extremum

Rappelons tout d’abord la définition du gradient.

Définition 3.5 SoitJ : IR®* — IR une fonctionnelleJ est différentiable au
pointx ssi il existeV.J(x) € IR" eth — (h, x) vérifiant

J(x+h)=Jx)+[VJ)]'h + ||h]| e(h,x), VhcIR", (3.14)
avec
e(h, x) 2 0. (3.15)

Lorsqu’il existe, le gradient peut étre exprimé a I'aide digsivées partielles

O, J (%)
s, J (%)

VJ(x) = (3.16)

Ox,, J (X)

Définition 3.6 SoitJ : IR" — IR une fonctionnelleJ est de classé.
— J est différentiable au point,
— chacune des composantes\dé est continue.
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Théoréme 3.2So0itO c IR" un ouvert. Soit/ : IR — IR une fonctionnelle
différentiable.

Six € O réalise le minimum (respectivement maximumy dgors
VJ(x) = 0. (3.17)

Preuve. Traitons le cas o réalise le minimum dg'.

CommeO est ouvert ek € O, il exister > 0 tel queB(x,r) C O. Ainsi, pour
touth € IR" tel que||h|| < r,x+h € O. Commex réalise le minimum dg sur
@)

J(x+h)—J(x)>0. (3.18)
Traduisons cette expression a I'aide du gradient
[VJ(X)]Th + ||hf| e(h,x) > 0. (3.19)
oisissonh = avecO < A < g, cette expression s’écrit
VJ(x)
“ANVIX)|| + Ae(—=—=—=\,x) > 0. (3.20)
IV (x)|
C’est-a-dire V()
X
—IVI(x)|| + e(—==—5X,%x) > 0. (3.21)
V(x|
En faisant tendre vers 0, nous tirons
—[IVJ(x)| > 0. (3.22)

Or comme||VJ(x)|| > 0, ceci impliqueV J(x) = 0.

Ceci conclut la preuve.
VJ(x)

Gl A
Remarque 3.1 Tout point ou le gradient est nul n’est pas nécessairememixun
tremum. En effet pouf : IR — IR avecf(x) = z* admet enr = 0 un point de
dérivée nulle qui n'est pas un extremum (méme local).

Dans le cas d’un maximum, on effectuera la méme preuvelaveq‘

3.3 Hessienne et convexité
Définition 3.7 On dit queJ : IR" — IR est deux fois différentiable au point

x € IR" ssi
— J est différentiable ;
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— chacune des composantes\dé est différentiable.

Définition 3.8 SoitJ : IR" — IR deux fois différentiable. La Hessienne de
définie a I'aide de ses dérivées partielles d’ordre 2

HJ|(x) = [0:0;J(x%)]1<ij<n- (3.23)

Définition 3.9 Une fonctionnelle/ : IR — IR est de classé? ssi
— J est deux fois différentiable;
— chacune des composantesrg/| est continue.

Théoreme 3.3 (de Schwarz) Soif : IR® — IR une fonctionnelle de classg.

La matriceH[J](x), Vx € IR", est symétrique.

Théoreme 3.4 (Développement de Taylor d’ordre 2) Scoit: IR* — IR une
fonctionnelle de classé’. Si

Jx+h) = Jx) + [VJ)]"h + %hTH[J] (x)h + ||h||? e(x,h) (3.24)
avec
£(x, h) — 0 (3.25)
La Hessienne a notamment une importance vis-a-vis du at¢sulivant.
Théoreme 3.5Soit.J : IR* — IR une fonctionnelle de clasgg.

Sila hessienné/[J](x) deJ est une matrice symétrique définie positive pour tout
x € IR", alors J est strictement convexe.

Si H[J](z) est une matrice symétrique positive pour taut IR™, alors J est
convexe.

Pour montrer ce résultat nous avons besoin du lemme tedahaiguant.

Lemme 3.1 Soitf € C?([0, 1]).
Sif@(z) > 0,alors f(\) < (1 — A)f(0) + Af(1) pour X €]0, 1].
Sif@(z) > 0,alors f(\) < (1 —X)£(0) + Af(1).

Preuve.Commef®(z) > 0 (resp.>) pour0 < z < 1, f’ est strictement crois-
sante (resp. croissante) et par conséquent
A
FO) = £0) = [ F(0de < A7) (resp. <),
0, (3.26)
FO = FO) = [ 70> =050 (resp.),
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En groupant ces deux inégalités, nous tirons

S =10 ) /) < (f’()\) < )Lll) — ﬁ()\) (resp. <); (3.27)
c’est-a-dire

) < (L =X)f(0)+Af(1) (resp. <). (3.28)
Preuve du théoréme 3.5Supposongi|[.J](z) symétrique définie positive. Soient
x ety deux éléments distincts dB". Introduisons la fonctiorf : [0, 1] — IR
de class&? définie par

JA) =JAx+ (1= N)y). (3.29)

Utilisons le développement a I'ordre deux depour calculer la dérivée seconde
de f

FO+R) = J(A+h)x+(1—A—h)y) = JOx+(1— Ny +h(x—y)). (3.30)

Avect = Ax + (1 — \)y, nous avons

FO A+ R) = J(t) + [VI ()] h(x —y) + %h(x —y)" H[J)(t)h(x —y)

+h2|lx — y|lPe(t, h(x —y)), (3.31)

et, par conséquent

FO+R) = F) +h([VI O] (x—y))

(=g HUO) - ) + 1) (332)

Commef est de class€?, la dérivée premiere et la dérivée secondefdmnt
donc données par

SO = [VIOx+ (L= Ny (x - y),
FO0) = (x—y)" HIOx+ (1= Ny) (x—y). (3:33)

Donc, la fonctionf?)()\) est strictement positive cdf [.J](Ax + (1 — \)y) est
symétrique définie positive &t £ y.

Le lemme 3.1, s’écrit{(0) = J(y), f(1) = J(x) et f(A) = J(Ax+ (1 — N)y))
JAx+ (1=Ny) < (1=NJ(y)+ N (x). (3.34)
Ceci prouve quée est strictement convexe.

Si pour toutx, H[J](x) est positive une preuve similaire nous permet de montrer
gue.J est convexe.
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Proposition 3.2 SoitO C IR™ un ouvert. Soit/ : IR" — IR une fonctionnelle
de class&’?. Soitx € O qui réalise le minimum dé surO. Alors, J vérifie

VJ(x) = 0 et HI[J|(x)estpositive. (3.35)

Remarque 3.2 La matriceH[J](x) peut ne pas étre définie voire méme étre nulle
(f(z) = x* par exemple).

Preuve. Soitx € O tel queJ(x) < J(z) pour toutz € O.
J(x+h) = J(x) + [VJ)]'h+h"H[J](z)h + |h|* e(x,h)  (3.36)
avec
}lliino e(x,h) = 0. (3.37)
Par conséquent, commxeréalise le minimum dé’ surO
Jx+h) — Jx) >0 et VJx) =0 (3.38)
Poury € IR™ et A > 0 suffisament petitx + \y € O. Nous tirons pouh = \y
Ay H[J)(z)Xy +[[Ay[* e(x, Ay) > 0. (3.39)
Comme)? > 0, nous avons
y H[J)(x)y +e(\) > 0 avec lim £(A) = 0. (3.40)
En passant a la limite, nous obtenons le résultat

y H[J](x)y >0 Vye€IR" (3.41)

Définition 3.10 soit £ C IR". SoitJ : E — IR une fonctionnelle. Le point
x € IR est un point de minimum local ssi

Ir>0 VyeBxr)NE J(y)>Jx). (3.42)

Théoréme 3.6 Soit O un ouvert Soit/ : O — IR une fonctionnelle de classe
C2.
Six € O vérifie

VJ(x)=0 et H[J|(x)estsymétrique définie positive (3.43)

alorsx est un point de minimum local.

Remarque 3.3 CommeJ est de classé€?, il n'est pas nécessaire de vérifier que
la matrice H[.J](x) est symétrique.
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3.4 Exercices
Exercice. Montrer que les boules ouvert&x, r) et les boules ferméeB(x, )
sont convexes.

Exercice. Montrer que l'intersection de deux convexes est convexethdo que
I'union de deux convexes n’est pas nécessairement convexe.

Exercice.Soit A € IR"*" etb € IR".
1) Calculer le gradient des fonctionnellés* — IR

x—b-x et x+——x-Ax (3.44)
2) Calculer la hessienne des fonctionnelles

x—b-x et x+——x-Ax (3.45)
Exercice.Montrer que les applications suivantes sont convexes

x+— ||x|]| et x— |x[% (3.46)

Exercice. Soit A € IR™ "™ une matrice symétrique définie positive. Soibnt
IR" etc € IR. Considérons la fonctionnelle: IR" — IR

1
J(x) = JX Ax —b'x +c. (3.47)

1) Calculer le gradient dé.

2) Calculer la hessienne de

3) Montrer que/ est strictement convexe.

4) Caractériser I'ensemble des minima locaux/de

5) Montrer que le minimum d€ est atteint en un unique point.
Exercice.Soit A € IR"*™ une matrice symeétrique définie positive.
1) Montrer queA est inversible.

2) Montrer qued—! est définie.

3) Montrer qued~! est symétrique.

4) Montrer queA~! est positive.
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Chapitre 4

Optimisation avec contrainte

4.1 Minimisation avec une contrainte d’égalité

Nous cherchons a résoudre le probleme suivant

{ Chercherx argument-minimum d¢ : IR — IR sur
(4.1)

C = {XEIR” f(x):()}.

On dit queC' est I'ensemble des contraintes (c’est ici une contrairggalité).

Définition 4.1 SoitJ : IR" — IR une fonctionnelle. Soif : IR" — IR une
fonctionnelle.

On appelle lagrangien dé sous la contraintef la fonctionnelle
L:IR"xIR—IR, L(x,\) = Jx)+\f(x). 4.2)

A € IR est appelé multiplicateur de Lagrange.

Calcul du gradient de L.

Supposons qué et f sont de classé'. Calculons le gradient de

L:IR"™ — 1R, (x,)\)eIR"! (4.3)

[0, L(x,\) € IR

VerL(x,\) = (4.4)

AhL(x,\) eR Ok, L(x,\) € IR

L(x,\) € IR

V.L(x,)\) € IR"]

ou on entend par
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— Oy, la dérivée suivant; avec, pourj # i, j € [1;n], x; et \ fixés.
— 0, la dérivée suivank avec, pour touj € [1;n], x; fixés.
Le calcul direct nous fournit

( 6X1‘C(X> >‘) - 8X1J(X) + A 8X1f(x)>

O, L(xX, ) = 0y, J(X) + A Ox, f(x), (4.5)
\ 6>\£(X,>\) = f(x)
Ainsi, il suit
Vantler) = |0 AV (4.6)

f(x)
Nous avons prouve la proposition
Proposition 4.1 Soit J : IR — IR une fonctionnelle de class¥. Soit f :
IR" — IR une fonctionnelle de clasgg.

SiViaL(x,A) =0alors f(x) = 0.
On a alors le résultat suivant

Théoreme 4.1Soit J : IR® — IR une fonctionnelle de class#. Soit f :
IR" — IR une fonctionnelle de clasg@. SoitC' = {x € IR" | f(x) = 0}.

Six est un argument-minimum desur C vérifiantV, f(x) # 0 alors
NER | Vi,L(xA) = 0. 4.7)

Remarque 4.1 D’apres le théoreme précédent, lesninimisants/ sur C' véri-
fient soit
INelR | Vi L(x,A)=0 (4.8)

soit
f(x)=0etVf(x)=0. (4.9)

Pour déterminer lex arguments-minima dé sur C', on utilise la technique sui-
vante
1. On montre I'existence d’'un argument-minimum.
2. On trouve I'ensembl& desx Vvérifiant (4.9) ou (4.8).
3. Les arguments-minima desur C' sont les arguments-minima desur E.
On calcule dond/(x) pourx € E.
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Exemple : Minimisation d’une forme linéaire sur une sphére
Pourb € IR", b # 0, minimisons
J:IR" — 1R, Jx) =Db-x (4.10)
surC ={x e R" | ||x||* = 1}.
1. On montre I'existence d’'un argument-minimum.

Notonsf(x) = ||x||> — 1. LensembleC' nous est donné par

C= {x ceR" | f(x) = 0} — ({0}, (4.11)

Remarquons qué' est fermé cay est continue ef0} est fermé. D’autre part;
est borné cajix|| < 1 pour toutx € C.

Comme(C est compact (fermé et borné) gest continue, il existe un argument-
minimum def surC'.

2. On trouve I'ensembleE desx vérifiant (4.9) ou (4.8).
Soit L(x, A\) = J(x) + Af(x). Cherchons I'ensemble desvérifiant

f(x)=0 et Vif(x)=0. (4.12)
Calculons le gradient d¢
f(x+h) = (x+h)-(x+h)—-1
= x-x—1+x-h+h-x+h-h (4.13)
= [x|*=-1+2x-h+ |h|?

En identifiant avec le développement de Taylor d’ordre 1
f(x+h) = f(x) + Vs (x) - h + ]| e(h), (4.14)
on tire avec:(h) = ||A|| (Qui tend vers O aveh)
Vaf(x) =2 x. (4.15)

L'ensemble dex tels quef(x) = 0 etV f(x) = 0 est vide. En effet, il n’existe
pas dex vérifiant
Ix|[=1 et 2x=0. (4.16)

Déterminons lex vérifiantV, ,£(x, A\) = 0. Calculons le gradient suivagt

ViL(z, ) = Vi J(X) + AV f(x). (4.17)
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Calculons le gradient dé
J(x+h)=b-(x+h)=b-x+b-h (4.18)
d’ou (en vérifiant que (h) = 0 tend bien vers 0 avde)
ViJ(x) = b. (4.19)
Ainsi, nous avons
ViL(x,A\)=b + A2x (4.20)

D’autre part, on peut calculer la dérivée partielle suivant

AL(x,A) = f(x) = ||x]|* — 1 (4.21)
D'ou Vi L(x, ) = 0 implique

2Ax = —b et |x[=1 (4.22)
Par conséquent on obtient

PR L) x:i%l

. 4.23
2 b] #.23)

_ b b
NotonsFE = {W’_W}'

3. Les arguments-minima deJ sur C sont les arguments-minima de/J sur E.
On calcule doncJ(x) pour x € E.

Calculons/(x) pourx € E

b, b-b b b-b
= T = bl et J(

T = T

—m) RN —|bll. (4.24)

__b_
bl "

La preuve du théoréme 4.1 est basée sur le théoreme deofanictiplicites.

Ainsi, 'argument-minimum de/ existe et est unique et vaxit=

Lemme 4.1 Soit f : IR® — IR une fonctionnelle de clasgg. Soitx € IR" tel
que
Vfx)#0 et f(x)=0. (4.25)

Soiti € [1; N] tel quedy, f(x) # 0.

Il existe un ouvert deIR"! avec

(Xl,Xg,' X1, X1, ,Xn) € O (426)
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etg: O Cc IR"! — IR de class&’! tel que
X; = (X1, Xio1, X1, 00, Xp) (4.27)

et pour tout(y, -+, ¥i—1,Yit1, - ,¥n) € O

Y1

Yi-1

f g(y17 y Yi—1,Yi+1," " 7yn) = 0. (428)
Yit1

Yn

D’autre part, on a

vxf()’) = axzf(y> (ei - ng(yl, s Yi-L Yitl, o 7yn)> (429)

OUe; désigne le iéme vecteur de la base canoniqd&gt(x, X, -+ - , X1, Xj41, "
désigne le gradient de g en tant que fonction de la varigbte (y, -+ ,y.) €
IR".

On se référera au cours de fonctions de plusieurs variabladg preuve.

Preuve du théoreme 4.1Soitx un argument-minimum dé surC' tel que
Vf(x)#0. (4.30)
Réduction du probleme aIR"!. Soit: € [1,n] tel qued, f(x) # 0.

Il existe un ouvert) deIR"~! avec
(X1,Xa, "+, X1, Xig1, 7, Xn) €0 (4.31)
etg: O Cc IR"! — IR de class€&! tel que
xX; = g(X1,Xg, ", Xi_1,Xi41, " ,Xn); (4.32)
et pour tout(y:, -+, ¥i—1, Yit1, - ,¥n) €O
Y1
Yi-1

g(yla"' yYi—1,Yi+1, 7Yn) S C. (433)
Yit+1

Yn
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Introduisons la fonctionnelld- : O c IR* ! — IR

v "
o v
Jo - =J| 9y, Yi-nL Ve, Ya) |- (4.34)
Yi+1 A
.. Yir1
v Yn

Commex est un argument-minimum desurC,
(X1, X1, X1, 5 Xn) (4.35)

est un argument-minimum d& surO. CommeQ est ouvert et/ est de classe
C;, hous avons

Vjc(Xl,"' s Xi—1y Xi+1y " " ,Xn) =0¢c ]R,n_l. (436)
Calcul du gradient de J-. Le théoreme de composition des dérivées nous fournit

X3 Ox, J (X) + O, J (x)0x, 9(2)

i Ox;_ J(X) + Ox, J (x)Ox,_,
I I e e s
Xit1 Ox; 11 J(x) + axiJ(X)ﬁxng(Z)

Xy, Ox,,J (x) + Ox, J (x)Ox, 9(2)
avecz = (xy, -+ ,X;_1,X;41, -+ ,X,). D'autre part (4.29) implique que

_ %J(x)
Os, [ (x)

Ox,J (x) O, [ (x)

i (4.38)

Conclusion.Soit A = —gjjgg € IR. Pourj # ¢, de (4.38) et (4.36), nous tirons

Ox;J(X) + A Ox, f(x) =0. (4.39)
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Pourj = ¢, par défintion de\, nous avons aussi
Ox; J(x) + A Ok, f(x)=0. (4.40)
Ceci s’écrit sous forme vectorielle
VJ(x)+ AV f(x)=0. (4.41)
D’autre partx € C se traduit en
f(x)=0. (4.42)
Enfin, (4.41) et (4.42) s’écrivent sous forme compacte
Vi L(x,A) = 0. (4.43)

Exemple.Soit A € IR™™ une matrice symétrique définie positive. Soit IR".
Minimisons dandR™

J(x) = %X - Ax (4.44)
sous la contrainte
f(x)=0 avecf(x)=b-x—1. (4.45)

1. On montre I'existence d’'un argument-minimum.

Comme A est symétrique définie positivel admet une base orthonormale de
vecteurs propres/( € IR™) associée a des valeurs propfgs> 0).

Av; = N v (4.46)
Toutx € IR se représente sous la forme
x = Y X;v; avecX; €IR. (4.47)
=1

On peut a l'aide de cette décomposition montrer gust infinie a I'infini
J(x) = l(zn:x v~>-A(zn:X~ v-> — lzn:x xX2> Lo X2 (4.48)
2 p— 7 (2 — (2 7 2 — (2 1 = 2 man . .

-1
D'autre part,C = {x ¢ IR" | b-x—1 =0} = f({0}) est fermé caf0} est
fermé etf est continue.

Comme(C' est fermé non videﬁ e () et J est continue infinie a l'infini, on
obtient I'existence d’'un argument-minimum.
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2. On trouve I'ensembleFE desx vérifiant (4.9) ou (4.8).
Définissons le lagrangien desous la contraintg
L(x,\) = J(x)+ X f(x). (4.49)
Déterminons I'ensemble dese IR™ tels que
INelR | Vi,L(x,A)=0. (4.50)
Ceci s’écrit
VxL(x,A) = VJ(x)+ AVf(x) = Ax+ Ab = 0, (4.51)
MWL(x,\) = f(x) = b-x—1 = 0. '

doncx = —\ A~'b (A est inversible car définie). Par conséquent, nous avons

—1

-1

(4.52)

-1 . . s
Nous trouvons dong = ﬁ. Déterminons I'ensemble des< IR" tels que

f(x) = 0 etVf(x) = 0. La seconde condition s’éciiit = 0. Cet ensemble est
donc vide. -1
= {5, (4:53)

3. Les arguments-minima deJ sur C sont les arguments-minima deJ sur E.
On calcule doncJ(x) pour x € E.

CommeEFE ne contient qu’un point, il s’agit de 'agument-minimum desur C'.
Pourx = {22, J(x) prend la valeur

I 1 ATD A4 11
T 9 A1 b-Ab  2b-A b

(4.54)

4.2 Minimisation avec une contrainte d’inégalité
Nous nous intéressons a la résolution du probléme suivant

Chercherx argument-minimum dg : IR” — IR sur

C = {X elR"| f(x) < 0}. (4.55)

On dit queC' décrit une contrainte d’inégalité.
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Théoreme 4.2Soit J : IR® — IR une fonctionnelle de class#. Soit f :
IR" — IR une fonctionnelle de clasg@. SoitC' = {x € IR" | f(x) < 0}.

Six est un argument-minimum desur C' alors x vérifie soit
JAeIR | ViaL(x,A\) =0 avec L(x,\)=J(x)+Af(x) (4.56)
soit
f(x)=0 et V,f(x)=0 (4.57)
soit
VJ(x) =0etf(x) <0. (4.58)
Mode d’emplois.
1. On montre I'existence d’un argument-minimumdsurC.

2.0n recherche I'ensemble
E— {x e IR" vérifiant (4.56) ou (4.57) ou (4.5%) (4.59)

3. On minimiseJ sur E. Les arguments-minima dé sur £ sont les arguments-
minima deJ surC'.

Preuve.Remarquons qu€ admet la décomposition suivante
C=C_UC. (4.60)
avec
O = {x eR" | f(z) = o} et C.= {x e R" | f(z) < 0}. (4.61)

Ainsi, les arguments-minima désurC sont des arguments-minima desurC_
ou des arguments-minima desurC-.

D’apres le théoréme 4.1, les argument-minimaJdsur C_ vérifient (4.56) ou
(4.57).

Pour conclure, il nous suffit de montrer que les argumentsma deJ sur C_
vérifient (4.58).

(i) LensembleC_ est ouvert. En effetf est continue} — oo, 0] est ouvert et

-1

Co = f(]—00,0]). (4.62)

(i) CommeC. est ouvert et/ est de class€' toutx argument-minimum deg
surC_ vérifie d'aprés le théoreme 3.2

V.J(x) = 0. (4.63)
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(iii) Bien entendu, 'ensemble desdansC. vérifient
f(x) <0. (4.64)

Exemple. Soitb € IR", b # 0. Soit A une matrice symétrique définie positive.

Caractériser les arguments-minima de
J:IR" — 1R, J(x) =Db-x (4.65)

surC ={xeIR" | x- (Ax) < 1}.
1. On montre I'existence d’'un minimum.

a) Montrons qu&’ est compact. Soif : IR" — IR avecf(x) = x - (Ax) — 1
Remargons que I'ensembieest donné par

-1

C = {xeR"|f(x) <0} = f(]—00,0) (4.66)
Comme] — oo, 0] est fermé eff est continue( est fermeé
CommeA est symétrigue définie positive, on a I'inégalité
Amin| X)) < x - (AX) < Apae||X[|? @VECApin > 0 €t A e > 0. (4.67)
D’ou pour toutx € C', on a
Al < x-(Ax) <1 = x|l € 1/ Awin.  (4.68)

C est borné

b) CommeJ est continue e’ est compact, il existe un argument-minimum.te
surC.

2. On définit 'ensemble desx vérifiant (4.56) ou (4.57) ou (4.58).
a) Trouvons I'ensembl&; desx vérifiant (4.56).

ViL(x,A) = ViJ(xX)+AVxf(x) =0 et hL(x,\) = f(x)=0 (4.69)
OrV,J(x) = betV,f(x) = 2Ax (A est symétrique) et par conséquent il suit
b+ 2\ Ax = 0 etx-Ax=1 (4.70)
On déterminex en fonction de\
A7lb

= 4.71
x = 57 (4.71)
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puis nous déterminons

A 'b A 'b vb-A-1b
(A =1 A=F—-—— 4,72
2N ( 2N ) — 9 (4.72)
et enfinx .
vb-A-1b ( )

Nous définissorfy; comme

Alh Alh
B = — 4.74
' {Vb-AAb Jb-A*b} (4.74)

b) Trouvons I'ensemblé, desx vérifiant (4.57). Commég(x) = x - Ax — 1 et
Vf(x) =0, il suit

x-Ax=1 et Ax=0. (4.75)

CommeA estinversiblex = 0 et doncx - Ax = 0. Il n’existe pas dex qui vérifie
x-Ax =0etx - Ax = 1.
Ey = 0. (4.76)
c) Trouvons I'ensembléd’; desx vérifiant (4.58). C’est-a-dire 'ensemble des
qui vérifient
b=0 etx-Ax<1. 4.77)

Commeb +# 0, cete ensemble est vide
Es = 0. (4.78)

d) Définissongy

Alb A b
{Vb-Aruf_7¢b-Arua}

3. On minimise J sur E. Les arguments-minima désurC sont inclus dang’.
Pour les déterminer on évaluesur £

J@—éjll—)=:b~(—ﬁfi3—) — Vb-Ab (4.80)

E = BiUEUE; = (4.79)

Vb ATb Vb ATb
A'b A'b —

L'argument minimum deJ sur C' est——2—>_ et le minimum deJ sur C est

vVb-A-1b
—Vb-ATb
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Remarque 4.2 Dans cet exemple nous avons utilisé le résultats d'algéebre s
vant : si A est symétrique définie positive alafisest inversible etA~! est sy-
métrique définie positive (exercice du chapitre 3). En effehmeb # 0, on a
b-A'b # 0.

Exercice. Soitb € IR", b # 0.

Caractériser les arguments-minima de
J R" — R, Jkx) = |x|? (4.82)

surC ={xeIR"|b-x>1}.
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