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Introduction

La Fusion par Confinement Magnétique (FCM) s’appuie sur le principe de production
d’énergie des étoiles, lors de la fusion de deux éléments (par exemple, deuterium et tritium).
Pour cela, ces deux éléments doivent étre & des températures élevées, de 'ordre de 10% K,
soit 10 keV, afin de favoriser la fusion. A cette température, un nouvel état de la matiére
apparait : le plasma, dans lequel les atomes sont ionisés. La fusion par confinement magné-
tique consiste a utiliser le champ magnétique afin de confiner le plasma dans des chambres
appelées tokamaks. Des phénomeénes physiques complexes se déroulent dans le plasma,
pouvant jouer un role décisif sur les performances des tokamaks. Ces différentes notions
vont étre abordées dans cette introduction (c.f. [55] [1]). Dans le cadre de ce travail, on
s'intéresse plus particuliérement aux phénomeénes qui ont lieu dans le plasma de bord,
comme par exemple en [60].

Cadre général

Le plasma

L’ensemble de notre environnement proche se présente sous la forme de trois états de
la matiére : solide, liquide ou gazeux. Cependant, au-dela de ces trois états, il existe un
quatriéme état, les "gaz ionisés" ou "plasmas'". En effet, a des températures importantes,
la dissociation puis I'ionisation conduisent a la création de charges libres, des ions ou des
électrons. Le plasma étant donc un ensemble de particules chargées en interaction, de
nombreux phénomeénes physiques complexes peuvent s’y dérouler.

Afin de décrire au mieux les ordres de grandeurs rencontrés en physique des plasmas,
le systéme CGS (Centimétre, Gramme, Seconde) est usuellement préféré au systéme inter-
national. De méme, 'unité d’énergie n’est pas le joule mais 1’électron-volt, qui représente
I’énergie cinétique d'un électron accéléré depuis le repos par une différence de potentiel de
1 volt :

leV =1,6 1079,

D’ailleurs, en physique des plasmas, les températures sont aussi données sous la forme
d’énergie, en électron-volt :

1leV équivaut a 11 604 K.
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Le systéme en question est notamment décrit dans le formulaire NRL [40]. Les grandeurs
suivantes seront données en unités cgs.

Certaines grandeurs permettent de caractériser le plasma. Tout d’abord, la fréquence
plasma ou fréquence de Langmuir est la fréquence caractéristique des ondes du plasma. En
effet, si le plasma subit une perturbation, les électrons vont se mettre a osciller collective-
ment et spontanément, les ions restant immobiles du fait de leur masse plus importante.
Cette pulsation plasma est donnée par :

4n.e?

rad /sec, (1)

Wpe =
p? me

avec n. et me, respectivement la densité et la masse électroniques et e, la charge élémen-
taire, ’ensemble étant en unités cgs (c.f. annexe [A]).

Une seconde grandeur caractéristique du plasma est la longueur de Debye. Dans un
plasma, un ion va attirer autour de lui les électrons de signe opposé. La sphére d’électrons
qui se forme autour de celui-ci est appelée la sphére de Debye et son rayon, la longueur
de Debye. Elle est donnée par :

Ao = 1| e 2)

Atnee?

avec T, et n,, respectivement la température et la densité électronique; k, la constante de
Boltzmann et e, la charge élémentaire. Ces grandeurs sont ici en unités cgs, a ’exception de
la température en eV et de la constante de Boltzmann en erg/eV, c.f. annexe [Al Pour des
longueurs supérieures a Ap, 'hypothése de quasi-neutralité n, = Zn; peut étre supposée,
avec n. et n;, respectivement les densités électronique et ionique et Z, le numéro atomique
de I'ion considéré.

Le plasma est extrémement répandu dans I’Univers puisqu’il représente 99% de la
matiére. On peut distinguer les plasmas naturels : les étoiles, les éclairs, etc... des plasmas
industriels présents, par exemple, dans la propulsion par plasma ou dans les phénoménes
de fusion thermonucléaire. C’est ce dernier contexte qui nous intéresse ici.

La fusion

Au vu de 'importance de la consommation annuelle mondiale d’énergie, la fusion de
noyaux légers de deutérium et de tritium au sein des réacteurs a fusion thermonucléaire
controlée est I'une des solutions envisagées comme nouvelle production d’énergie. En effet,
un noyau de deutérium fusionnant avec un noyau de tritium, donne une particule «, qui
est un noyau d’hélium et un neutron suivant la réaction décrite par la figure [ elle permet
de produire une énergie de 17,6 MeV.
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Deuterium Hélium

69\ Fusio. / %

Tritium Neutron
FIGURE 1 — Réaction Deutérium-Tritium [2].

Le critére de Lawson [46] donne les trois paramétres fondamentaux qui permettent de
favoriser cette réaction :

f(Q) = nTirg,

ou @ est le rapport de la puissance produite par la fusion et de la puissance injectée au sein
du plasma pour permettre celle-ci et T;, la température ionique. En pratique, pour obtenir
un réacteur en fusion rentable énergétiquement, on estime qu’il faut @) 2 40. Sachant que
les réactions D-T nécessitent une température de 'ordre de 7" = 30keV, on voit que I'on
peut jouer sur deux autres facteurs pour tenter de maximiser les phénomeénes de fusion :
n, la densité, et 7, le temps de confinement, autrement dit le temps caractéristique pour
que les réactifs refroidissent aprés ’arrét du chauffage.

Les deux grands types de procédés de fusion se différencient par le choix de la maximi-
sation de 1'un ou l'autre de ces deux derniers facteurs. Ainsi, dans le cas de la fusion par
confinement inertiel par laser, on se place dans une configuration ou le temps de confine-
ment est trés court (75 = 107's) pour des plasmas extrémement denses (n = 103'm=3).
Au contraire, pour la fusion par confinement magnétique qui nous intéresse plus partic-
uliérement ici, le temps de confinement (75 = 1s) est privilégié par rapport a la densité
du plasma (n = 10?m~2). L’une des solutions envisagées afin de favoriser le confinement
du plasma est la configuration tokamak.

Les tokamaks

Le terme « tokamak » est un acronyme de la traduction russe de « chambre toroidale
avec bobines magnétiques ». Les tokamaks ont été inventés dans les années 1950 par les
phycisiens russes Igor Tamm et Andrei Sakharov. Depuis, ce concept a été développé sur
le plan international avec notamment la construction de JET (Royaume-Uni), Tore-Supra
(France) ou DIIID (Etats-Unis), permettant ’'obtention d’un facteur ) = 1. La prochaine
étape est le projet international I'TER qui permettra d’améliorer les performances déja
obtenues.
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Champ magnétique

Les tokamaks sont des configurations magnétiques toroidales utilisées pour confiner et
chauffer des plasmas.

En présence d'un champ magnétique, une particule chargée effectue un mouvement de
rotation autour des lignes de champ et de translation le long de celles-ci. Ce mouvement est
qualifié de mouvement cyclotronique et le centre de cette rotation est appelé centre guide.
Ce mouvement peut étre décrit par deux parametres, usuels en physique des plasmas : la
fréquence cyclotronique et le rayon de Larmor.

La fréquence cyclotronique donne le nombre de rotations par seconde d’une particule
s (électron, e ou ion, ¢) autour d’une ligne de champ. La pulsation correspondante est :

By
mgC

We,s = rad /sec, (3)
avec B, le champ magnétique; c, la vitesse de la lumiére; mg et ¢s, la masse et la charge
de la particule respectivement (g. = e et ¢; = Ze avec Z le numéro atomique de l'ion et e

la charge élémentaire). Les grandeurs sont prises ici en unités cgs, c.f. annexe [Al

Le rayon de Larmor donne I’amplitude du mouvement de la particule considérée dans
le plan transverse aux lignes de champ magnétique :

cvmgkT, . (4)
s = —————— CI.
PL, . B
Les grandeurs utilisées ici sont en unités CGS [40], sauf T}, la température en eV et k, la
constante de Boltzmann en erg/eV.

Dans un tokamak, le champ magnétique a deux composantes : une toroidale et une
poloidale. La fig. [2 représente ce champ magnétique. Il est généré par un systéme de
bobines mis en place dans le tokamak. L’intensité du champ magnétique toroidal Br est
environ 10 fois plus importante que celle du champ magnétique poloidal B, : Br/B, = 10.
Le champ magnétique est essentiellement proportionnel a 1/R, R étant la distance par
rapport a l'axe du tokamak.

Toutefois, le tokamak n’assure pas un confinement parfait car le plasma génére lui-
méme des champs électrique et magnétique. Ainsi, certaines particules peuvent étre trans-
portées du coeur au bord du plasma. On considére que le coeur du plasma est délimité
par la Derniére Surface Magnétique Fermée (DSMF).

Dans la configuration limiteur, la DSMF est définie par un point de contact avec un
objet matériel, appelé limiteur. Dans le bord du tokamalk, les lignes de champ magnétique
sont ouvertes et rencontrent le limiteur (c.f. fig. B)). Le tokamak Tore Supra [I] présente
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Poloidal Plasma
field electric current

Toroidal
field

Resultant helical field
(Pitch exaggerated)

FIGURE 2 — Champ magnétique dans un tokamak [3].

notamment cette configuration.

Les particules qui se trouvent dans le bord du plasma vont poursuivre leur trajectoire
le long des lignes de champ magnétique jusqu’a entrer en collision avec ce limiteur. Ces
collisions ont un impact important sur la paroi du limiteur. En effet, celle-ci va émettre
des impuretés qui peuvent polluer le plasma central et ainsi limiter la performance de la
machine.

\ zone de
bord

lighe de champ
aurerte

rmagnetigque
ferrmge [DSkF]

FIGURE 3 — Configuration limiteur d’un tokamak [I].

Une autre configuration appelée configuration divertor ou configuration a point X (c.f.
fig. M) a été envisagée pour limiter cette pollution du plasma par les impuretés provenant
du limiteur. L’idée est d’éloigner du coeur du plasma le contact plasma-paroi. Dans ce
but, une bobine est rajoutée dans le tokamak pour modifier la configuration magnétique.
La DSMF n’est alors plus définie par un point de contact avec un objet solide mais par
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une frontiére magnétique, appelée séparatrice. Celle-ci se caractérise par le fait qu’elle se
croise en un point appelé point X.

Closed magnetic
surfaces

Open

o magnetic

&‘5 surfaces
(6
)

Scrape-off layer

Strike points X-point

Divertor plates Private plasma

FIGURE 4 — Configuration divertor d’un tokamak |[3].

Alinsi, le contact plasma-paroi se trouvant éloigné du coeur, les impuretés provoquées
par les collisions ont moins de risques d’impacter le coeur du plasma. Dans cette configu-
ration, on parle de plaques de neutralisation pour les parois qui recoivent les particules. La
partie délimitée par les plaques de neutralisation et le point X a 'intérieur de la séparatrice
est qualifiée de zone privée.

Cette configuration divertor est notamment utilisée dans le tokamak JET [3]. C’est la
configuration envisagée actuellement pour ITER [4], c.f. fig.

Les cotés intérieur et extérieur dans le plan poloidal sont qualifiés de cotés a champ
fort et a champ faible, ces qualificatifs se référant a l'intensité du champ magnétique qui
y circule. En effet, le champ magnétique est essentiellement proportionnel & 1/R, R étant
la distance par rapport a 'axe du tokamak. Ainsi, pour la partie du tokamak se situant le
plus prés de ’axe, on parle de coté a champ fort et pour celle se situant a l'extérieur du
tore, de coté a champ faible.

Dans ces deux configurations, la DSMF délimite la Scrape-Off Layer (SOL), zone dans
laquelle les lignes de champ magnétique sont ouvertes contrairement au coeur du plasma,
dans lequel celles-ci sont fermées. Dans la suite de ce travail, nous qualifierons de bord
du plasma, la SOL ainsi que la partie correspondant aux surfaces magnétiques fermées
les plus externes du coeur. Cette partie du tokamak est celle qui nous intéressera dans
le cadre de ce travail. En effet, des phénomeénes complexes peuvent avoir lieu au bord du
plasma, notamment a cause de l'interaction plasma-paroi que 'on vient d’évoquer dans
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FIGURE 5 — Tokamaks ITER (gauche) [4] et JET (droite) [3]

les configurations limiteur et divertor.

Plan

Ce travail est divisé en 5 chapitres.

Dans le chapitre 1, on présente le modéle mathématique utilisé dans ce travail. Le
modéle le plus complet pour décrire un plasma consisterait a expliciter le mouvement
de chacune de ses particules. Cependant, étant donné le nombre important de particules
qui constitue le plasma, cette description s’avére bien trop cotiteuse pour des simulations
numériques. Des modéles approchés, dérivant de cette description sont donc nécessaires
car il est essentiel d’atteindre une précision suffisante pour un cott de calcul raisonnable.
Certaines de ces approches sont notamment données dans la section [[L.1
Dans le cadre de ce travail, une approche fluide fondée sur des relations de fermeture de
type Braginskii [14] est utilisée. Elle consiste a assimiler chaque espéce de particules a
un fluide, caractérisé par une densité, une vitesse et une énergie. Aprés avoir présenté
ce modéle, dérivé de I’équation cinétique de Vlasov-Boltzmann, on introduit les relations
de fermeture de Braginskii. Celles-ci montrent en particulier que les phénomeénes de dif-
fusion et de viscosité ont un caractére fortement anisotrope suivant les lignes de champ
magnétique.

Dans le chapitre 2, nous nous attachons a étudier les effets de l’anisotropie de la
diffusion suivant les lignes de champ magnétique. Une équation de la chaleur présentant
cette caractéristique est modélisée par éléments finis P;. Différents résultats sont présentés
tout d’abord sur des problémes modéles. Dans un second temps, on considére un modéle de
rayonnement non-linéaire et avec diffusion anisotrope. Différentes simulations numériques
sur les plasmas de bord des tokamaks de type Tore Supra et ITER sont présentées.
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Dans le troisiéme chapitre, nous considérons un modéle de type Navier-Stokes avec un

terme de forgage stationnaire que nous approximons par une méthode de volumes finis. Le
terme de forcage permet d’assurer le confinement du plasma et représente la force magné-
tique J x B qui n’est pas dans le cadre de ce modéle explicitement calculée. Ce point s’avére
délicat a traiter car dans le modéle étudié, ce champ de force est considéré indépendant
du temps et donc la solution stationnaire du probléme est difficile & maintenir. Différentes
méthodes sont proposées pour le modéliser. Tout d’abord, une modélisation sous la forme
de terme force a montré un déséquilibre artificiel du plasma dia a la différence de dis-
crétisation des termes de transport et de ce terme de forcage. Cette premiére conclusion
a alors conduit a I'implémentation d’un nouveau solveur de Riemann afin de résoudre le
probléme. Pour finir, une derniére méthode consistant a évaluer numériquement le flux
associé a ce terme de forcage a été mise en place.
Les différentes conditions aux limites utilisées dans le cadre de ce travail sont également
présentées. En particulier, on s’intéresse aux conditions aux limites de Bohm [24], [42] [51],
représentant les interactions plasma-paroi. Ces conditions aux limites sont inhabituelles
en mécanique des fluides et s’avérent complexes a traiter. Celles-ci modélisent le fait que
les particules qui se trouvent dans la SOL peuvent sortir du tokamak (aux limiteurs ou
aux plaques du divertor selon la configuration étudiée) a une vitesse sonique, voire méme
supersonique.

Dans le quatriéme chapitre, la géométrie torique du tokamak nous a conduit a nous
interroger sur la modélisation volumes finis dans une géométrie cylindrique. Usuellement,
ceci revient a traiter les termes de courbure en termes sources. Toutefois, dans I'esprit
de [12], une autre approche est étudiée ici, en considérant comme volume élémentaire la
cellule engendrée par rotation autour de ’axe du tokamak d’une cellule bidimensionnelle,
d’ou une formulation conservative des équations. Ceci conduit a ’apparition naturelle des
termes propres a la géométrie cylindrique. Une application a la géométrie axisymétrique
est étudiée et des résultats sont présentés pour comparer les deux approches sur un cas
test.

Le dernier chapitre rassemble les développements numériques des chapitres 3 et 4 et
présente un ensemble de résultats de simulation. Dans un premier temps, les simulations
sont effectuées sur les systémes Euler, Navier-Stokes et Braginskii pour une géométrie de
type Tore-Supra. Les résultats obtenus avec la méthode de volumes-éléments finis sont
notamment comparés avec une méthode d’éléments spectraux.

Dans un second temps, on étudie 'influence du terme de forcage et des résultats obtenus
avec les différentes méthodes, décrites chapitre 4 sont comparés, sur des géométries de
type Tore-Supra (configuration limiteur) et JET (configuration en point X). Ensuite, on
étudie I’évolution du systéme suite a certaines perturbations de I’état d’équilibre afin de
vérifier sa stabilité.

Pour finir, on simule I'alimentation en matiére du tokamak par injections de pellets. Afin
de prolonger la production d’énergie, il est en effet nécessaire de réalimenter le tokamak
en matiére au cours du processus. Une méthode envisagée consiste a injecter a grandes
vitesses de la matiére enrobée dans une couche externe et qui disparait dans le plasma de
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bord, permettant ainsi aux particules de pénétrer dans le coeur du plasma. La modélisation
de ce procédé est effectué en considérant un terme source de masse localisé et 1a encore,
nous simulons 'instabilité qui se développe suite a 'injection de pellets.

Les développements numériques de ce travail ont été effectués au sein du logiciel
FluidBox-PlaTo [5].

Le travail présenté a été cofinancé par 'INRIA Sophia-Antipolis et par le Conseil Ré-
gional PACA, avec I’entreprise ASSYSTEM, comme partenaire industriel. Il a été effectué
au sein de P'INRIA Sophia-Antipolis et du laboratoire Dieudonné de Nice. Ce travail a été
effectué dans le cadre du projet de la FR-FCM « Two-fluid numerical modelling of edge
plasma in tokamaks ; application to ITER », de ’TANR ESPOIR et de I’Action d’Envergure
FUSION de 'INRIA.
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INTRODUCTION



Chapitre 1

Modéle fluide

Cette premiére partie s’attache en premier lieu a décrire le systéme d’équations sur
lequel s’appuiera le reste du travail. Le point de départ en est un modéle cinétique, re-
posant sur 1’équation de Boltzmann et décrivant le mouvement de particules chargées dans
un champ électromagnétique. Ce modéle cinétique permet d’obtenir la « description flu-
ide » qui nous intéresse dans le cadre de ce travail.

On donne d’abord une présentation succinte des principales approches de modélisation
du plasma et le passage du modéle cinétique au modéle fluide (e.g. [T, 28]) est décrit. Le
systéme fluide obtenu nécessitant des relations de fermeture pour les termes diffusifs et
visqueux, les relations établies par Braginskii [14] sont étudiées. Finalement, le chapitre
se termine par ’adimensionnement du systéme et par quelques évaluations numeériques
dans le cadre de la fusion par confinement magnétique et en particulier, dans le cas des
tokamaks ITER et JET.

1.1 Approches de modélisation du plasma

Différentes méthodes de modélisation du plasma existent et sont notamment décrites et
comparées dans [15] [55]. Celles-ci sont construites sur des descriptions particulaire, statis-
tique ou fluide, selon les phénomeénes observés ou les hypothéses envisagées. On s’attache
ici & donner une description succinte des principales approches.

1.1.1 Description particulaire

Le plasma est par définition constitué d’un ensemble de particules. Ainsi, la premiére
idée pour modéliser le plasma consiste a décrire le mouvement de chacune de ces par-
ticules, sachant que celles-ci sont soumises a un champ électromagnétique, décrit par les
équations de Maxwell.

19
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Toutefois, dans la pratique, cette méthode n’est pas envisageable. En effet, le nombre
important de particules qui constitue le plasma (de I'ordre de 10%* pour ITER) ne permet
pas d’envisager cette solution. Cette description microscopique s’avérerait bien trop cot-
teuse pour des simulations numériques. Une description statistique est donc préférable a
une description mécanique exhaustive pour modéliser le plasma.

1.1.2 Description statistique

L’approche statistique ou cinétique consiste a ne plus considérer chaque particule in-
dividuellement mais plutot la fonction de distribution associée f,(x,v,t). Celle-ci mesure
la probabilité de trouver une particule de I'espéce s dans le volume infinitésimal de di-
mensions 6, (0x,dv) dans le voisinage de (x,v). L’équation que satisfait cette fonction de
distribution est ’équation de Vlasov-Boltzmann :

1
atfs"‘V'vas_'_EFs.vaS:CSJ (11)

avec Fy, la force de Lorentz exercée sur une particule d’espéce s, de masse my et Cs, un
terme de collision.

L’équation de Boltzmann peut notamment étre obtenue a partir de la description par-
ticulaire du plasma (c.f. [39] [1§]).

Cette description cinétique reste encore trés cotiteuse a modéliser. En effet, la fonction
de distribution est décrite dans un espace des phases a 6 dimensions.

Modéle gyrocinétique

Une premiére simplification de cette description statistique est ’approche gyrocinétique
[22, @]. Celle-ci consiste a réduire I'espace des phases pour ’équation de Boltzmann a 5
dimensions : 3 en espace et 2 en vitesse. En effet, chaque particule effectue un mouvement
cyclotronique trés rapide le long des lignes de champ magnétique. L’idée est alors de décrire
la dynamique du « gyrocentre » (c.f. fig[[I]) & travers ses 3 coordonnées spatiales, sa vitesse
paralléle aux lignes de champ magnétique et le moment magnétique :

_ mgv

— 1.2
n=op (1.2)

avec v, la vitesse perpendiculaire au champ magnétique, d’ou la réduction a 5 dimensions
(plus la dimension en temps) de la fonction de distribution :

[s(x,v,t) = fo(x,v), 1, t). (1.3)

Cette approche est pertinente notamment pour décrire un plasma faiblement collisionnel.
C’est en particulier le cas dans le coeur du tokamak. Ce modéle est notamment utilisé
dans les codes gyrocinétiques GYSELA [32], BI] ou ELMFIRE [37].
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FIGURE 1.1 — Gyrocentre[30]

1.1.3 Description fluide
Modéle fluide

L’utilisation d’une description fluide du plasma (e.g. |7, 28]) permet de réduire encore
le nombre de degrés de liberté du probléme. Ce type d’approche est notamment approprié
dans le cas d’un plasma fortement collisionnel. Dans le cas faiblement collisionnel, cette
méthode n’est pas efficace et par conséquent I'approche gyrocinétique reste privilégiée.

La modélisation fluide décrit le plasma comme un fluide chargé. Elle consiste donc a
ne plus considérer la fonction de distribution mais les moments de celle-ci. Le moment
d’ordre 0 est alors la densité, celui d’ordre 1 la quantité de mouvement et celui d’ordre
2, I’énergie. Les différents moments de 1’équation de Boltzmann permettent d’obtenir des
équations pour chacune de ces grandeurs. Toutefois, la dynamique du moment d’ordre 0
est couplée au moment d’ordre 1, celle d’ordre 1 est couplée a celui d’ordre 2 etc... Il est
donc nécessaire de faire intervenir des relations afin de fermer le systéme.

Braginskii [14] propose une fermeture pour ce systéme en s’appuyant sur la propriété
physique selon laquelle la fonction de distribution approche une fonction Maxwellienne a
I’équilibre thermodynamique :

v (v-u)?
o) = oo (Gt ) (1.4)

Cette modélisation conduit & un systéme de 5 équations (densité, énergie et 3 com-
posantes pour la vitesse) pour chacune des espéces (électrons et ions). A ces équations,
s’ajoutent les équations de Maxwell, permettant de décrire le champ électrique E et le
champ magnétique B.

Ce passage du cinétique au modéle fluide est notamment détaillé section [L.2|

Une simplification usuelle consiste a considérer I’hypothése de quasineutralité :

Ne = Zn;. (1.5)
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Approche des vitesses de dérive

Une réduction de ce modeéle fluide repose sur 'approche des vitesses de dérive. Celle-
ci est pertinente dans le cas d’'une évolution lente du plasma par rapport a la fréquence
cyclotronique, f.; = we;/2m : t > fi

Cette méthode permet de réduire le systéme fluide a 3 équations pour chacune des
espéces, en plus des équations de Maxwell pour E et B. En effet, pour la vitesse, seule reste
sa composante paralléle. Un développement selon le paramétre w% < 1 de I'équation du
mouvement permet d’exprimer les composantes de la vitesse perpendiculaire en fonction
des autres grandeurs. En ne considérant pas le mouvement cyclotronique ici, la vitesse
perpendiculaire devient :

2
w w
= — . — , 1.6
u wc(uE+U)+<w0) up (1.6)

ou ug est la vitesse de dérive électrique, u,, celle de dérive diamagnétique et u,, celle de
dérive de polarisation.

Ces différentes vitesses de dérive sont alors exprimées en fonction des autres grandeurs,
d’ott la réduction de la dimension du systéme. Cette méthode est notamment détaillée dans
[60]. Les codes TOKAM-3D [61] et SOLEDGE-2D [42] reposent notamment sur cette
approche.

Magnétohydrodynamique ou MHD

La MHD (|21), 15]) est une autre approche du modéle fluide. Ce modéle est pertinent
pour les phénomeénes magnétiques lents et a grande échelle :

1
t>—et L> )\Debyea (17)
p

avec f, = w,/2I1 et Apepye, respectivement la fréquence du plasma et la longueur de Debye.
Ce modeéle utilise aussi ’hypothése de quasineutralité.

Cette méthode consiste a étudier la dynamique d’un fluide unique. En premier lieu, on
considére une densité et une vitesse globales :

NeMeVe + Zn;m; V;

1.8
NeMe + ZN;M; (1.8)

p=MNeMe+ Znym;; V =

Pour finir, on considére la pression totale et la densité de courant :

P=P +P,J=7n;eV; —n.eV, (1.9)
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Les équations gouvernant ces différentes variables sont obtenues a partir des équations
du modéle fluide en considérant que I'inertie est dominée par les ions (m./m; < 1). En
particulier, le courant est obtenu par la loi d’'Ohm :

J=nE+VAB) (1.10)

ou 7 correspond a la conductivité.

Par conséquent, ce modéle MHD permet de réduire le nombre d’inconnues du systéme
ab: (p, P, V) auquel se rajoute le champ magnétique, soit un total de 8 inconnues.

Une autre approximation peut étre envisagée, qualifite de MHD idéale. Celle-ci est
utilisée dans le cas de plasmas chauds. La conductivité est alors considérée comme infinie
et I'équation (L.I0) est simplifiée :

0=E+VAB (1.11)

Ce systéme a toujours 8 inconnues : (p, P, V,B).

1.2 Du cinétique a la description fluide

1.2.1 Equation de Boltzmann

Considérons le plasma constitué d’un mélange d’électrons et d’ions. Rappelons que
dans ce cas, I’état du plasma nous est donné grace a la fonction de distribution f,(¢,x,Vv)
permettant de mesurer la probabilité de trouver une particule de ’espéce s dans un volume
infinitésimal de dimensions 6, (0x, 6v), autour de (x,v), l'indice s se référant soit aux
électrons, soit aux ions. Cette fonction de distribution est donnée par I’équation de Vlasov-
Boltzmann suivante :

1
atf8+v-vxfs+ﬁFs-vas = (j, (1.12)

ou F, est la force exercée sur une particule d’espéce s, de masse m, localisée en x avec
une vitesse v et Cj, le terme de collision. En présence d’un champ électromagnétique (E le
champ électrique, B le champ magnétique), la force s’exprime comme une force de Lorentz,
a savoir :

F,=Z,e(E+v AB), (1.13)

ol Z,e est la charge d’une particule s avec e, la charge élémentaire (e = 1.60.1079C).

Dans le cas ou le terme de collision est nul dans (LI2)), ’équation dite de Vlasov est
obtenue :

1
8tf5 +vVv- fos + m_Fs : vas =0. (]_]_4)
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L’équation de Boltzmann peut facilement étre réécrite cette fois sous forme conserva-
tive :

Oufat V- (V1) + mivv (F.f.) = C. (1.15)

S

Remarque 1.1 Quelques propriétés du terme de collision

Dans ’équation de Boltzmann (I13) le terme Cs représente les effets de collisions. Les
particules de [’espéce s peuvent se rencontrer entre elles ou avec des particules d’autres
especes. Par conséquent, le terme Cy peut s’écrire sous la forme :

Os = ZCSS’(fsafg,)' (116)

En négligeant les collisions qui transforment une particule d’une espéce en une particule
d’une autre espece, le terme de collision satisfait la conservation de la masse :

Cserdv = 0. (1.17)

IR3
De cette fagon, le résultat suivant est obtenu avec (1.16) :

Cydv = 0. (1.18)

IR3
St l'on considere que la quantité de mouvement et [’énergie sont conservées dans une
collision entre particules de méme espece, les relations suivantes peuvent étre données :

msvCsedv = 0,

IR3
(1.19)
2
mgv
* C.dv =0.
BS
Alors qu’entre particules d’espéces différentes s and s', nous avons :
mgvCyedv + mgvCygdv =0,
R3 R3
(1.20)
2 2
mgv MgV
* Cgdv + * Cyedv =0.
R3 R3

Au final, les relations suivantes peuvent étre déduites des précédents résultats (1.19) et

(1.20) avec la définition (II8) :
Z msvCydv = 0,

S RS
(1.21)

Z m;UQ Cydv = 0.

IR3
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1.2.2 Description Fluide

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons a une description fluide du plasma
qui consiste a ne plus considérer les fonctions de distributions mais leurs moments, définis
par des moyennes statistiques sur 1’espace des vitesses.

Définition des moments

Pour commencer, les premiers moments de la fonction de distribution, fs(¢,x,v) vont
étre définis. Pour alléger les notations, I'opérateur < . > suivant sera utilisé :

< >im nis/mgz/z(t, %, V) £t %, V) dv. (1.22)

Le moment d’ordre 0 de la fonction de distribution est la densité moyenne de particules :
ns(t,x) = fs(t,x,v)dv. (1.23)
IR3

La vitesse moyenne, ug(t,x) de ’ensemble des particules se trouvant en x, a l'instant
t, considérée comme le moment d’ordre 1 est donnée par :

1
u,(t,x) := —/ vs(t,x,v)dv =<v >. (1.24)
Ns JRrs
Pour finir, le moment d’ordre 2 est ’énergie e, :
11 1
es 1= 3 s v2f(t,x,v)dv = 5 < vi> . (1.25)

Pour trouver les équations qui gouvernent ces différentes grandeurs, les différents mo-
ments de ’équation de Boltzmann (LI5) vont étre considérés.

Equation de la densité

Le moment d’ordre 0 de I’équation de Boltzmann est pris tout d’abord, autrement dit
intégrons par rapport a la variable v I'équation (LIH]). Sachant que les variables ¢, x et v
sont indépendantes, on obtient :

O fsdv + Vg - v.fsdv + Vy - (Efs)dv = / C,dv, (1.26)
1IR3 R3 mg R3

IR3
Le troisiéme terme de cette équation est nul grace au théoréme de Green car la fonction
de distribution tend vers 0 quand les v; tendent vers l'infini.

Par ailleurs, en utilisant les définitions (L23)) et (I24) et la propriété du terme de
collision (L.I8), I’équation de conservation de la densité ou équation de continuité est
obtenue :

Ons + Vy - (ngug) = 0. (1.27)
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Equation de la vitesse

Maintenant, le moment d’ordre 1 de (ILIH]) est considéré. Pour cela, dans un premier
temps, I'équation (LI5]) est multipliée par mgv;, v; et Fy,; étant respectivement les iémes
composantes de la vitesse v et de la force Fy et en développant les divergences :

msv;0 fs + msvi0y; (v fs) = —msvi0y; (F j fs) + msv;Cs. (1.28)

Ensuite, ce résultat est intégré par rapport a v, le troisiéme terme devient alors :
/ —m0;0y, (Fij fs)dv = —ms/ (O, (iFs 5 fs) — Fy j fsOp,vi)dv
IR3 1IR3
= ms/ Fy j fsOpvidv. (1.29)
BS
Ainsi I'équation (L28)) intégrée par rapport a v donne, avec (L.29) :

msﬁt/ vifsdv+m80xj/ vV, fsdv = ms/ FijfsOp,vidv + Ry, (1.30)
R3 R3 R3

R représente le moment qui résulte des collisions entre particules de différentes es-
péces :
R, = msvCydv. (1.31)
IR3

En reprenant les définitions (L22)) et (I.24) et en sommant sur les différentes com-
posantes, ¢ données par (L30), le second moment de I’équation de Boltzmann est alors

obtenu :
Oymgsnsus + Vyx - (mgng < vev >) =nF, + R,. (1.32)

D’autre part, il est classique de décomposer la vitesse v en deux vitesses : la vitesse
moyenne ug définie en ([L24]) et une fluctuation v’ telle que < v/ >=0:

v=u,+V. (1.33)

Par conséquent,
<VRIVIS=U, QU+ <V RV >. (1.34)

Le tenseur de pression Py, qui mesure I’écart quadratique entre la vitesse moyenne, us,
et la vitesse particulaire, v, est donc défini par :

P, = msv' @ V' fo(t,x,v)dv. (1.35)
IR3

Il peut encore étre écrit sous la forme :

(Ps)ij = psdij + (05)ij, (1.36)
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ou 9;5, le symbole de Kronecker et o, le tenseur de pression diminué de sa composante
isotrope ps, la pression scalaire.

L’équation devient alors avec ces derniéres définitions :
omgngus + V, - (mgngus @ ug + Py) = nFg + Rs. (1.37)

Equation de I’énergie

Le moment d’ordre 2 est obtenu en multipliant par %msv2 et en intégrant par rapport
a la vitesse. En utilisant 'indépendance des variables, I’équation suivante est obtenue :

1 1
—msﬁt/ v2 fodv + =myVy - ViV fodv
2 BS 2 BS
1 1
= ——ms/ (Vy - (V2Fof,) — 2v.F f)dv + = mgv2C,dv. (1.38)
2 IR3 2 IR3

En utilisant les définitions précédentes (L.22) et (L23]) et des moments et la définition
de la force de Lorentz (.I3), on obtient au final :

MsTs 7’17,8V2

<viv>)=ZenEu, +

Omgsnses + Vi - ( Cydv. (1.39)

s 2
En reprenant la décomposition de la vitesse donnée par (L33)), nous obtenons :

<viv> = <vi(Vv +u) >

= <v& > 42e,u;
<V > +u? < v > +2u, <V @V > +2e,u,
2 2
= qs + Psus + 2651’187
MsNs MsNs

ot le flux de chaleur g, est donné par :

Mg

qs = /V/2V/f5(t,X,V)dV. (1.40)
2 s

On obtient alors I’équation finale pour ’énergie :
Omgnges + Vy - (mgngesus + Pyug) = —Vy - qs + ZsensEoug + Riug + Q. (1.41)

(s représente la chaleur générée par ’espéce s a cause des collisions avec les autres par-
ticules :

1
Qs = /133 §msv2C’sdv. (1.42)
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Systéme cinétique

Le systéme final complet est le suivant, en introduisant la densité volumique, ps =
MM -

8tps +V. (psus) =0
Opsus +V - (psus @ugs+ Ps) = Zsens(E+us AB) + Ry (1.43)
Oipses +V - (psesus + Pouy) ==V - qs + ZsensEug + Roug + Qs

Il peut encore étre écrit sous la forme non conservative :

8tps +V. (psus) =0
psOus  +ps(us - Vug + V- (Ps) = Zseng(E+ ugs A B) + Ry (1.44)
psoes  +psusVes + V- (Poug) ==V -qs+ ZsensEug + Rgug + Q;

1.2.3 Les équations d’évolution

Dans le cadre de ce travail, I’hypothése de quasineutralité du plasma va étre prise en

compte :
Ne = Zn;. (1.45)

Par conséquent, I’équation de continuité pour les ions va étre considérée :

Le systéme cinétique (L43) donne les équations de quantité de mouvement pour cha-
cune des espéces :

Opeue +V - (peu. @u, + P.) = —en.(E+u. AB)+ R,

Toutefois, en utilisant I’hypothése de quasineutralité et en remarquant que m; >> m,,
dans le but de sommer les deux équations de quantité de mouvement, certains termes de
I’équation pour les électrons peuvent étre négligés :

V-P, = —en.(E4+u.AB)+ R,
8thuZ+V(pZuZ®uZ+PZ) = ene(E—i-ui/\B)jLRi (148)
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Ainsi, en rappelant que d’aprés (L2I)), R. + R; = 0, l'addition de ces deux équations
donne I’équation sur la quantité de mouvement des ions qui nous intéresse :

0t(p,u,)+V(pzu,®uz+P,—l-Pe) =JAB (149)

en notant le courant J = Zne(u; — u,)

L’équation sur le courant peut aussi étre obtenue en additionnant les équations (.47
pondérées par q;/ms, qs étant la charge de la particule s :

2
0, J + Z V- (gsnsus @ ug + %Ps) = %ns(E +u; AB) + Z %Rs

S
S

(1.50)

L’équation pour I’énergie s’obtient en sommant les deux équations d’énergie. De la
méme facon que précédemment, certains termes issus de 1’équation sur les électrons peu-
vent étre négligés en remarquant que m; >> m, :

V-(Pu) = -V-q.—enEu.+Reu. + Q.
opie; + V- (piesu; + Pw;)) = =V -q +enEu + R +Q; (1.51)

Sachant que d’aprés (L20]), Q. + Q; = 0, la somme de ces équations sur I'énergie nous
donne alors :

opiei + V- (piesw; + Pw; + Pou,) = -V - (q; +q.) + EJ+Ru; + Rewe (1.52)
et que d’apres la loi d’Ohm, dans le cas de la MHD idéale :
E=—u AB, (1.53)
I’équation d’énergie devient finalement :
Opiei + V- (pieiw; + Piw; + Pou,) = =V - (q; +qe) + (JAB).w; + Riu; + Re.u,e (1.54)
Ainsi, au final, le systéme bi-fluide est le suivant :

Opi +V - (pu;) =0

dh(pwi) +V - (pw; ®@u; + P+ P.) =JAB

2
03+ > V- (gnu,®u, + %PS) — gnins(E +u, AB)+ > %Rs

opie; + V- (piesw; + Pru; + Pooue) + V- (q; +q0) = (JAB).w;, + Ru; + Reue
Opeee + V - (peeeu. + Pou,) + V- q. = —en.E.u. + Reu, + Q.

(1.55)
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En reprenant les équations sur p;, p;u; et p;e; et en négligeant les contributions associées
aux électrons, un modeéle simplifié, mono-fluide sera en fait étudié dans ce travail :

Op+V-(pu) = 0
O(pu)+V-(pu®u+P) = JAB (1.56)
Ope+ V- (peu+ Pu) = —V-q+ (JAB).u

ol le courant J est supposé donné. Ce systéme est proche du modéle MHD. Une approche
pour obtenir ce modéle est donnée en annexe [Bl

Remarquons que ’équation de continuité ou moment d’ordre 0 de I'équation de Vlasov
fait intervenir le moment d’ordre 1 de la fonction de distribution, u,. De méme, le moment
d’ordre 1 de I’équation de Vlasov voit apparaitre, P, le moment d’ordre 2 de la fonction
de distribution et le moment d’ordre 2 de I’équation, qs, le moment d’ordre 3 de f, et ainsi
de suite...

Par conséquent, des relations de fermeture sont nécessaires pour boucler notre systéme.
Pour cela, nous allons nous intéresser plus particuliérement dans ce travail aux relations
de fermeture de Braginskii, [14].

1.3 Fermetures de Braginskii

Les fermetures de Braginskii reposent sur la propriété physique selon laquelle la fonction
de distribution approche une fonction Maxwellienne a 1’équilibre thermodynamique :

vy (v-u)?
o) = otssen (Gt ) (157)

A partir d'un développement de Chapman-Enskog et dans ’hypothése de plasmas
collisionnels, la théorie de Braginskii [I4] permet d’obtenir les relations de fermeture qui
vont étre étudiées ici :

- Qs = qs(Tsans>u8)7

— 05 = 0s(uy).

1.3.1 Diffusion

Usuellement, en mécanique des fluides, la densité de flux de chaleur q est donnée par
la loi de Fourier, avec A, la conductivité thermique du matériau :

q=—AVT. (1.58)

Cependant, dans le cas du plasma et en présence d’un champ magnétique, les rela-
tions de fermeture de Braginskii donnent la densité de flux de chaleur q qui s’exprime
differemment de la loi de Fourier et qui dépend notamment du champ magnétique :

a=—-K,V)T— K.V, T+ K\(bAV,T)=KVT, (1.59)
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avec K, un tenseur. Les notations V, et V| se référent respectivement aux composantes
paralléle et perpendiculaire au champ B du gradient et sont définies en (L62) et (LG64).
Dans la suite du travail, le vecteur b représentera le vecteur du champ magnétique nor-
malisé :

B

b= @ (1.60)
Expression du tenseur de diffusion
Les différents termes de ce tenseur de diffusion vont étre maintenant explicités.
L’opérateur V , est introduit :
V)T = (b-VT)b. (1.61)

Tout d’abord, le terme de diffusion paralléle au champ magnétique s’exprime alors par :

K)V,T = K/b@b'VT (1.62)
bibi biby b1b3
= Ky | babi boby bobs | VT.
b3by  b3by  b3bs
(1.63)

o, b est donné en coordonnées Cartésiennes par b = bie; + byes + bses. Ensuite, le terme
de diffusion perpendiculaire est donné par :

K\ V,T = K, (I-b®b")VT. (1.64)

Pour finir, le dernier terme donne :

K\bAV.T) = KybAVT) (1.65)
0 —by by
= K[ b 0 —b|VT
—by b 0

Au final, 'expression numérique du tenseur de diffusion, K, de la formule (IL59) est
obtenu, en fonction des différents coefficients de diffusion et des composantes en coordon-
nées Cartésiennes de b :

(K. — K))biby — Ky (K| — K))biby — 03K, (K — K)bibs + by K,
K: (KJ_—K//)blb2+b3KA (KJ__K//)beQ_KJ_ (KJ_—K//)beg—blK/\
(K. — K))bibs — b K (Ky — K))bobs + 01K, (K| — Kj)bsbs — K|

(1.66)
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Remarque 1.2 Remarques sur le « terme cross ».

Etudions le dernier terme de la densité de flur de chaleur, en utilisant certaines for-
mules données en Annezeldl et Uexpression de K, donnée en (LG :

V-A(K\(bAVT)) = K\, V-(bAVT)+VK,-bAVT
= Ki(=b-VA(VT)+VADBVT)+VT -VK,Ab
5

1
= ——(nTVAb+TVnAb)VT (1.67)
2w.m

On voit ainsi que ce dernier terme agit comme un terme de transport. Cette remarque sera
d’ailleurs vérifiée numériquement dans la partie [2.2.

Dans le cadre de la « diamagnetic cancellation » [23,[59], certains termes de (1.67) se
compensent avec les termes liés a la vitesse diamagnétique. L’équation sur la température
obtenue a partir de l’équation d’énergie est :

3 3
§n0tT+§nu.VT+pV-u:—V-q—a:Vu+Q

Or, la vitesse peut se décomposer de la fagon suivante :

u = y +ug
= u+ (ug +u,),
. , L . b A Vp . . s
ou ug est la vitesse de dérive électrique, u, = est la vitesse diamagnétique.
nwem

Les termes de [’équation de température liés a la vitesse diamagnétique donnent :

3 3 1
inu*.VT = —§wcmT(Vn Ab).VT,
1
pV-u, = —me(VnAb).VT+w T(nVT +TVn).(V ADb).

Ainsi, les termes liés a la vitesse diamagnétique se compensent avec le terme en K,, ne
laissant qu’un terme de courbure :

§nu*.VT +pV-u, + V- (KA(bAVT)) =

2 Wem

T(gnVT +T7Vn).(V ADb).

*. Dans cette remarque, la température est considérée en unités d’énergie (Joule).
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Anisotropie de la diffusion

Braginskii donne aussi les expressions des différents coefficients de diffusion. Ici, les
formules pour les ions sont données :

DI j) =9 o K = 2.5 (1.68)

m; wqinmi We 3T

Ky = 39

ot k est la constante de Boltzmann en erg/ eVEL 7; est le temps de collision, autrement dit
le temps moyen entre collisions pour un ion et w,;, la pulsation cyclotronique.

Les formules des coefficients pour les électrons sont données dans [40], elles sont similaires,
seules les constantes sont différentes.

Le temps de collision et la pulsation cyclotronique sont respectivement donnés par les
formules suivantes :

3/2
T = §M et We; = BZe. (1.69)
4 /mAn;et ’ m;c
Les différentes variables utilisées dans ces formules sont en unités CGS, a 'exception de
la température donnée en eV et de la constante de Boltzmann, en erg/eV. L’équivalent en
unités SI est donné en Annexe[Al X est le logarithme de Coulomb que ’on prend dans nos

évaluations numériques égale a 15.

Les coefficients K| et K, peuvent s’exprimer en fonction de K/ :

K K
K| ~ 2//2etKAz—//. (1.70)
ww-Ti We,iT;

Des évaluations numériques avec des valeurs de température et densité pour les plas-
mas, en particulier dans la géométrie d'ITER (|B| ~ 57), permettent d’obtenir le tableau
(LI). Le champ magnétique varie en 1/R donc est différent entre le coeur et le bord du
plasma & un coefficient multiplicatif prés variant entre R/(R+r) = 0.75et R/(R—r) = 1.5,
ou R et r, respectivement le grand et le petit rayons d’'ITTER. Il est pris coté champ faible
pour le bord du plasma dans ce tableau.

Les valeurs du produit w.7 dans ’ensemble du plasma révélent la forte anisotropie du
tenseur de diffusion suivant les lignes de champ magnétique d’aprés (L70) :

K// >> K/\ >> KJ_.
Des simulations numériques utilisant cette diffusion fortement anisotrope ont été menées
et les résultats sont présentés dans la partie ([2.2)).

Notons par ailleurs, que d’aprés les formules (L.68]) et I’expression du temps de collision
(69, les différents coefficients présentent une non-linéarité en température. En effet,

KyocT? K, o« T et K, o< T. (1.71)

i. L’erg correspond a 'unité CGS de ’énergie ; kT est donc homogéne & une énergie.



34 CHAPITRE 1. MODELE FLUIDE
bord du plasma | coeur du plasma

Température en K 5,80.10° 2,3208.107

Densité en m =3 1017 2.10%

BenT ) 3,75

Dogen s 479108 3,59.10°

T, en s 4,90.107° 6,20.10~*

WeiTi 2,35.10% 2,23.10°

TABLE 1.1 — Ordres de grandeur des quantités caractéristiques du plasma.

1.3.2 Viscosité

La tenseur des contraintes, o, apparaissant dans ’équation de Navier-Stokes est celui
des fluides dit Newtoniens, a savoir que o est une fonction linéaire du (double du) tenseur
de déformation, W :

o=nW, (1.72)

avec W, défini par :

W = Vv + (Vv)! — (gv.v)l. (1.73)

Comme précédemment, le tenseur des contraintes visqueuses proposé par Braginskii
est différent. Il dépend notamment du champ magnétique et est donné par :

oy = —nollo;; — Ulﬁuj - 772ﬁ2ij + 7]3ﬁ3ij + 774ﬁ4ij7 (1.74)
avec, en utilisant la convention de sommation d’Einstein,

3 1 1

Ho;; = 3

_ 1

im-jn

Mo = (Ii5bbn + 1630 Wi (1.75)

— 1
i = §(Iﬁnfjpn + Ljnipm)bpWinn

H4z’j = (bibmﬁjpn + bjbneipm)prmn

Les notations utilisées ici sont les suivantes :

— W est le tenseur de déformation donné par (L73)),
~ It =1-b®b,

— &% correspond au pseudo-tenseur de Levi-Civita.
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1 si(4,5,k) est (1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2)
gije = —1 si(ij,k)est (1,3,2), (2,1,3) ou (3,2,1) (1.76)
0 si 1=7, 7=k ou 1=k

Les tenseurs, 1I; peuvent s’écrire sous la forme générale suivante :

3 1 1
[y ==-(b®b—-=I)|(b&b—-=-1):W
o =3bob-1) |(beb- )

1
M =W - (Wb@b+b@bi)+ (bob:W)(I+bob)

M, =(Wbeb+b®bW)-2bob: W)bab (1.77)

1
I3 = i(bxWIl—ILbe)

I, =(bxWbeb)—(bab)W x b)
ou le scalaire A : B représente le produit contracté, A : B = A;; Bj.

Le tenseur IIy peut étre réécrit en utilisant la propriété de W, selon laquelle la trace
de W est nulle :

1
(b®b—§1):W:(b®b):W. (1.78)
Par conséquent, le tenseur Il peut aussi s’écrire :
3 1
Hozi(b®b—§l)(b®b:W). (1.79)

Braginskii donne aussi les expressions des coefficients, 7. Les formules données ici sont
celles pour les ions :

T = 096712/{57—;’7}, 2 = 4771 = 1271 3 et Ny = 27’]3 = n . (180)
ci't Wei

Les formules pour les électrons sont données dans [40].

Notons qu’une remarque similaire a celle effectuée pour la diffusion peut étre faite. En

effet,

"o
2 = ggetn4N

(1.81)

Ainsi, d’apreés les évaluations données précédemment pour le produit we;7; du tableau (L)),
le terme 7y est dominant par rapport aux deux autres :

Mo > 1a > M. (1.82)
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Par ailleurs, en utilisant les égalités, no = 4n; et 1, = 273, certains tenseurs peuvent
étre regroupés. La forme finale du tenseur des contraintes visqueuses est alors :

o = —nolly — nolly + nully, (1.83)
avec
3 1
1 1
M, = o [W+3(Wbab+bebW)+ (I-15bob)beb:W)|,  (184)
1
n, — 1 [MYOV (1 +3b @ b)) — (1 +3b & b))

M? étant le tenseur défini par :

0 —by by
M = by 0 —b
—by b 0

1.3.3 Anisotropie

Dans le but d’étudier ’anisotropie des termes de viscosité et de diffusion de Braginskii,
les différents termes sont exprimés dans le systéme de coordonnées local (z,y, z) avec la
direction z correspondant a celle du champ magnétique : b = e,.

Dans le cas purement anisotrope, i.e. K; = K, = 0, la densité de flux de chaleur
donnée par (L59), devient, a Iaide de (.62 :

000 0
a=ky|0 0 0|vr=K,[ 0 |. (1.86)
00 1 9.7

On retrouve donc que la densité de flux thermique purement anisotrope dépend alors
seulement du gradient de température dans la direction du champ magnétique.

Un raisonnement similaire peut étre effectué sur le tenseur des contraintes visqueuses
(L83), comme dans [14], en exprimant les différents tenseurs (L84) dans le méme systéme
de coordonnées.
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Dans le systéme de coordonnées local, le tenseur Il devient :

(b@b—lf)(b@ab:vv)

3
HQ - 5

= W,.. (1.87)
Le tenseur Il s’exprime alors par :
1] 1
I, = 1 W+3(Wb®b+b®b.W)+§(I—15b®b)(b®b:W)
1 [ 0 0 W 1 10 0
i W, W, 2W., 0 0 —14
1
- = 1
= W, W,, + §sz aw,. |- (1.88)
AW, AW, 0

Pour finir, le tenseur Il devient :

I, = i [M*(W(I+3b®Db))— ((I+3bxb)W)M"]

oW,y W —W,, —AW,.
= ~(We—W,, 2W,,  4W,. |. (1.89)
—4W,, AW, 0

]

L’inégalité (L82)) montre que le terme en 7ylly domine largement les autres termes. Or
pour mettre en évidence le caractére anisotrope, distinguons dans ce tenseur les parties
associées au cisaillement et a la compressibilité :

29I (1.90)

2
W =Vv+(Vv) — (gv.v)l =W — (3
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Le tenseur IIy devient alors avec (L.87) et cette nouvelle formulation de W, (I.90) :

1
1
- O 0 —g O O
1
_ 1 *
I, = 0 _§0W22 0 —g()V.V
2
0 0 1 0 0 =
3
1
— 0 0
-1 0 0 3 1
= (o -1 0)ow.-|0 —= o|Vvy (1.91)
0 0 2 ; 03 9
3

Compte tenu de 1y > n4 > 19, cette expression montre que le tenseur des contraintes
visqueuses se caractérise par une forte sensibilité & 0,v,, i.e. au gradient dans la direction
du champ magnétique de la vitesse colinéaire au champ magnétique, couplée a un effet de
compressibilité associé a la présence de la divergence de la vitesse.

1.4 Adimensionnement

Le systéme ([L56]) considéré dans ce travail est rappelé :
O+ V.(pu) =0 (1.92)
Opu+V.(puu+pl)+v.oc=S8
ope + V.((pe +p)u) + V.(ou) + V.q = S.u
Le terme force S est donné sous la forme suivante :

S=JAB. (1.93)

La densité de flux thermique de Braginskii, q, qui a été étudiée plus en détails précédem-
ment et qui présente une forte anisotropie suivant les lignes de champ magnétique et une
non-linéarité, s’exprime sous la forme suivante :

q =—-KVT

— _K)V)T—K,V.T+K\(bAV.T), (1.94)
Le tenseur de viscosité est lui donné par :
o = —’/](]HO — ’/]2H2 + 7]4H4. (195)
L’énergie totale est donnée par :
1
pe = épu2 + pe, (1.96)

ol pe est ’énergie totale, pe, I’énergie interne et %qu, I’énergie cinétique.
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1.4.1 Adimensionnement des équations

Pour adimensionner notre systéme, les valeurs de référence suivantes sont choisies :
— la longueur de référence (en m) : L*,
— la température de référence (en eV) : T,

*

— la densité de référence (en m™=3) : n*.

Les autres grandeurs de référence sont issues de ces valeurs, a savoir :
— la masse volumique de référence (en kg.m™=2) : p* = m;n*,
: s _ 1
— la vitesse de référence (en m.s™!) : u* = (e, T /m;)>
*
— le temps de référence (en s) : t* = —,
U

* * % * k2

— la pression de référence (en N.m=2) : p* = p*e* = p*u

Par ailleurs, nous choisissons aussi :
— pour les flux thermiques : ¢* = p*u*3,
— pour le tenseur de cisaillement : o* = p*u*?.

Le systéme adimensionné que ’on obtient alors est le suivant :

oppu+ V.(pu®

0
) + G=2=5 (1.97)
d:pé + V.((pe + p)a).a+ v.q+ v.(6u) = S.u

Nous nous intéresserons par la suite, plus précisemment a ’adimensionnement des
termes de diffusion et de viscosité.

Remarque 1.3 La loi d’état des gaz parfaits s’écrit :

p=(v—)pe = (7~ V(e — o), (1.98)

ot

avec y = 3.

Par conséquent, si on adimensionne cette loi d’état, il est nécessaire d’avoir :

b= (= 1)pE = (y = (e — 5 i), (1.99)
d’ou les égalités suivantes :
Pt =ptet = pru’ (1.100)

qui sont conformes a notre adimensionnement.
Au cours du calcul, on dispose des variables p, 0 et € qui sont adimensionnées et on
veut en déduire p, ¢ et T'.

1. T[eV] correspond & une énergie de 1,6.107 19T [eV] = e T[eV].



40 CHAPITRE 1. MODELE FLUIDE

La pression s’obtient par la formule précédente (1.99).
En ce qui concerne la température :

p(Pa) = ne (eV) d’oi p*p = n*ne T, (1.101)
or
pt=prutt =p* e _ T*n"e,, (1.102)
m;
donc
p=nT. (1.103)
) %2

Pour finir, la vitesse du son s’obtient par la formule suivante, avec p* = p*u
2=,LL (1.104)
prp

. p
& =1/7%. 1.105
F (1.105)

L’adimensionnement proposé est donc bien cohérent.

2 p 3 %2
c, == dou u

donc

1.4.2 Adimensionnement du terme de viscosité

Dans un premier temps, nous allons considérer l’adimensionnement du terme de vis-
cosité. Pour cela, rappelons tout d’abord la formule du tenseur de viscosité, en notant 7;,
le temps de collision et w,;, la fréquence cyclotronique. Notons que les 7; correspondent a
des viscosités dynamiques (Pa.s).

o = —nollo — nolly + mally, (1.106)
6nel’ T
avec 19 = 0.96neT'r;, 1, = % et ny = e,
WeiTi Wei

En adimensionnant le tenseur de viscosité avec o* = p*u*?, on obtient :

o=

p*U*L* <—1’]0]__I0 - n2ﬂ2 + 7741_I4> . (1107)

Les paramétres 7; font apparaitre le temps de collision 7;, son adimensionnement est

donc nécessaire : ~
T3/2 T#3/2
7y = Ay, —— avec A, =1,39.10" o
n

(1.108)

§. Les viscosités dynamiques sont données ici en unités SI (Pa.s). Par conséquent, I’énergie kT en erg
devient eT" en J (e, la charge élémentaire).
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En reportant cette derniére expression de 7; dans la définition de 7y, nous pouvons
obtenir I’adimensionnement de celui-ci :

no = 0.96n*eT*t*nT'7;

! 1.109
= 0.96n"eT*t* A, T ( )
De la méme facon, on obtient :
1.2n"eT™ 1 5~ )9 n*el™ _ -~
En reportant ces différentes formules des 7; dans (ILI07), on obtient :
& = —rjolly — 12l + Ml (1.111)

1.2 1 ~2 -~ 1 ~ 1
— T 2 et 0y =
ST AL T
Remarque 1.4 Il est possible aussi de raisonner en terme de nombre de Reynolds, Re
déterminant le rapport entre les forces d’inertie et les forces de viscosité. Etant donnée
la forme du tenseur du cisaillement, 3 nombres de Reynolds peuvent étre déterminés ici.
Avec les résultats précédents, I’équation de mouvement adimensionnée devient alors :

Oipu+ V.(pu® u+ p)

avec g = 0.96A, T%?, 1, = T

1 - arg = 1 . ~ e 1 - - . (L.112)
——V.(T°*1y) — —V.(R*T-1/210y) + —V.(ATTl,) = S
o ( 0) e, (n 2) + Rex (nT1y)
avec les nombres de Reynolds suivants :
1 wfit*z .
Reo = 09614_7_1 Iy R€2 = ATi 19 et R€4 = wcit . (]_]_13)

Ces expressions peuvent étre reformulées :

Rey =17, 66.10—17(”T*)2 P Rey = 1,25.10%—— et Rey = 1,02.10_4wciﬁ. (1.114)

1.4.3 Adimensionnement du terme de diffusion

Un raisonnement similaire a celui de la viscosité est effectué pour trouver ’adimen-
sionnement du terme de diffusion. Le terme de diffusion s’exprime sous la forme suivante :

q=—-K,Vyel' = K,V el'+ K,bAV €T, (1.115)
TT; T T
avec Ky =390 K| =2 et K =25
m; m;T;w,; m;We;

En procédant a I’adimensionnement de ces différents termes un a un, comme précédem-
ment pour la viscosité, nous obtenons :

q=-K)VT-K/V,T+KbAV,T, (1.116)
5 N . 2 1 2.5 _ -
K)=39A.T% K, = — P72 et K\ = nT.
avec Ky =3.94, , K| czit*2 A et c%it*n
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1.4.4 Quelques évaluations pour notre systéme.

Pour adimensionner notre systéme, nous allons choisir par exemple, les valeurs de
référence suivantes :

— la longueur de référence : L* = 2m, le petit rayon d’'ITER,

— la température de référence, la température a la séparatrice : T = 100eV/,

— la densité de référence, la densité a la séparatrice : n* = 10¥m =3,

De ces valeurs, les autres grandeurs de référence peuvent étre obtenues, a savoir :
— la masse volumique de référence :

p*=mn* =1,67.107% kg/m”’, (1.117)
— la vitesse de référence, la vitesse du son pour les ions :
w* = (eT*/m;)? = 0,98.10° m/s, (1.118)

— le temps de référence, le temps nécessaire a une onde acoustique pour traverser le
petit rayon d’ITER :

L*
t=—=2,0410"s, (1.119)
u
— la pression de référence :
p* = pe* = pru® =1,60.10° N/m’. (1.120)

Le nombre sans dimension A,, donné par (LI0R) est alors :

%3/2

T
A, = 1,39.1012*—t* = 6,81. (1.121)
n

La fréquence cyclotronique est donnée par la formule (L.69). Le champ magnétique est
de 3,47 pour JET ou encore 5,37 pour ITER.

wei =9,58.10"Bs™* = 3,26.10% ! pour JET. (1.122)
Les parameétres de diffusion et viscosité adimensionnés sont donc :

o = 6,54T°/2 © 1 = 3,98.107R% T2y, =1,50.107"0T;

3 5 4 2 1.12
K;=2,66.10'T%? ; K, =6,65.107%°T""* ; K, =3,76.10"*aT. (1.123)

Remarque 1.5 En s’appuyant sur (I.117), ces applications numériques (T* = 100eV et
n* = 10""m=3) donnent les nombres de Reynolds suivants :

Reg = 0,15; Rey = 2,50.10° et Rey = 6,65.10°. (1.124)

3

Pour une température T* = 10eV et une densité n* = 10¥m =3, on obtient les nombres de

Reynolds suivants :

Reg = 1,53.10' ; Re, = 2,50.107 et Rey = 2,10.10. (1.125)
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Rappelons que les termes en 79 et /K dominent respectivement les autres termes
de viscosité et de diffusion. Les température et densité de référence (7 = 100eV et
n* = 10¥m™3) choisies ici peuvent correspondre a des valeurs du bord du plasma. Or,
les évaluations numériques présentées précédemment conduisent a des viscosités en 7, et
des diffusions en K fortes. De méme, le nombre de Reynolds correspondant au terme
de viscosité dominant est petit : Rey < 1. Par conséquent, la modélisation fluide avec
les fermetures de Braginskii ne semble pas adaptée au plasma dans ces conditions de
température. Toutefois, plus on s’approche du bord du plasma (7* = 10eV), plus le
nombre de Reynolds Rey devient important et donc plus les fermetures de Braginskii
semblent adaptées.



44

CHAPITRE 1. MODELE FLUIDE



Chapitre 2

Diffusion anisotrope avec modéle de
rayonnement

Dans les tokamaks, le rayonnement est important et peut avoir des conséquences
sur le bon fonctionnement du tokamak. Dans ce chapitre, la présence éventuelle d’im-
puretés rayonnantes va étre prise en compte dans des simulations numériques de diffusion
anisotrope, sous la forme d’un puits d’énergie. Les conséquences de tels phénoménes ra-
diatifs sur les profils de température du plasma vont étre observées.

L’étude d’'un phénoméne de diffusion avec un terme source de rayonnement a donc été
menée. Elle correspond a 'extension en 2D du modéle 1D proposé par [24]. Le tenseur de
diffusion est celui donné par les relations de fermeture de Braginskii, cf partie [L3.1] et
présente donc une forte anisotropie et une non-linéarité en température.

En premier lieu, le modéle considéré est présenté ainsi que son approximation, avec une
méthode d’éléments finis P; et un schéma implicite en temps. Dans un second temps, la
méthode numérique est validée et étudiée par comparaison avec une méthode d’éléments
spectraux [52]. Enfin, les résultats numériques du modéle de rayonnement sont présentés.

2.1 Modélisation

Le modéle étudié est une équation de la chaleur, avec terme source modélisant le
phénomeéne radiatif, la conductivité est fortement anisotrope suivant les lignes de champ
magnétique et non-linéaire en température :

a1 +V-q=S(T). (2.1)

La densité de flux thermique est donnée sous une forme analogue a celle donnée par
Braginskii en ([L59), & savoir :

q:—K//V//T—KJ_VJ_T+KA(b/\VJ_T). (2.2)

45
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Toutefois, étant donnée la dominance du terme Ky par rapport & K, et a K, vue dans la
partie (L3.0]), la dépendance en température de ces deux derniers coefficients ne sera pas
considérée : Ky = oT' 3 avec a, K| et K,, des constantes. Cette densité de flux thermique
peut s’exprimer a 'aide d’un tenseur, K, c.f. ’équation (L.66]). Par conséquent, par la

suite, q est donné sous la forme :
q=—-KVT, (2.3)

avec K = K(K), K, Kx,b).

Le rayonnement est modélisé par un terme de puits de chaleur non-linéaire. Ce terme
source S(7T') s’exprime sous la forme suivante :

S(T) = —An,T? exp (- (%)j (2.4)

avec A, une constante; ny, la densité en impuretés; T est la température critique de
rayonnement et AT, Iécart-type associé. Le terme T? assure ’absence de rayonnement
pour une température nulle : S(T"=0) = 0.

2.1.1 Schéma spatial
Géométrie axisymétrique

Cette équation de diffusion a été traitée dans une géométrie axisymétrique.
La divergence est exprimée en coordonnées polaires et ’ensemble des variables est considéré
comme indépendant de 6 (Jy = 0). Par conséquent, la divergence de la densité de flux
s’exprime sous la forme :

1 1
V- q= ;8r7’Qr + azq,z = V(r,z) -q+ ;qrv (25)

en notant ¢, et ¢, les composantes selon r et z de q.

Ici, le terme V(.. - q = 0,q, + 0.q. correspond a l'expression de la divergence 2D en
coordonnées Cartésiennes, on la notera V - q par la suite pour soulager I’écriture.

Ainsi, la différence notable entre les divergences 2D et 2D axisymétrique provient du terme
%qr qui apparait dans le deuxiéme cas. De facon classique, quand une géométrie axisymeétri-
que est considérée, ce terme est discrétisé séparément. Dans le chapitred, nous reviendrons
sur le probléme de la conception d’une méthode volumes finis en coordonnées cylindriques
et nous étudierons une autre méthode d’approximation qui permet de s’affranchir du
probléme de la discrétisation des termes sources artificiels apparaissant en coordonnées
cylindriques.

En reportant (23] dans I’équation modele (1)), I’équation a discrétiser est obtenue :

OT -V - KVT — %(KVT)T — S(T). (2.6)
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Formulation faible

Une méthode d’éléments finis P, ([19]) a été choisie pour discrétiser cette équation
de la chaleur, i.e. ’espace d’approximation est celui des fonctions continues linéaires sur
chacun des éléments triangulaires, 7. En notant v;, les fonctions de base de I'espace d’ap-
proximation et €2, le domaine étudié, la formulation faible de ’équation (2.6]) s’écrit :

1
/Q 0, Tah;d) — /Q W,V - KNTdQ — /Q (KVT)4d = /Q S(T)pdQ.  (2.7)

En notant I', la frontiére du domaine €2 et n, le vecteur normal & cette frontiére, une
intégration par partie, avec le théoréme de la divergence, permet de développer le second
terme :

/ 4V - KVTdQ = / i KVT.ndTl — / KVT.VdQ (2.8)
Q r Q

De fagon usuelle, les fonctions de base 1); choisies sont égales a 1 pour le point ¢ mais
s’annulent sur les autres points du maillages. Par conséquent, 1'intégrale sur ’ensemble du
domaine 2 revient & ne considérer que les intégrales sur les triangles auxquels le point ¢
appartient. Dans un premier temps, seuls les points ¢ a 'intérieur du systéme vont étre
considérés, le terme de bord de I’équation (2.8]) est alors nul. La formulation faible (2.7))
devient alors :

O, Tosdr + KVT.Nidr — (KVT),bidr
Y forvar+ X | Y

T2t T2t (29)

=> / T)ibdr

T

L’inconnue 7" peut étre décomposée sur la base des (1;); :

T =Y Tty (2.10)

avec T; ne dépendant plus de I’espace mais seulement du temps. L’équation de discrétisa-
tion est alors obtenue :

>N o, / Yidr + Y ) Ty < / KV, Vibidr — / (KV;), Wh)

T jJET T31 JET (211)

—Z/S Yidr

T

Une condensation de masse ou « mass lumping », est effectuée pour le terme en temps :

d Y ar /1/1]1/12d7' = 4;0,T; (2.12)

T21 JET
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Les intégrales sur les triangles sont approximées par la méthode de quadrature de
Gauss. Ceci revient a remplacer le calcul les intégrales par une somme prise en un certain
nombre de points du domaine d’intégration. Les points de Gauss sont notés x,, et leur
poids associé, w, . De facon évidente, dans le cas des élements finis P, les V1); sont
constants. Les premiéres intégrales se calculent donc, avec |7|, 'aire du triangle :

/ KV, Vihdr = <Z|¢|wgﬁf((xg,7)> Vb |r- Vi), (2.13)
1 ) 1
/ —(KV)hdr = Z\T|wg,T?(K(xg,T).wj|T)T. (2.14)

Pour finir, de la méme facon, l'intégrale de la fonction de rayonnement est calculé
comme un terme source :

—\ 2
/S(T)@Z)idT = —/nZAT2 exp <— <%) )%d?

A el Tl ) exp <— (%)) ()

giT

Un raisonnement similaire est effectué pour les points ¢ appartenant aux bords du
systéme. Le terme de bord de 'équation (Z.8)) doit alors étre considéré. Il sera calculé
selon les conditions aux limites choisies, cf la partie 2.1.3

2.1.2 Schéma en temps

Dans le cas d’un schéma explicite au premier ordre, le probléme est résolu au temps
t,, afin d’obtenir le résultat au temps suivant :

AR 1
——— — V- K(I")VI" = ~(K(T")VT"), = S(I7), (2.15)

en notant 7", la température au temps t,, ; 771!, celle recherchée au pas de temps suivant
et At, le pas de temps.

Dans le cas d’un schéma implicite, le probléme est résolu au temps ¢, :
Tn+1 _Tn
At

La difficulté ici, venant de la dépendance en température de K et S, nous procédons par
linéarisation. Des développements limités permettent d’exprimer les différentes fonctions
prises en T en fonction d’expressions connues, en 7™ :

K(T"Y) = K(T") + K'(T")6T,
S(T™1Y = S(T™) + S'(T™)6T,

-V K(Tn-i-l)VTn—i-l - %(K(Tn—i-l)VTn—i-l)r — S(Tn+1) (216)

(2.17)
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0T représentant la différence 77 — T7.

Les différents termes de la formulation faible donnée par (2.7) sont étudiés successive-
ment. Tout d’abord, le terme de diffusion peut étre calculé, en utilisant les développements
limités donnés par (2.17)) :

/ K(T"™HVT" 1 VepdQ = / K(TMVT™.Vip;dQ + / K(T™")V6T.N;dQ

@ @ @ (2.18)

4 / STK!(T™)YVT™ VndS + / STK!(T")VST.Vssd)
Q Q

Le dernier terme est considéré négligeable car en O(6T?). Le premier terme est le méme
qu’en explicite. Par conséquent, seuls deux termes restent a étudier. Sachant que 07" peut
s’exprimer dans la base des v;, 0T = Zj 0T, -

/ K(T")VST.VihdQ = Y / K(T™)VT.Vbdr
Q

T

= ZZ/K (T™)Vah;. Vb0 Tydr (2.19)

2 jer VT

La dérivée du tenseur de diffusion peut étre facilement obtenue, a partir des formules
([L66) et (22), sachant que dans ce modéle, seul K, dépend de la température :

K'(T™) = ga(T")SbbT. (2.20)

Le dernier terme & calculer devient alors :

/ STK(TMVI" VirdQ = > Y- / (T™)26T;0);bbT VT Vipydr.
Q

i jer VT

(2.21)

Considérons maintenant le terme supplémentaire provenant de la géométrie axisymeétrique :

r

/ LR @y vy, gde = / Lk @m)vr), g0
Q
K(T™)V8T),1,d)

—5T K'(T™)VT™),4b:dS)

S | =

ST(K'(T™)V6T),1b:d9

_|_
\\\
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De méme que précédemment, le dernier terme est négligeable et le premier terme est
le méme qu’en explicite. Considérons donc seulement les deux termes restants.

/Q %(K (T")VET),1hid 29:; / K(T™)V;),1h:0Tsdr,

/ SOT(K(TMVT™),ahid =D / ~Za(T™)? (bb” VT),ap;1:0T;dr.

D1 JET

(2.22)

Pour finir, le terme de la fonction de rayonnement donne :
/ S(T™ ) ehydQ) = / S(T™);d2 + / S (T™)6T);dSQ.
Q Q Q

Le premier terme est le méme qu’en explicite. Connaissant ’expression de S(7"), donnée
par (2.4), sa dérivée S’(T) peut facilement étre obtenue :

S'(T) = —2An,T (1 _ TTA—TZT) exp <_ (%)3 (2.23)

Le terme implicite pour le rayonnement peut alors étre calculé :

/ S(TM)OTdQ =Y Y / S"(T™0 Ty jabdr (2.24)

i jer V7T

Les différentes intégrales apparaissant en plus dans le cas d’un schéma en temps im-
plicite, peuvent facilement étre calculées par I'intermédiaire des points de Gauss, comme

dans 2.13), R.14) et @.15)

2.1.3 Conditions aux limites

Différentes conditions aux limites seront utilisées dans les tests numériques donnés dans
la partie (2.2). Nous les décrivons ci-apreés.

Condition de Neumann homogéne

Dans un premier temps, des tests de diffusion anisotrope, sans terme de rayonnement
seront menés. La condition aux limites considérée est alors la condition de Neumann
homogeéne :

KVT -n=0, (2.25)

ol n est le vecteur normal a la frontiére. Concrétement, cette condition revient a an-
nuler le terme de bord de (2.8). Les points du bord sont alors calculés de la méme fagon
que ceux intérieurs au domaine.
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Densités de flux

Les tests suivants portent sur un modéle de rayonnement dans une géométrie cor-
respondant au bord du tokamak. Deux conditions aux limites sont nécessaires : I'une a
I'interface entre le coeur et le bord du plasma et I'autre a la paroi du tokamak.

A Tinterface coeur-plasma, le coeur étant & une température plus élevée que le bord,
on impose une densité de flux constante et positive (le vecteur normal a la frontiére, n,
pointant vers I’extérieur du domaine) :

¢, =—-KVTn=yg. (2.26)

En tenant compte de ce flux entrant constant, avec I';, les segments frontiéres auquels
le point ¢ appartient, on obtient le terme de bord :

Jos KVT.ndl = g [ apydl
_ A (2.27)
9y /F 0

I'7>: T

A Tinterface plasma-paroi, la paroi est modélisée par une condition aux limites linéaire
mixte, i.e. la densité de flux sortante est proportionnelle & la température :

®, = —KVT.n = BT, (2.28)

avec B une constante positive.

Le terme de bord devient alors :

- / U;KVT.ndl = B / To,;dl’
N I

= BY T [ wpar, (2.29)

I'r3ijels

Dans le but d’égaliser les flux entrant et sortant, une relation peut étre établie entre
les constantes, g et B. Dans le cas d’une géométrie cylindrique, si on considére un cylindre
creux de longueur, L, grande par rapport aux rayons intérieur, r,,;,, et extérieur, r,qz,
et dont les surfaces sont respectivement a températures T (rmm) et T(rmm) et si on note
A, la conductivité, en régime stationnaire, le flux thermique traversant chaque surface
cylindrique est alors (e.g. [57]) :

T(min) — T(Tmaz) '

® = 2[I\L 2.30
ln(rmam/rmin) ( )
Donc la densité de flux thermique traversant la surface intérieure est :
(I) )\ T min) T max
e - (Fimin) = T(rimaz) (2.31)

- 2HTminL T'min 1n(rmax/rmin)



52 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENT

En l'absence de rayonnement, la densité de flux externe peut alors étre déduite de la
densité de flux interne : .
Ps = mr Pe- (232)

Tma:c

Par conséquent, sachant que dans notre cas, A = K, la densité de flux entrante, g, est

calculée avec (2.31)) :
_ KJ_ T(Tmin) - T(Tmax)
T'min ln(rmam/rmin>
Suivant (2.32) et (2.33), la densité de flux externe peut étre évaluée et donc le coefficient
B

(2.33)

Tmin g
B = —_— 2.34
Tmaz T(Tmax) ( )

2.2 Tests numériques

2.2.1 Diffusion anisotrope sans rayonnement

Dans un premier temps, des tests numériques portant sur les phénoménes de diffusion
fortement anisotrope décrits dans la partie (L3.]) vont étre effectués. Le terme de rayon-
nement n’est alors pas pris en compte.

La géométrie considérée est de forme carré et est éloignée de la géométrie du tokamak mais
permet de se familiariser avec les particularités de la diffusion de Braginskii, en présence
d’un champ magnétique. La condition au limite choisie est la condition de Neumann ho-

mogene, cf la partie (2.1.3).

Condition initiale en pulse avec diffusion anisotrope

Dans un premier cas, une condition initiale sous la forme d’un pulse, dans un systéme
en température uniforme est considérée. Elle est définie par :

(x —3.5)% + y2) 7

0012 (2.35)

T =10+ exp (—
x et y représentant respectivement 1’abscisse et ['ordonnée.

Cette condition initiale se rapproche, de fagon simplifiée de celle proposée par Fischer
dans [20]. Un champ magnétique circulaire est choisi pour observer la diffusion le long des

lignes de champ :
)

b= | VItV (2.36)
Va? +y?
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ou x et y sont les coordonnées du point considéré. Celui-ci ainsi que la condition initiale
sont représentés par la figure (2.1)).

La géométrie axisymétrique est discrétisé avec un maillage de 17730 éléments et 9036
points. Le schéma en temps est explicite avec une méthode RK4.

DB: anneaud-000-000003 pit DB: anneaut- 000-00000 1 pit

-0.54

1.0 e e e s

werabommeme . uenracbomeme
Thu Dec 17 09:56:56 2009 Thu Dec 17 10:06:13 2009

FIGURE 2.1 — Champ b; CI en "pulse"

Les coeflicients de diffusion de la formule (2.2) sont les suivants, K, = T3 et K| =
K, = 0. Le pas de temps est At = 1.107°. Les résultats sont données par les figures (2.2))
pour des temps adimensionnés de t = 0;0.005;0.04;0.1.

La diffusion du pulse de température suit comme prévu les lignes de champ magnétique.
Le pulse prend la forme d’un croissant et tend a former un anneau, solution stationnaire
du probléme. Le phénomeéne de diffusion est rapide. Ceci est di au fait que le coefficient
K dépend de Tg, la diffusion paralléle est donc importante.

Condition initiale en pulse avec présence du terme en K,

Le second cas test présenté ici a pour objectif ’étude du terme en K, de la densité de
flux donné dans (2Z2)). Dans le chapitre [l il a été vu que ce terme agit comme un terme

de transport :
V- (KAx(bAVT))=(KA\VAb+ VK, Ab)VT. (2.37)

Notons que dans le cadre de la « diamagnetic cancellation » [23] 59|, certains termes de
(Z31) se compensent avec le terme d’advection lié a la vitesse diamagnétique u,, c.f. re-
marque .21
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DB: anneaus-000-000001 pif DB: anneau4-000-000001 pit

user: abonneme user; abonneme
Thu Dec 17 10:06:13 2009 Thu Dec 17 11:09:09 2009

DB: anneaud-000-000008 pit DB: anneaud-000-000020 pit

Confour Corfour
Var: ux

Pseudocolor
Variux
1006

3.0 3.0
X-Axis X-Axis

user: abonneme user: abonneme
Thu Dec 17 11:21:17 2009 Thu Dec 17 11:18:26 2009

FIGURE 2.2 — Cl en "pulse", K, = K, =0, at = 0;0.005;0.04;0.1.

Le coefficient K est ici considéré comme une constante et le coefficient K, est pris égal a
K afin d’amplifier le phénomeéne de transport li¢ & K. La diffusion perpendiculaire est
une nouvelle fois considérée comme nulle, K| = 0. Les résultats sont donnés par la figure
(23) & des temps adimensionnés de ¢ = 0;0.4; 1; 1.6.

De la méme facon que précédemment, la diffusion suivant les lignes de champ est ob-
servée, avec la transformation du pulse en un croissant. Toutefois, le coefficient K, ne
dépendant pas de la température, le phénoméne de diffusion est moins rapide. D’autre
part, avec la présence du terme en K., le pulse est transporté vers le haut du carré de
calcul, validant ainsi la remarque faite dans la partie (L3.0]). Si le coefficient K, est pris
de signe opposé, le transport s’effectue vers le bas.
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DB: anneaus-000-000001 pif DB: anneau-000-000002 pit

user: aborreme uter: abonneme
Thu Dec 17 10:06:13 2009 Thu Dec 17 10:38:31 2009
DB: anneaus-000-000005 plt DB: anneau6-000-000008.pit
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user: abonneme user: abonneme
Thu Dec 17 10:40:43 2009 Thu Dec 17 10:35:41 2009

FIGURE 2.3 — Cl en "pulse", Ky = K, at = 0;0.4;1; 1.6.

Condition initiale stationnaire

Dans les cas test suivants, une solution stationnaire au probléme de diffusion paralléle
aux lignes de champ magnétique, (K, # 0, K, = K, = 0) est choisie comme condition
initiale.

On cherche notamment & comparer la précision entre les méthodes de discrétisation
spatiale, méthode des éléments finis P; et méthode des éléments spectraux @ [52]. Par

ailleurs, les résultats obtenus seront aussi comparés a ceux obtenus par la méthode des
éléments finis P, sur un maillage aligné aux lignes de champs. Des zooms de ce maillage
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sont notamment donnés par la figure (2.4]).
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FIGURE 2.4 — Zoom du maillage aligné suivant le champ magnétique.

Le maillage utilisé pour la méthode SEM (Spectral Element Method) comporte 2304
éléments et 37249 points. Pour la méthode FEM (Finite Element Method), il est composé
de 97990 éléments et 49396 points. Dans le cas du maillage aligné, on a 135210 éléments et
67906 points. Dans la partie de la géométrie correspondant au créneau, le raffinement des
deux maillages aligné et non-aligné pour la méthode EF est similaire, le surplus des mailles
dans le cas aligné se situant en particulier dans la partie centrale comme on peut le voir
sur la figure (2.4)). Le pas de temps considéré est de ’ordre de 10~° pour chacun des calculs.

La premiére condition initiale étudiée est la solution stationnaire en créneau et elle est
représentée par la figure (2.5). Elle est définie par :

11 sir € [0.5;0.7]

I'= 10 sinon (2.38)

avec r = /2 + 2.

Les résultats obtenus & t = 2 sont présentés en figure (2.6). Les images de haut en
bas correspondent respectivement a la méthode SEM, a la méthode FEM sur maillage
non-aligné et a la méthode FEM sur maillage aligné.

Notons que cette condition initiale est délicate, car la température est discontinue.
Aussi, dans le cas SEM )4, un phénoméne de Gibbs sur les bords du créneau est observé
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DB: anneau7-000-000001 pif

1.0
001 pit

value

user: abonneme user: abonnsme.
Mon Aug 24 11:13:24 2009 Ve Aug 24 1113282009

FIGURE 2.5 — CI : Créneau sur un anneau

et le maximum a varié de 8,5% par rapport a la solution stationnaire, méme si la forme
du créneau est globalement maintenue. Dans le cas FEM non-aligné, la variation est plus
importante, de 'ordre de 10% par rapport a la solution stationnaire. De plus, la forme
en créneau est complétement perdue. Comme nous pouvions le supposer, 'approximation
FEM P; est peu précise en comparaison a la méthode SEM (4. Par contre, le maillage
aligné avec discrétisation FEM montre un résultat plutot satisfaisant : le maximum de
température est conservé et seuls les bords du créneau ont légérement évolué.

La deuxiéme condition initiale considérée est un anneau sous la forme d’une Gaussi-
enne, comme le montre la figure (Z7) et est définie par :

T =10 + exp (—(T—Tmy) (2.39)

avec 7 = /12 +y% rg=0.6 et § =0.1.

La condition initiale est donc maintenant réguliére.

Les résultats a ¢ = 2 sont donnés par la figure (2.8), avec de haut en bas, la méthode
SEM, la méthode FEM sur maillages non-aligné et aligné. Cette fois, la forme en gaus-
sienne est bien conservée. Toutefois, une variation du maximum de 'ordre de 7% est tout
de méme observée pour la méthode FEM sur maillage non-aligné, alors que les maxima
sont, conservés pour les méthodes SEM et FEM aligné.

Comme nous pouvions le supposer, la méthode d’ordre élevé SEM Q)4 permet d’obtenir
de meilleurs résultats que la méthode FEM P; pour la conservation de la solution station-
naire. Toutefois, les résultats obtenus avec cette derniére sur un maillage aligné sur les
lignes de champ magnétique sont satisfaisants. Ainsi, il semble nécessaire d’utiliser un
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FIGURE 2.7 — CI : Gaussienne sur un anneau

maillage similaire pour la suite des simulations numériques dans les tokamaks, afin de

capter au mieux les phénomeénes liés a l'anisotropie suivant les lignes de champ magné-
tique.

2.2.2 Tests avec rayonnement

Les tests qui suivent sont effectués avec la méthode des éléments finis P, et un schéma
en temps implicite, sur des géométries axisymétriques, plus proches de la géométrie des
tokamaks. Dans un premier temps, on donne des résultats sur le plasma de bord d’un
tokamak circulaire puis pour la géométrie du tokamak ITER.

Les coefficients de diffusion donnés par (2.2)), considérés dans ces simulations sont les
suivants : K| = 5.102 Tg, K, =1et K, =0. Les ordres de grandeurs des rapports entre
les coefficients donnés dans le chapitre[Ilne sont pas respectés ici. Le terme de rayonnement
est pris en compte et la constante An, est prise égale a 1. Les valeurs de la température
de rayonnement T et de AT sont définis selon la configuration étudiée. La zone ot la
température T est atteinte et donc ot le terme de rayonnement S(T) est le plus important
est appelée par la suite zone de rayonnement ou zone radiative.

Les conditions aux limites choisies sont les conditions de Neumann et mixte, évoquées
dans la partie ([2.1.3]). Les paramétres sont alors choisis selon les rayons r,,, et 7y et

la différence de température T(7min) — T (Tmae), Suivant les formules (233) et (2.34). Le
nombre d’itérations sera noté kt.
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Tokamak circulaire : condition initiale linéaire

Comme précisé précédemment, les premiéres simulations sont menées sur une géométrie
annulaire. Les lignes de champ magnétique forment des cercles concentriques, la densité
de flux magnétique correspondante est représentée par la figure ([2.9]).

FIGURE 2.9 — Densité de flux magnétique dans le tokamak circulaire.

Dans un premier temps, une variation linéaire selon le rayon est prise comme condition
initiale en température (fig 2.10). La température de rayonnement est choisie a I'intérieur
de cet intervalle de rayonnement i.e T(7pi) > T > T(Tmee) avec T = 30 et AT = 5. Le
pas de temps du schéma implicite est At = 1076,

70\
Curve

Var: k=10 \
Curve

Var: k=50
Curve

Var: kt=100
Curve

Var: kt=200
Curve

Var: kt=400
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Var: k=500

Temperature

T
0.70 0.80 0.90
Distance

FIGURE 2.10 — Evolution du profil de température avec une CI linéaire.

Les profils de température obtenus a différents instants de la simulation sont donnés
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par la figure (2.I0). Une zone de rayonnement apparait au niveau de la température de
rayonnement, 7' = 30. Elle se développe peu en peu tout en se déplacant en direction du
coeur du plasma, suivant ainsi la valeur de température, T = 30. Cette zone radiative
se déplace peu a peu en direction du coeur du plasma et influe sur la température du
coeur du plasma. Par ailleurs, un maximum de température apparait a ’arriére de cette
zone radiative a cause de la faible diffusion perpendiculairement aux lignes de champ
magnétique.

Le second test consiste a prendre la méme condition initiale que précédemment mais
affectée par un anneau froid, comme le montre la figure (2.11]). Cette fois, la tempéra-
ture de rayonnement T est choisie dans I’anneau froid et donc a Iextérieur de l'intervalle
[T ("min), T(Tmaz)], i€. T(Poin) > T(Tpmae) > T avec T = 5 et AT = 5. Le pas de temps
est At = 1074

Temperature

FIGURE 2.11 — Evolution du profil de température avec la CI de 'anneau froid et com-
paraison avec des conditions similaires, en absence de rayonnement.

Les résultats sont présentés par la figure (2.I1I). En premier lieu, la zone de rayon-
nement se déplace radialement mais cette fois, en direction de la périphérie du tokamak.
La courbe bleue correspondant a t = 0.5 est proche de I’état stationnaire avec équilibre
des flux radiatif et injecté. Par ailleurs, la figure donne aussi la solution obtenue avec les
mémes conditions initiales et aux limites mais sans terme de rayonnement (courbe rouge).
Les profils de température obtenus sont complétement différents selon les configurations
considérées (avec et sans rayonnement). En effet, les températures présentent une dif-
férence importante, de ’ordre de 50eV, aussi bien au niveau du coeur du plasma qu’a la
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périphérie.

Tokamak circulaire : le spot froid

La derniére condition initiale considérée est une variation linéaire de la température
mais affectée cette fois d’un spot froid, comme le montre le zoom du tokamak, figure (2.12]).
Les paramétres de rayonnement sont 7 = 5 et AT = 5. La température de rayonnement
est prise dans le spot froid mais en dessous de Uintervalle [T(rmaz), T (Tmin)]- Le pas de
temps considéré est At = 1076,

FIGURE 2.12 — Diffusion paralléle du spot froid. (kt=0;4;10;50)

Dans un premier temps, les isothermes de la figure (ZI2) montrent la diffusion du
spot froid parallélement aux lignes de champ magnétique. Par ailleurs, les profils de la
figure (2.13) révelent le déplacement radial de la zone de rayonnement en direction de la
périphérie du tore, poussée par le flux entrant de la condition aux limites. L’effet conjugué
de ces deux phénomeénes, la diffusion et le flux entrant entraine la disparition du spot froid
et donc de la zone de rayonnement. Le profil de température retrouve alors sa variation
linéaire a 1’équilibre.
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FIGURE 2.13 — Evolution du profil de température pour la condition initiale du spot froid.

Géométrie ITER : condition linéaire en température

Dans cette partie, on présente les résultats numériques obtenus sur la géométrie d’ITER.
La figure (2.14]) représente la densité de flux magnétique sur cette géométrie, donnée par
le code de calcul CEDRES++ [38, 29]. De méme que précédemment, pour le tokamak cir-
culaire, seul le plasma de bord nous intéresse. Les conditions aux limites sont, comme pour
la géomeétrie annulaire, des conditions de Neumann et mixte, traitées dans la partie (Z1.3]).

FIGURE 2.14 — Densité de flux magnétique sur la géométrie compléte d’'ITER, donnée par
le code CEDRES++ 38, [29].
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La premiére condition initiale étudiée est similaire & celle de la figure (2.10). Cepen-
dant, étant donnée la complexité de la géométrie, une expression analytique du profil de
température ne peut pas étre donnée. Aussi, la condition initiale considérée est la solution
stationnaire du méme probléme avec un terme de rayonnement nul, la température est
donc quasi-linéaire par rapport au rayon.

La température de rayonnement est prise a l'intérieur de l'intervalle de température :
T(Tmin) > T > T(Tpaz) avec T = 20 et AT = 5. Le pas de temps est At = 107,
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FIGURE 2.15 — Evolution de la température (kt = 0, 5, 50).

La figure (2.I5]) montre 1’évolution global des champs thermiques au cours du calcul et
la figure (ZI0]), I’évolution d’un profil radial. Comme dans le cas du tokamak circulaire,
une zone radiative se forme et se déplace radialement en direction du coeur du plasma dont
la température est affectée. Par ailleurs, certaines différences avec la géométrie circulaire
sont aussi observées :

— aucun maximum de température n’apparait a l’arriére de la zone radiative et a
I'équilibre, la température est quasiment constante dans la SOL (courbe verte de la
figure (Z.16))

— les isothermes prennent des formes particuliére au niveau du point X et au dessus
du coeur

Ainsi, la géométrie particuliére d’ITER peut étre la cause des grandes différences avce le
tokamak circulaire qui est entiérement symétrique.

Géométrie d’ITER : le spot froid

Le dernier cas test présenté sur ce probléme de rayonnement est similaire a celui dont
les résultats sont donnés par la figure (2.12). En effet, la condition initiale considérée est
la méme que pour le test précédent mais la variation quasi-linéaire du profil est affectée
par un spot froid, comme nous le montre la figure (2.17).
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FIGURE 2.16 — Evolution du profil de température pour la condition initiale linéaire dans
la géométrie d'ITER.

La température de rayonnement est prise a l'intérieur de ce spot froid et donc a I'extérieur
de l'intervalle de température, [T(rmin), T(Fmaz)] avec, T(rmin) > T(Fimae) > T, T =9 et
AT = 1. Le pas de temps est At = 1078,

......
......

FIGURE 2.17 — Evolution de la température (kt = 0, 4, 24, 160).

Les phénoménes observés au cours du temps, représentés par les figures (2.17) et (218
sont similaires & ceux observés dans le tokamak circulaire. En effet, tout d’abord, la zone
radiative se déplace radialement en direction de la périphérie du tore, le rayonnement tres
localisé étant probablement compensé par la condition aux limites de flux d’entrée. Ce
phénomeéne entraine en plus de la forte diffusion paralléle aux lignes de champ magnétique
la disparition du spot froid a I’équilibre et donc du phénomeéne de rayonnement, la tem-
pérature T n’étant plus atteinte dans le systéme. A I’équilibre, le profil de température
redevient quasi-linéaire comme dans le reste de la géométrie.
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FIGURE 2.18 — Evolution du profil de température, au niveau du spot froid, dans la

géométrie d'ITER.
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Chapitre 3

Le modéle numérique

Suite a I’étude menée sur la diffusion fortement anisotrope dans le chapitre précédent,
on s’intéresse ici au systéme (56 qui est proche d’un systéme de Navier-Stokes avec
terme de forcage :

Op+ V.(pu) =0
Opu+V.(pru®u+pl)+v.o=F (3.1)
ope + V.((pe +p)u) + V.(ocu) + Vv.q = F.u

Rappelons que o correspond au tenseur des contraintes visqueuses et q a la densité de
flux thermique, tous deux donnés par les relations de fermeture de Braginskii. Par ailleurs,
la force permettant de confiner le plasma au coeur du tokamak est notée F, avec F = JAB.

Certaines simulations seront dans un premier temps menées sur un systéme de type
Euler. En 'absence des termes visqueux et diffusifs, on a :

Op+ V.(pu) =0
Opu+V.(puu+pl)=F (3.2)
ope + V.((pe +p)u) = F.u

Une méthode de volumes finis [48] a été choisie pour approximer les termes de transport
alors que pour les termes diffusifs et visqueux, on utilise comme dans le chapitre précédent,
des éléments finis P;.

Plusieurs points sont abordés dans ce chapitre. Le premier probléme soulevé concerne
I’approximation du terme force F en vue de préserver 1’équilibre au sein du plasma. Ce
terme de forcage permet d’assurer le confinement du plasma et représente la force magné-
tique J x B. Dans le cadre de ce modele, celle-ci n’est pas explicitement calculée et elle
est considérée comme une constante.

69
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En l'absence de vitesse, la préservation de I’équilibre du plasma revient a maintenir
I’égalité Vp = J x B, point qui s’avére difficile. Dans ce but, plusieurs méthodes sont alors
proposées et testées :

— approximation du terme source,

— implémentation d’un nouveau solveur de Riemann,

— évalution numeérique du flux associé.

La modélisation sous la forme de terme force montre un déséquilibre artificiel du plasma
(c.f. chapitre 5) di a la différence de discrétisation des termes de transport et de ce terme
de forcage. Cette premiére conclusion a alors conduit a I'implémentation d’'un nouveau
solveur de Riemann afin de résoudre le probléme. Cependant, dans le cas de la géométrie
axisymétrique, cette méthode présente aussi un déséquilibre du plasma. Ainsi pour finir,
une derniére méthode consistant a évaluer numériquement le flux associé a ce terme de
forcage a été mise en place.

Ensuite, les conditions aux limites sont traitées ici et notamment la condition aux
limites de Bohm [24] [42], qui modélise l'interaction plasma-paroi au niveau des plaques
du divertor dans les tokamaks. Ces conditions aux limites sont inhabituelles en mécanique
des fluides et sont délicates a traiter. Celles-ci modélisent le fait que les particules qui
se trouvent dans la SOL peuvent sortir du tokamak & une vitesse sonique, voire méme
supersonique.

3.1 Modélisation du terme équilibre

3.1.1 Champ magnétique et champ de force associé

L’équation de Grad-Shafranov 58| 27] permet de décrire 1’équilibre du plasma a par-
tir des équations de la Magnétohydrodynamique (MHD), en particulier dans le cas de
la géométrie axisymétrique toroidale des tokamaks. Les différentes étapes permettant
d’obtenir cette équation sont briévement rappelées.

La MHD permet de décrire le comportement du plasma en présence d’un champ élec-
tromagnétique. Elle repose sur les équations de Navier Stokes pour I’hydrodynamique,
couplées aux équations de Maxwell, décrivant 1’électromagnétisme et elle fournit en parti-
culier les équations suivantes qui nous intéressent ici, avec Dy, la dérivée particulaire :

pDiu— pAu=JAB —Vp (3.3)
V/\B:,U()J
V-B=0

L’équilibre considéré consiste a chercher une solution stationnaire de la MHD, ou la
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vitesse du plasma est nulle. Le systéme (3.3]) devient alors :

JAB=Vp (3.4)
V/\B:,U()J
V-B=0

La propriété d’axisymétrie caractéristique de la géométrie toroidale du tokamak doit
étre envisagée. Dans le systéme de coordonnées cylindriques, (R, 6, 7), 'équation sur la
divergence du champ magnétique devient :

1
EﬁRRBR + azBZ =0 (35)

Les expressions des composantes du champ magnétique poloidal, B, sont alors données
a partir du potentiel magnétique ¢ :

1 1
BR = —Eﬁng et BZ = EaRQS (36)
L’expression globale du champ magnétique est alors :
1
B = Byey + Bp avec Bp = EVQS N €g (37)

La composante toroidale du champ magnétique s’exprime a partir d’une fonction F'(¢) :

F(o
C) "
En reportant ces expressions dans les équations restantes du systéme (3.4]), moyennant

quelques calculs ([58], [27]), 'équation de Grad-Shafranov est obtenue :
A*¢ = —uoRz&bp - F8¢F, (39)

avec, A*, 'opérateur de Grad-Shafranov donné par :
1
A = R@R(E(?Rqﬁ) + 0%6. (3.10)

L’équation de Grad-Shafranov est notamment résolue par les codes de calcul JOREK
[41, 50] ou CEDRESH+ [38, 29]. Le code JOREK résoud aussi les équations de la MHD
réduite et fournit le potentiel magnétique, la température et la densité associés a un
équilibre donné sur une géométrie du tokamak JET ainsi qu’un maillage aligné sur les
lignes de champ magnétique. Ces différentes données seront utilisées dans les simulations
numeériques du chapitre 4.
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FIGURE 3.1 — Champ magnétique et ratio Bp/Bt obtenus.

Le champ magnétique est donc obtenu (c.f. annexe D)) et est donné pour le tokamak
JET par les figures 3.1

Dans cette thése, nous ne considérons pas la partie electromagnétique et nous nous
restreignons a la partie hydrodynamique du probléme complet. La difficulté est alors de
modéliser dans les équations ([3.2) la force F qui maintient I’équilibre. A ’équilibre, on a

d’aprés (3.4 :
JAB = Vp,,. (3.11)

L’idée développée ci-apres est donc de modéliser le terme équilibre par 'intermédiaire
du gradient de la pression a 1’équilibre.

Le systéme a approximer sans termes diffusif et visqueux dans un premier temps,
devient alors :

Op+ V.(pu) =0
dpu+ V.(pu®@u+pl) = Vpe, (3.12)
dipe + V.((pe + p)u) = Vpeg.u

De fagon évidente, une vitesse nulle et une pression égale a p., constituent une solution
stationnaire du probléme, comme voulu si la condition initiale représente déja un équilibre
du systéme. La difficulté est de préserver au niveau discret cette propriété du probléme
continu.
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3.1.2 Modélisation sous la forme d’un terme force

Connaissant la valeur de la pression en chacun des points du maillage, le gradient de
celle-ci peut étre déterminé aux sommets des éléments de la méme fagon que le gradient
du potentiel magnétique, utilisé pour déterminer le champ magnétique, (c.f. annexe [D)).

Le gradient de pression étant ainsi évalué en chaque point, une modélisation sous la
forme d’un terme source a dans un premier temps été envisagée.

Dans le but d’utiliser une méthode de volumes finis, un bilan local des flux dans les
cellules de controle doit étre effectué. Dans le cadre de ce travail, une approche vertex-
centered est envisagée. Les cellules de controle sont alors définies a partir des barycentres
des triangles et des milieux des segments (maillage dual, c.f. figure (B.2))) .

FIGURE 3.2 — Cellule de controle associé au point i.

En notant €2;, la cellule duale associée au point ¢ et |€);| son aire, le bilan de flux du
systéme donne alors :

Q;

%[0 pia; + /

Q;

V.(pu @ u+ pl)dQ; = / VPegdS; (3.13)
Q;

|Qi|8tpiei+/ V.((pe+p)u)in:/ VPeg-ud§;
Q;

i
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Par le théoréme de divergence, ce bilan de flux devient, en notant I'; le contour de la
cellule duale Q; et n le vecteur normal associé :

19210 pi —|—/ pundl’; =0
r;

Q%0 pia; + /

ry;

(pru®@u+pl)ndl; = / VPegdS; (3.14)
Q;

€| Opie; + /

T

(pe + p)u.ndl’; = / VPeg-udS;
Q;

Utilisant un schéma de Godunov, les flux des équations d’Euler (sans le terme force)
sur chacun des segments qui constituent I'; sont calculés a I'aide d’un solveur de Riemann
(J62]). Dans un premier temps, une approximation du terme équilibre sous la forme d’un
terme source est envisagée :

/ Vpequi = ‘Qz|(vpeq>z (315)
Q;

/ Vpeq.uin = |QZ|(Vpeq)ZuZ

7

Toutefois, nos simulations (c.f. section B.2.1]) ont montré que cette méthode de discréti-
sation est délicate. En effet, comme mentionné précédemment, dans le cas ou la condition
initiale de pression est prise égale a la pression d’équilibre p,,, les différents termes de pres-
sion doivent se compenser exactement. Or ici, ces termes sont discrétisés différemment :
I’'un est issu du solveur de Riemann alors que 'autre est calculé comme un terme force.
Ces différences peuvent engendrer un déséquilibre artificiel du plasma.

3.1.3 Modélisation dans le solveur de Riemann

La différence de discrétisation entre le terme d’équilibre p,, en terme source et le terme
de pression dans le solveur de Riemann empéchant la conservation de 1’équilibre, 'idée
suivie dans un second temps est de développer un solveur de Riemann prenant en compte
le terme force. Dans ce but, le systéme suivant est étudié :

Op + V.(pu) =0
Opu+V.(puu+lIll) =0 (3.16)
Ope + V.((pe + I)u) = —De,V.U

avec IT = p — peg et pe = pe + 3 pu®.

En raison du terme de droite de I’équation de I’énergie, le systéme n’est plus conservatif.
Afin de le résoudre, un schéma de relaxation a été utilisé. De tels schémas ont été introduits
pour des systémes conservatifs dans [43] puis ont été étendus au cas non conservatifs [8, [13].
L’idée principale sur laquelle repose ces schémas est ’utilisation d’un systéme de relaxation
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6]

pour lequel la solution est plus facile a calculer. Dans ce but, le systéme 1D suivant est

Proposé :

Oip + u0pp + poyu

Oyu + udyu + %Qcﬁ

Oie + udye + Lopu + P20,u
O + ud,TT + Z-0,u

O Z + ud, Z

8tpeq

(p(y — 1)e — peg — II)

O O O O O

avec l'introduction des variables artificielles Z et II.

(3.17)

En utilisant le développement de Chapman-Enskog pour II : II = p —p,, + AT + O()\?), on
peut voir que quand A tend vers 0, ce systéme (B.I7) converge bien vers le systéme (3.16)

voulu puisqu’il est équivalent a :

Op + O0x(pu) =0
Opu + 0y (pu @ u + I11) — 20,11
Ope + 0. ((pe + 1) u) + pe,0pu = —A0, (ﬁ/u)

sachant qu’a 'ordre 0, on trouve : T = (pc? — 272)5:511 + U0, Peq.

Le systéme a résoudre est alors le suivant :

oW + A0, W =0

avec W, le vecteur des variables et A, la matrice Jacobienne du systéme :

p w p 0000
U 0 w 02100
_ 14

£ 0 I¥eed 4 0 0 0
W=| < | et A= L.

IT 0 2 0w 00
Z P

0 0 00 u O

Deg 0 0 0000

Les valeurs propres de cette matrice A sont

A A
Me={0;u——;u+—;u},
p p

toutes de multiplicité 1 sauf v de multiplicité 3.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)
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Les vecteurs propres a droite, ry, associés aux valeurs propres )\ sont :

1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
y1 = ol Iy2 = 0l y,3 = 0l g = 0 (322)
0 0 1 0
0 0 0 1
P p
-7 A
r, z= ngpeq etr, .z = H—IZ-2]Deq
0 0
0 0

Les champs obtenus ici sont linéairement dégénérés, les valeurs propres A\ et chacun
des vecteurs propres associé satisfaisant a la relation :

A chacune de ses valeurs propres A, peuvent étre associés les invariants de Riemann
I,,. Ceux-ci satisfont la relation :

wa)\k Ty, = 0. (324)

Alinsi, les invariants de Riemann suivants sont obtenus :

~pour 0:p,u, e, 11, Z

— pour u : u, 1L, pe,

— pour u — % 2 7\ Pegy U — %, (TI + peq)?® — 22%, 1 + Zu

— pour u + % : 7, Degy U+ %, (T1 + peg)? — 22%, I — Zu

La variable Z est choisie de telle facon que les ondes soient rangées dans 'ordre suiv-
ant @ Ay_z/, < Ay < Autz/p- Les calculs sont donnés en Annexe [El
Reste alors le probléme de l'onde g puisque quatre configurations sont possibles. Ces dif-
férentes configurations vont étre étudiées ci-aprés. La solution du probléme de Riemann
est alors constante par morceaux et est composée des états notés : W, Wi, W* Wg, Wk,
sachant que Wy et Wx sont respectivement les états gauche et droit. Pour chacune des
configurations possibles, les invariants de Riemann permettent le calcul des états intermé-

diaires, W;, W*, W}, représentés dans la figure (3.3)).
- )\0 < )\u—Z/p < )\u < )\u-i-Z/p

oL p* p**
Uy, u* u*

* EL * E* * ik*
zr Zr Zr

Peq,R Peq,R Deq,r
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Wi A

FIGURE 3.3 — Etats a chaque interface.

Les valeurs étoiles qui apparaissent dans ces différents états sont données par les
formules suivantes :

p

u* . ﬁL—ﬁR+ZLuL+ZRuR
AR ,

I = ﬁL—l—ZL(uL —u*),

1 . u* —Uur 1

p* Z1, pr’

I ugp—u" n 1 (3.26)

p** ZR PR,

x (ﬁ* + Peg.r)? — (I + Peq.r)?

€ = €1+ 1 QZ% 1 ,
'+ peg)’ = (i + peg )’

5** — ER‘I' ( +p q,R) 2( R_l_p %R)

3 272y

- )\u—Z/p < )\0 < )\u < )\u-l-Z/p

u* u* u*
Zr, Zr, ZR
DPeq,L Peq,R DPeq,R

e o 2 " 2 2
Les valeurs p*, p**, u* et Il sont données par les mémes formules que précédemment,
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(3.26)

Seules les énergies, ¢* et €™ changent :

(ﬁ* +peq,L>2 - (ﬁL +peq,L>2

¥ = er+

272 ’
(3.28)

I+ pegr)® = (M + pea.d)?

5** _ €R+ ( +p qu) 2( R_'_p ILR)

- >\u—Z/p < )\u < >\0 < )‘u-l-Z/p

u* u* u*

Zy ZR ZR
Peq,L DPegq,L DPeq,R

Les valeurs p*, p**, u* et II sont données par B3.209).
Seules les énergies, €* et €** changent :

T+ pgr)? = (T + pegs)?

& = e+ (I + peqr.) 2( L+ Peq,L)

275
(3.30)

T+ pegr) — (g + peg)?

5** = g + ( +p q,R) 2( R + p %R)

275
- )\u—Z/p < )\u < )\u-i-Z/p < )\0

p* p** PR

u* u* UR

* e * g * €R

Zy, Zp Zp
DPeq,L DPeq,L Degq,L

—%
Les valeurs p*, p**, u* et IT' sont données par (3.26).
Seules les énergies, ¢* et €™ changent :
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ﬁ*+e 2 (Tl + Peor)?
I €L+( Peq,L) 2( L+ Peq,L)

(3.32)
(ﬁ* + peq,L>2 - (ﬁR + peq,L)2
273
Une fois définie chacune des configurations possibles et les différents états associés qui
composent la solution du probléme de Riemann, le flux numérique peut étre calculé suivant
la méthode de Godunov. Celle-ci exprime le nouvel état a calculer, W"** en fonction des
solutions des deux problémes de Riemann qui affectent le point i qui sont notés ici ¥,_1 /2
et ¥;11/2 et qui sont représentés par la figure (3.4) :

5** = ¢p +

At (A At (O
n+l _ —/% . I .
witt= gy | @ 57 [ v (3.33)
t /
AL AFOAL -
Ti—q Ti—1/2 z; Lit1/2 Li+1

FIGURE 3.4 — Méthode de Godunov et notations.

L’ajout et la soustraction de I’état calculé a I'itération précedente, W* permettent de
faire apparaitre des fluctuations, ¢, /o €t b;iq PE

n+1 n At % n At 0 n
W; = W'+ A—:E 0 (192'—1/2(5) - W; )df + A—:B e (?92'+1/2(f) - W, )df
T 2At
o, At _
Wi+ E( ;1/2 - ¢i+1/2) (3.34)

Ces fluctuations sont ensuite calculées :

¢j—1/2 - Z()‘l—l_éwl@)i—lﬂ

k

Diyip = Z(AECSWk)z’H/z (3.35)
P
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ou les indices i —1/2 et i+ 1/2 se référent a chacun des problémes de Riemann qui affectent
le point i (cf figure [B4)). A et A, sont respectivement les valeurs propres positives et
négatives et 6WW; correspond au saut a la kiéme discontinuité, selon le probléme de Riemann
considéré. Les sauts 0W}, sont donc calculés grace aux états, W, W;, W*, Wp, Wr donnés
précédemment pour chacune des configurations, (8.25) a (8.32).

Des résultats avec ce nouveau solveur de Riemann sont présentés section [5.2.2]

3.1.4 Modélisation par compensation numérique

Une derniére idée a été envisagée pour évaluer les termes forces qui permettent de
confiner le plasma. L’idée ici n’est plus d’utiliser ’égalité avec le gradient de la pression
équilibre ([B.I1]) mais de les calculer numériquement. Pour cela, dans un premier temps, le
systéme sans terme force mais éventuellement avec les termes de diffusion est considéré :

Op+V.(pu) =0
Opu+ V. (pu@u+pl)+v.oc=0 (3.36)
Owpe + V.((pe + p)u) + V.(ou) + Vv.q =0

Une premiére itération est effectuée sur ce systéme pour évaluer numériquement des
quantités % telles que :

F1 = V.(PegUeq)
Fo =V .(PeqUeq @ Ueq + Degl) + V.0 (3.37)
T3 = Pegeq + V.((PeqCeq T Peg)Ueq) + V.(00cq) + V. Qe

Les termes de transport sont calculés avec un solveur de Riemann alors que les termes
diffusifs sont évalués avec une méthode FEM. Ces notations sont donc abusives puisque
les quantités %, sont discrétes et n’ont aucun sens en continu.

Cette simple itération permet d’évaluer les termes de confinement .%j,. Le véritable calcul
est lui effectué pour le systéme complet auquel ces termes de préservation de 1’équilibre
du plasma sont rajoutés :

8tp+ V(pU.) = §1
Opu+ V. (pu@u+pl)+ V.o =% (3.38)
Ope + V.((pe + p)u) + V.(ou) + V.q = F3

Il est évident que sous des conditions initiales identiques, 1’équilibre va étre préservé
puisque le terme de confinement est évalué de la méme maniére que la somme des termes
diffusifs et de transport.

Cette derniére méthode résout également le probléme de la conservation de la matiére
dans le systéme considéré. En effet, au niveau des plaques de neutralisation, les conditions
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aux limites (conditions aux limites de Bohm, c.f partie 3.2 ) induisent un flux de matiere
sortant. Des conditions de glissement étant utilisées aux parois du tokamak ainsi qu’au
coeur du plasma, on a un déséquilibre avec les conditions de Bohm, qui favorisent la sor-
tie de matiére dans le divertor, sans mécanisme de réalimentation du plasma en particules.

Avec cette derniére méthode d’évaluation numeérique du terme de confinement du
plasma, le terme .%#; permet d’agir comme une source de matiére sur I’ensemble du systéme
réalimentant donc celui-ci en particules et réequilibrant le flux de matiére imposé par les
conditions aux limites de Bohm.

Des résultats utilisant cette méthode de compensation numérique sont présentés section

5.3l

3.2 Conditions aux limites

Le but de ce travail étant d’étudier les phénoménes qui ont lieu dans le plasma de bord
du tokamak, le domaine de calcul ne considére pas la partie du coeur du tokamak.

Les conditions aux limites retenues sont les suivantes.

— Aux parois extérieures du tokamak, ainsi que la « zone privée », partie de la paroi
située entre les deux plaques du divertor, on utilise des conditions aux limites glis-
santes.

— Au niveau des plaques du divertor, un type particulier de condition aux limites, « la
condition aux limites de Bohm » intervient pour modéliser les interactions entre le
plasma et les plaques. Cette condition permet de modéliser le flux de particules qui
sort du tokamak a une vitesse de 'ordre de la vitesse du son, voire méme superson-
ique.

— Des conditions aux limites doivent également étre imposées a l'interface entre le
coeur et le bord du plasma. Ce point s’avére délicat. En effet, le coeur du plasma
doit alimenter le bord en particules pour compenser la perte de matiére au niveau
des plaques due aux conditions aux limites de Bohm. Pour ne pas vider le tokamak,
il est nécessaire que ces flux d’entrée et de sortie se compensent. Or, il est difficile en
pratique de quantifier le flux imposé par les conditions aux limites de Bohm. Le choix
d’une condition aux limites glissante a été effectué au niveau du bord, avec l'idée
que le flux nécessaire pour réalimenter le plasma serait modélisé par la présence d’un
terme source dans l'équation de continuité. On a alors une réalimentation répartie
du plasma et non plus a l'interface entre le coeur et le bord.

Dans un premier temps, la modélisation des conditions aux limites glissantes est présentée.
Ensuite, on étudie les conditions aux limites de Bohm et leur conséquence sur le profil de
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la vitesse.

3.2.1 Paroi glissante

Des conditions aux limites glissantes ont été choisie pour modéliser les parois du toka-
mak, zone privée comprise, ainsi qu’a I'interface avec le coeur. Dans le cas Euler, ces parois
glissantes reviennent & imposer une vitesse normale au bord nulle : un = 0, avec n le
vecteur normal & la surface considérée.

La formulation faible du systéme d’Euler est rappelée, pour un point du bord iy :

€2, |0 i, + Z / pu.ndl + / pu.ndl =0
jev(ip) iy T,

|0, + D (pu® u+ pl).ndl + / (pru@u+pl)nd =0
jeu(iy) Y Oipi T,

€2, |0 i, €4, + Z / (pe + p)u.ndl + / (pe + p)u.ndl =0
09, oT;
]EU(Zb bJ b

(3.39)

Pour un point du bord, la cellule duale €2;, est définie par les segments reliant le barycentre
des triangles auquel le point appartient et le milieu des segments qui sont issus de i, et
qui sont ici notés 0€);,;, j € v(ip) signifiant que le point j appartient au voisinage du point
. Les parties communes a la cellule duale et au bord sont notées 0I';,.

Avec des conditions de glissement, les intégrales de bord disparaissent naturellement
de la formulation faible :

| i, | Opi, + Z / pu.ndl =0
59

Jj€v(ip) i
‘le | atplbulb + Z /

pu®u+p[).ndl+/ pIl.ndl =0

jeu(iy) ¥ iy 0T,
| i, | Oipiei, + Z / (pe + p)u.ndl =0
j€v(ip) Qi

(3.40)

Les flux a travers les segments 6€2;,; sont calculés de fagon classique, a I'aide du solveur
de Riemann. Les conditions aux limites glissantes impactent 1’équation de quantité de
mouvement en rajoutant un terme de pression. Elles n'impactent pas les équations de
continuité et d’énergie.
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3.2.2 Conditions aux limites de Bohm

Les particules chargées sont attirées par la paroi du divertor. Le flux sortant généré
par cette attraction des particules chargées permet de préserver la quasi-neutralité du
plasma. Ce phénomeéne a lieu a 'interface plasma-paroi au niveau des plaques ot les lignes
de champ magnétique sont ouvertes, dans une zone appelée gaine. La transition plasma-
gaine n’est pas brutale mais implique I'existence d’une deuxiéme zone, appelée prégaine.
Aux plaques du divertor, la vitesse d’entrée des ions dans la gaine est alors au minimum
de l'ordre de grandeur de la vitesse acoustique ionique ([60], [15]), c’est ce qu'on appelle

le critére de Bohm :
U kT
M| >1avec M = — et C =4/ —. (3.41)
C m;
La condition de Bohm se présente ainsi comme une inéquation, car des vitesses su-
personiques peuvent apparaitre dans le systéme et qu’il n’y a pas lieu que se développe
une couche limite. Plusieurs méthodes ont éte testées pour implémenter ces conditions de

Bohm et les trois idées principales sur lesquelles reposent ces méthodes sont données ici.

Différentes méthodes pour les conditions aux limites de Bohm

— Dans un premier temps, on a imposé en chaque point ¢ des plaques, une vitesse

v; = ¢;b;. Cette condition aux limites est de type Dirichlet. La vitesse imposée n’est
pas une constante mais fluctue spatialement et temporellement, selon les valeurs de
la vitesse du son ¢;. Une condition aux limites de Neumann homogéne était imposée
sur les variables de densité et d’énergie.
Cette méthode ne s’est cependant pas révelée efficace. En effet, un nombre de Mach
de 1 est bien imposé sur les limiteurs mais des vitesses supersoniques finissent par
apparaitre dans le systéme, ce qui n’est pas consistant avec le fait d’imposer un
nombre de Mach strictement égal a 1.

— Dans un second temps, une méthode classique en volumes finis a été utilisée. Celle-ci
consiste a imposer une condition aux limites par I'intermédiaire de cellules fantomes
rajoutées au bord du maillage. Cette méthode est notamment décrite par Leveque
[48] et Toro [62].

Dans ’ensemble de la géométrie, on calcule en effet des flux a I'aide de deux états
voisins mais pour les noeuds au bord 7, la cellule duale est tronquée en raison de
I’absence de triangles a ’extérieur du domaine. L’idée est alors d’étendre le domaine
de calcul avec une couche de mailles supplémentaires. Un état pour cette cellule
fantome iy est affecté selon la condition aux limites voulue et le flux associé est
calculé de fagon classique avec les deux états : U;, et U;,. Cette cellule fantome est
représentée par la figure (3.3)).

Dans le cas des conditions aux limites de Bohm, I'idée est d’imposer un Mach de 1

dans la cellule fantome par l'intermédiaire de la vitesse Vi, = ¢, bi, et une densité
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F1GURE 3.5 — Cellule fantome.

proche du vide pour accentuer le flux sortant. Les autres variables sont prises égales
a celles de I'état U,;,. Cette méthode ne s’est pas avérée efficace car en pratique, le
Mach au limiteur est bien proche de 1 mais ne le dépasse jamais.

La derniére idée a été d’imposer le flux pour satisfaire le critére de Bohm. La con-
dition aux limites que 'on veut imposer sur la vitesse avec |M| > 1 est équivalente
a:

(pu)tt = pithal avec uf = max(c;, [u,,

)b, (3.42)

ou u,, correspond aux vecteurs vitesse des points voisins de 7. Cette expression de u*
permet d’imposer un Mach de 1 en 'absence de vitesses supersoniques a proximité
du bord (u* = ¢b) et le cas u* = |u,|b permet un Mach supérieur a 1.

Le flux & imposer pour obtenir I'expression (3.42) doit étre calculé. Il fait intervenir
le flux de la densité, au point i et au temps t" que l'on notera, %" :

At
Pt =pf = =T, (3.43)
a;

avec a;, I'aire de la cellule duale et At, le pas de temps.
En reportant cette expression en (B8.42), on obtient :

(! = i
= i+ p = gl
At
— o g (] — ) — (3.44)

At a;
— out = 2 (e - Y g ">
pZ ul az < (3 uZ Ath (uZ ul )

Le flux & imposer sur la quantité de mouvement pour satisfaire le critére de Bohm
est le suivant :
a.
TP = T — Kztm"(ui‘ —uy). (3.45)
Cette modélisation de la condition aux limites de Bohm a été privilégiée pour les
simulations. Elle a en effet conduit au résultat attendu, i.e. d’imposer un nombre de
Mach supérieur ou égal a 1 aux plaques du divertor.
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3.3 Conditions initiales de vitesse

La condition initiale sur la vitesse s’appuie sur le critére de Bohm. Comme mentionné
précédemment, la présence d’une prégaine assure l'accélération des ions pour atteindre
une vitesse de l'ordre de la vitesse du son au niveau du limiteur. Pour définir la vitesse
dans cette prégaine, il convient de considérer ces composantes perpendiculaire et paralléle
au champ magnétique, respectivement u; et v :

u=ub+u,. (3.46)
A Pinstant initial, on suppose
u, =0 partout,
u; =0 alintérieur de la séparatrice. (3.47)

A Dextérieur de la séparatrice, la condition initiale pour la composante paralléle de la
vitesse est prise égale a la solution du probléme de diffusion unidimensionnel suivant les
lignes de champ magnétique, avec s, la coordonnée le long de cette ligne de champ :

882U|| =0. (3.48)
La solution de ce probléme est de la forme :
u| = as + b. (3.49)

Le critére de Bohm permet de calculer les constantes a et b. En effet, au niveau du
divertor, le Mach étant de 1, la vitesse paralléle est égale a plus ou moins la vitesse du son
c, d’ou :

uj(s =0) = —coet u(s=1) =q, (3.50)
avec [, la longueur de la ligne de champ magnétique et cq et ¢, les vitesses du son aux
extrémités de la ligne de champ. Le signe des conditions aux limites est déterminé par le
sens du champ magnétique, sachant que I'on veut un flux sortant.

La solution analytique est évidente :

Cco+ ¢
u(s) = 5 o (3.51)
Les composantes perpendiculaires de la vitesse étant considérées nulles, a ’extérieur

de la séparatrice, on a :

u = ub, avec u définie par (B.51) (3.52)

Remarque 3.1 L%mplémentation de cette solution analytique peut étre complexe dans
nos géométries car il est difficile d’associer chacun des points d’un maillage non structuré
a une ligne de champ magnétique et a une coordonnée s.

Le choix d’un maillage aligné sur les lignes de champ magnétique s’avére alors judicieut,
car en parcourant les voisins de chaque point du maillage, on peut définir la ligne de champ
auquel chacun appartient et donc la solution analytique donnée par (321).
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Cette condition initiale analytique pose quelques difficultés. En effet, tout d’abord, une
discontinuité de la vitesse apparait au niveau de la séparatrice entre la vitesse nulle a l'in-
térieur et la vitesse suivant (B.51)) a 'extérieur, c.f. figure 3.6l D’autre part, cette condition
est imparfaite. Dans les tokamaks, ’accéleration des ions pour atteindre la vitesse de son
n’est pas constante mais se produit dans une zone proche des plaques.

Vector
var vit_pol
9474,

—7105.

4737,

2368,

0,000
Max: 9474,
Min: 0,000

Pseudocolor
var w

-

Pseudocolor
Var Mach_s
100

—0.5000

Contour
var Mach_s

Max: 6.245e+04
Min: -6.232e+04

—3.1252+04

01.85

s nsertf]

~6.2302404

T T T T T T T T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

FIGURE 3.6 — Gauche : champ de vitesse azimutal et vecteurs de vitesse poloidale a la
condition initiale. Droite : nombre de Mach a la condition initiale.

Une seconde condition initiale (c.f. figure B.7) est utilisée ici. La vitesse n’est plus
calculée de facon analytique et ne varie plus linéairement suivant les lignes de champ
magnétique. En particulier, la croissance de la vitesse se produit dans la partie divertor,
ce qui semble étre davantage conforme a la physique. Cette condition a été obtenue par
M. Bilanceri [10] avec un code VF, densité-quantité de mouvement paralléle, fondé sur
I’approximation en vitesse de dérive, en présence notamment d’un terme de diffusion de
densité perpendiculaire & B. Avec cette nouvelle vitesse, le critére de Bohm est également
satisfait.
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Vector Pseudocolor
Var vitpol

Var. Mach s
1.214e+04 1.476
1.0 ' 1.0
—0.7165

001751

-0.6815
0.5+

~1.381
Max: 1.416

0.2354
Max: 1.214e+04
2 Min: -1.381

Min: 0,2354

Pseudocolor Contour
Var: w Var: Mach_s
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FIGURE 3.7 — Gauche : champ de vitesse azimutal et vecteurs de vitesse poloidale a la
condition initiale. Droite : nombre de Mach a la condition initiale.



88

CHAPITRE 3. LE MODELE NUMERIQUE



Chapitre 4

Modélisation volumes finis dans une
géométrie cylindrique

Afin de modéliser la géométrie torique du tokamak, une étude relative a la modélisation

volumes finis dans une géométrie cylindrique est menée ici. En effet, les opérateurs tels que
la divergence ou le gradient, exprimés en coordonnées cylindriques montrent la présence de
coefficients en r ou encore ’apparition de termes non conservatifs. Les équations perdent
alors leur caractére conservatif.
La méthode usuelle pour traiter ces termes de courbure par une méthode volumes finis est
de les considérer en termes sources. Toutefois, dans la continuité du travail [12], une autre
approche est proposée ici. Le but est de ne pas discrétiser indépendemment ces termes de
courbure mais au contraire de préserver le caractére conservatif des équations. Pour cela,
I'idée est de considérer comme volume élémentaire la cellule engendrée par rotation autour
de I'axe du tokamak d’une cellule bidimensionnelle, d’ot une formulation conservative des
équations, contrairement a la méthode usuelle. Ceci conduit & I'apparition naturelle des
termes propres a la géomeétrie cylindrique.

Quelques brefs rappels sur les coordonnées curvilignes sont donnés dans ’annexe
Dans le cas des tokamaks, le systéme de coordonnées naturel est le systéme cylindrique
(e, eg,€,). Dans ce systéme de coordonnées, rappelons la forme des différents opérateurs
principaux :

— pour le gradient d’un scalaire :

(vf)T = ?rf
(Ve = ~Opf (4.1)
(vf)z = azf
— pour la divergence d’un vecteur :
1 1
(V.v) = ;&(rvr) + ;89119 + 0,v, (4.2)

89
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— pour la divergence d’un tenseur :
1 1 T
(V.T), = =0Ty + =0Ty, + 0.Tp — -2
T

T
1 1 T,
(V.T)y = ;aﬂ’Tre + ;%Tee + 0. 1.9 + ‘
1 1
(v.7), = =011, + —0¢Tp, + 0.T..
T T

r

L’expression de la divergence d’un tenseur (43]) montre I'apparition de termes non
conservatifs, due a la dépendance en 6 des vecteurs e, et eg. En effet, en coordonnées
cylindriques, les vecteurs e, sont indépendants des variables r et z mais pas de 6. Les
définitions des vecteurs e, et ey donnent :

Opey = —e, et Oge, = ey. (4.4)

Or, en coordonnées curvilignes, notées ici £¥, la divergence d’un tenseur s’écrit (c.f. annexe

[C)) -
1 0

avec J, le jacobien associé a la transformation entre les coordonnées Cartésiennes et
curvilignes (dans le cas cylindrique J = r). Cette forme permet de retrouver les expres-

sions (4.3)).

Ainsi, en coordonnées cylindriques, la divergence d’un tenseur perd donc son carac-
tere conservatif lorsque ses composantes sont considérées séparément. Le probléme ne se
pose pas pour la divergence d'un vecteur car, dans ce cas, aucun terme non conservatif
n’apparait. Ainsi, seules les équations d’évolution vectorielles, lorsqu’elles sont traitées
composantes par composantes font apparaitre ce probléme de perte du caractére conser-
vatif de la divergence.

Dans cette these, c’est le cas particulier de la géométrie axisymétrique qui nous in-
téresse. Les variables sont donc considérées comme indépendantes de 6 ( dp = 0 ). Les
composantes de la divergence d’un tenseur en géométrie axisymeétrique, ([A3]) se simpli-

fient : T
(V'T)T = %arTTrr + aszr %

Ty, (4.6)

(V'T)G = %arTTré) +0.T.9 +

(v.T)., =210,T,.+0.T..
Dans le cadre d’une approximation volumes finis, la perte du caractére conservatif de la
divergence d’un tenseur se révéle étre une difficulté pour passer de la géométrie plane a la

géomeétrie axisymeétrique. En effet, il est nécessaire de discrétiser correctement ces termes
non conservatifs et la présence des termes en r doit aussi étre prise en compte.
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Deux méthodes vont étre proposées ici, pour traiter de ces deux difficultés liées a
la géométrie axisymétrique. Dans un premier temps, une approximation sous forme de
terme source est proposée. Cette méthode est usuelle pour modéliser une telle géométrie.
Dans un second temps, une méthode permettant de conserver le caractére conservatif des
équations et s’appuyant notamment sur 'approche proposée en [12], donnée en annexe [C]
sera développée.

4.1 Discrétisation sous forme de terme source

La méthode classique pour traiter une géométrie axisymeétrique repose sur le développe-
ment des expressions des composantes de la divergence d’un tenseur. On retrouve alors
des termes proches du cas Cartésien, complétés par des termes sources (e.g. [11]). Ainsi,
dans le cas d'un tenseur, les composantes de la divergence données par (L.6) deviennent :

T — Ty
(V'T)T = 0,1 + 0. T, + -

r
Tro + T,
(V-T>0 = 87“Tr0 + azTZG + % (47)

TT’ z
r

(VT>2 = 8r,—rrz + az,—rzz +

De la méme fagon, la divergence d’un vecteur, obtenue & partir de (CI), peut étre
développée sous la forme :

V.V = 0y + 0.0s + - = ViV + (4.8)
T T

ou 'opérateur V, ). représente la divergence usuelle en coordonnées Cartésiennes.

En utilisant les expressions des divergences (A7) et (48), le systéme d’Euler devient,
en géométrie axisymétrique :

Op  +V(-(pu) +%pur =0
opuy +V (). Ty +1p(uf —u3) =0
Opug  +Vr.). T +;puru9 =0 (4.9)
Opu, +V2). Ty +%puruz =0

1
ope  +V(2)-((pe + p)u) +;(pe +pu, =0

avec
1,

T=puu+pl=|1Tp (4.10)
T,
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Les termes conservatifs dans ce systéme sont calculés de la méme fagon qu’en coordon-
nées Cartésiennes. Ainsi, en utilisant une méthode de volumes finis, un solveur de Riemann
permet de calculer les flux traversant la cellule de controle. La différence par rapport a
la géométrie plane réside en la discrétisation des termes non conservatifs qui apparaissent
dans le systéme (4.9).

Considérons le point du maillage ¢ et la cellule duale associée, €2;. Les termes non
conservatifs sont alors discrétisés par leur valeur en i, pondérée par l'aire de la cellule
| € | :

1 1 1 1
/ —pupdog, ~| Q| —pitiy;; / “p(u? —ud) ~| Q| —plu,i — up?) etc ... (4.11)
Q; r T Q; r T

4.2 Discrétisation sous forme conservative

L’idée principale de cette seconde méthode est d’effectuer en premier lieu 'intégration
sur le volume de controle afin de préserver le caractére conservatif de la divergence.

FIGURE 4.1 — Cellule de controéle en trois dimensions.
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Dans ce cas, il s’avére nécessaire d’effectuer I'intégration sur une cellule 3D, E;, de
contour, I';.
Cette cellule 3D est engendrée a partir de la cellule duale 2D, §2; par rotation d’angle 246,
autour de I’axe du tokamak. On considére que la cellule €2; est placée dans le plan 6 = 0.
Un schéma de cette cellule est donné par la figure Par un souci de visibilité, tous les
bords de la cellule n’y sont pas représentés.
Le contour T'; de la cellule Z; est composé de différentes parties. Les surfaces traversées
par les flux azimutaux sont notées S; et S;', respectivement placées dans les plans —d6 et
+66. Les autres surfaces dont les normales n’ont pas de composante azimutale, sont notées
T« et sont traversées par des flux que nous qualifierons par la suite de flux radiaux. Elles
sont issues des différents segments composant la cellule duale. Par la rotation d’angle 2060,
chacun de ses segments forme une surface tronconique. Ces notations sont reprises dans

la figure 11

Les calculs ci-aprés sont effectués sur I’équation vectorielle de la quantité de mouve-
ment, puisque celle-ci s’avére critique par rapport aux équations scalaires. Avec les no-
tations décrites précédemment, en utilisant le théoréme de la divergence, 'intégration de
I’équation sur la cellule Z; donne :

/_ O (pu)dV +/ T-ndS=0 (4.12)

T

T~ndS+/ T-ndSJrZ/ T -ndS =0
S;r k Tk

=
=i

<:>/ O (pu)dV +/
= S

Le vecteur n représente le vecteur normal a la frontiére considérée. Les différents termes
vont étre étudiés successivement, afin de souligner les points critiques pour la modélisation
et pour 'implémentation numérique.

i

4.2.1 Terme en temps

Pour la géométrie plane, le terme en temps est pondéré par 'aire de la cellule duale :

|QZ|:/ drdz. (4.13)
Q;

Celle-ci est en fait le polygone formé alternativement par les milieux des différents segments
issus du point ¢ et par les centres de gravités des triangles T}, auxquels le point ¢ appartient.
Par conséquent, I'aire de la cellule duale est calculée par :

1
drdz = —|T, 4.14
[ ardz=32gimd (1.14)
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FIGURE 4.2 — Construction de la cellule duale €);.

ou |Ty| est I'aire du triangle. Cette formule est obtenue sachant que les médianes du trian-
gle T}, découpent celui-ci en 6 triangles de méme aire, T} ; avec [ = 1...6, comme le montre
la figure

Dans le cas d’une géométrie cylindrique, on peut exprimer d;(pu) dans le systéme de
coordonnées local :

I (pu) = O (pur)erlo + Or(pug)eglo + Ii(pus)e.|o (4.15)

Chacun de ces vecteurs peut étre ramené sur le systéme de coordonnées local en 6 = 0
avec :

elg = cosl e.|op+sind eyly (4.16)
elo = —sinf e.|o+ cost eglo
eZ|9 = ez|0

Le terme en temps peut étre évalué en passant de la cellule dans l'espace physique,
=; a celle dans l'espace de calcul, B; = Q; x [—d6, +00]. Etant données les expressions



4.2. DISCRETISATION SOUS FORME CONSERVATIVE 95

précédentes (LI5) et (LI0), le terme en temps devient alors :

/&(pu)dv = / O (pu)rdrdzdo
= Q; x[—60,+60)

—~
=

= / (0 (pu,.) cos @ — Oy(pug) sin b)) e,|o rdrdzdd

=i

+ /A(at(pur) sin @ + 0 (pug) cos ) eglo rdrdzdf

=.
(="

+ /Aat(puz) e.lo rdrdzdf (4.17)

= 281n59/ O (pu,)rdrdz e,y
Q;

+ 251n59/ Oy (pug)rdrdz eglo
Q;

+ 259/ O (pu,)rdrdz e,|o
Q;

Au final, les différentes composantes du terme en temps ne sont plus pondérées par
'aire de la cellule duale (AI3) mais par une aire pondérée par r :

/ I (pu)dV
= (4.18)
= / rdrdz [2 sin 06 <8t(pur)i e lo + i (puy); eg\o) + 2500, (pu.) e.o
Q;

Par analogie au calcul de |Q;| dans le cas 2D plan, I’aire pondérée qui intervient dans
(AI8) peut étre calculée de la fagon suivante :

1
/Q. rdrdz = ; 6|Tk|(rGTk,1 + TGTM), (4.19)

7

ol GTM représente le centre de gravité du sous-triangle T} ; et ot les triangles T}, ; et T} o
sont communs a la cellule duale €2; et au triangle T}, c.f. fig. L2

4.2.2 Calcul des flux azimutaux

Les termes se rapportant au calcul des flux azimutaux, a travers les surfaces S; et S;"
sont maintenant considérés. De fagon évidente, les normales associées a ces deux surfaces
sont :

ng- = —eg|_gq €t ng: = € 5- (4.20)

La notation ey| g, signifie que le vecteur ey est pris en ’angle —d6
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Les composantes du tenseur sont notées :
T = ﬂjei &® €;. (421)

Le flux azimutal traversant la surface S;” peut étre évalué :

/ T7-ndS = —/ T~ -eg|_gp dS (4.22)
S _

i i

= - /s (Tr5er] 5o + Thee0| _sp + Toge:| _sp) dS

A
De la méme fagon, concernant la surface S;7, on obtient le flux :

/ Tt -ndS = / (Therlso + Tygeolsy + Tgezls) S (4.23)
S, S

i i

En sommant ces deux derniéres expressions sur le systéme de coordonnées pris en
6 = 0, sachant que les surfaces S;” et S; sont identiques a la surface €;, on obtient :

/T‘-ndS + / Tt -ndS (4.24)
S st

1

- /Q { (T — T7g) cos 00 — (T + Tyy) sin d0) e,

+ ((Th+ T,) sind0 + (T,; — T,y) cos 60) egl,

+ (T —T5) ez|0} dS

Si on s’intéresse dans un premier temps aux termes en cosdf et a la composante en
e, de cette expression, on retrouve les approximations des dérivées en 6 de la divergence
([@3)). En effet, en considérant une cellule duale de section carrée paralléle aux axes r et z
et de volume 2rd0dzdr, ces termes deviennent :

1 + —~ 1
m Ai(Tre — Tr@) cos 06 er|0 dS =~ ;8€Tr0 er|0 (425)
1 _ 1
2008201 /Qi(T;é — Tgq) cos 00 g, dS =~ ;%Tee el
1 + - 1
m /Qz (th‘) - Tr0> ez|0 ds = ;(%ng ez|0

compte-tenu de |Q;| = §zdr et de I'hypothése 06 petit.
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Les termes en sin 06 correspondent aux termes non conservatifs de la divergence (4.3)).
Ainsi, sur la méme cellule carrée, avec |€;| = dz0r et d6 petit, on obtient :

1 ) si 1 (T + Tpp)
B W/QKTMT%)M& elyds ~ — Lo tmlo)
1 . 1(Th+T5)
2r60620r /Q_(ijé +Ty)sindb egl, dS =~ ;% eol,

(4.26)

Remarque 4.1 Pour 60 = m, le volume considéré correspond a un tore et les termes en

sindf de (£.27) s’annulent alors.

Remarque 4.2 Dans le cas particulier de la géométrie arisymétrique qui nous intéresse
ici (Tt =T-=T), l’équation ({{.2]) devient :

/.

4.2.3 Calcul des flux radiaux

T-ndS+/ T-ndS = QSin&?(/ Tr9d589|0—/ ngdSer|0)
S;r Q; Q;

%

(4.27)

Les termes relatifs aux flux radiaux traversant les surfaces, T,; sont maintenant
étudiés. Ces surfaces sont construites par la rotation de I'angle 266 de chaque segment
constituant la cellule duale. Ces surfaces ont donc une forme tronconique.

Ici, la force F = T'.n que 'on obtient par le solveur de Riemann doit étre ensuite
appliquée sur ’ensemble de la surface tronconique. Pour ces surfaces, la normale est :

n = ve, + fe,. (4.28)

La force F est constante sur les systémes de coordonnées locaux et peut donc étre écrite
sous la forme :

F = (WTTT + /BTrz)er|9 + (’VTGT + 5Tez)ee\e + (fYTzr + ﬁTzz>ez‘€
= Frer|9 + F9e9|9 + erz|g (429)

La seconde écriture est privilégiée dans un premier temps pour simplifier I’écriture des
calculs.
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Chacun des vecteurs de ce systéme de coordonnées local peut s’exprimer en fonction
du systéme de coordonnées en 6 = 0 :

elg = cosf e.|y+sind eylo (4.30)
elo = —sinf e.|p+ cost eglo
eZ|9 = ez|0

La force F s’exprime alors par :

F = (F,. cos — Fpsinf) e.|o + (F,sinf + Fycos ) egplo + F. e.|o (4.31)

Chaque surface tronconique est définie a partir de la rotation d’angle 266 d’un segment.
Nous allons introduire ici les coordonnées des extrémités de ce segment (11, z1) et (rq, 22)
avec 21 < 2. L’angle entre 'axe des z et le segment considéré sera noté a. Remarquons
que —5 < a < 3 d’out cosa > 0. Il est alors possible d’exprimer r en fonction de a et 2 :

r=—tana(z —z) + 1 (4.32)

En prenant en compte ces notations, la force F (4.31]) est intégrée sur la surface tron-

conique :
zZ2 60 z2 60
/ / FdS = / / py 02 (4.33)
O oS (v
/ / dbdz
= —tana(z — 2z1) +11)
oS (v
B 50
= ( tana@ +71(20 — zl)) / Fdo

cos o —56

En reprenant I’expression (£.31]) de la force F, on obtient :
50
/ Fdf = 2sin06(Fre, o+ Fpeqlo) + 200F.e.o (4.34)
—60

Le facteur obtenu dans (4.33)) peut étre réécrit sous la forme :

1
cos &

ro + 11
2

(4.35)

(—tanaw +ri(z — zl)) = /(22— 21)2 + (ra — 11)?

Au final, en recoupant ces derniers calculs et la définition de F ([4.29), on obtient :

o 471
X

/ T'IldS:\/(Zg—Zl)2+(’f’2—’l“1)2 5
Tk

(4.36)
{2 sin 00 ((WTW + BT.)ero + (VT + Bng)eg\o) +200(VT, + BT..)e.|o
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4.2.4 Equation de bilan des flux

En reportant les différents calculs ménés précédemment dans (£12)), les projections de
I'équation de bilan des flux sur e,|, eglo et e,|o, respectivement donnent alors :

2sin 00|€;,-0,(pu); + /

Q;

+251n59z V(22 — 21)2 4 (rg — 11)?
Tzk:

((Tﬂé —Ty) cos 60 — (T + Tpy) sin 59) ds

r9 + 11

(’YTT’T’ + 6Trz) =0

2sin 66§20 (pug); + / <(T;é — Tpy) cos 660 + (T + 1) sin 59) as
Q;

+25in660 Y /(20— 21)2 + (ra — 1)
Tik

27’2—|—’f’1

(7T9r + 5T92> =0

200|920 (pu. ) +/ (T — Ty) dS

Q;

2’/“2 —l—rl

+250 Z \/(Z2 - Z1)2 + (T2 - Tl) (fyTzr + BTzz> =0
Tk

en notant n = ve, + fJe,, la normale a la surface T, et |€;],, 'aire pondérée : ||, =
fQi rdrdz.

Les calculs ont ici été menés dans le cas général de coordonnées cylindriques. Or, ici,
le cas de la géométrie axisymétrique nous intéresse en particulier. Pour celle-ci, les termes
concernant les flux azimutaux vont pouvoir étre simplifiés grace a I'indépendance en 6 des
variables (Tt = T'7). Ainsi, par division des équations précédentes par 2 sin 66 ou 266, on
obtient :

19,0 (puy); — / ToedS + Z \/(22 —21)2 4 (ry — 1)
i ik

27”2 “+ 1

(’YTT’T’ + 6Trz) =0

27’2-'-7”1

|20 (pug); +/ TodS + Z \/(22 —21)2 4 (ry — 1) (vTyr + BTy,) =0
& Tik

To + 11
2

[l (pus)i + >V (2 = 21)2 + (ra — 71)? (VI + BT.:) =0
Tik

(4.37)

Notons qu’alors la dépendance en 06 disparait.
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Ce bilan de flux nous permet de relever les différences majeures par rapport a une
géométrie plane. Tout d’abord, le facteur du terme en temps n’est plus calculé avec la
formule (AI3)) mais avec (LI9]) prenant en compte la pondération en r. Ensuite, les ter-
mes de flux radiaux voient apparaitre un nouveau facteur en % Pour finir, le terme
concernant les flux azimutaux doit étre ajouté au bilan de flux total.

En conclusion, la méthode usuellement utilisée pour modéliser une géomeétrie axisymeé-
trique consiste en premier lieu a projeter ’équation vectorielle et & ensuite intégrer les
différentes composantes obtenues sur la cellule duale considérée, sachant que la premiére
étape entraine ’apparition de termes non conservatifs. Cette perte du caractére conservatif
de la divergence dans le cas d’une équation d’évolution vectorielle est, dans cette méthode
un point critique. La seconde méthode développée ici consiste a commencer par l'inté-
gration sur une cellule 3D et ensuite d’effectuer la projection sur les différents vecteurs,
conservant ainsi le caractére conservatif de la divergence.

4.3 Cas Test de Gresho

Des simulations numériques sur une géométrie axisymétrique ont été menées afin de
valider les deux méthodes décrites précédemment. Dans ce but, un cas test s’appuyant
sur celui de Gresho [33] a été utilisé. II consiste a considérer une solution stationnaire du
systéme d’Euler isotherme :

on+V.(nV)=0,

{ (V) +V.(nVaV)+Vn=0. (4.38)

Cette validation a été menée en particulier sur les équations des composantes de la
vitesse V. et Vp qui font intervenir des termes non conservatifs, c.f. (£3]), ainsi que sur
I’équation de densité. Le systéme que nous avons étudié est le suivant :

on + 0.(rnV,.) + 0p(nVy) =0,
OV + 0p(r(nV2 + n)) + 0nV,Vy = nV} +n, (4.39)
OV + 0,r(nVyV,) + Op(nVF + n) = —nV, V.

Dans le cas d’une géométrie axisymétrique, la propriété selon laquelle les différentes
variables sont indépendantes de 6 permet une simplification du systéme (£39) :

on + 0.(rnV,) =0,
orV, + 0,(r(nV2 4+ n)) =nVi +n, (4.40)
OyrVig + 0,r(nV4V,) = —nV,.V,.

Le cas test de Gresho consiste tout d’abord a choisir la composante V, nulle, le systéme
précédent devient alors :

(9tn:(),

oV, + 0,(rn) =nV2 +n, (4.41)
aﬂ”‘/@ =0.
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De facon évidente, chercher une solution stationnaire de ce probléme revient a la con-
dition :
r0, n = nVy (4.42)

Ainsi différentes solutions stationnaires sont envisageables telle que celle considérée
dans [12] :
V., =0;Vp=1et n(r) =ngr, ot ng =n(r =1). (4.43)

Cependant, ici, nous n’avons pas retenu cette solution car la linéarité de la densité
risquait de favoriser fortement la méthode avec terme source, puisque dans ce cas, on
intégre une constante sur la cellule.

La solution stationnaire considérée est non linéaire, a savoir :

V,=0; Vo(r) = 1 et n(r) = exp(r). (4.44)

Le domaine considéré est rectangulaire et le maillage non structuré utilisé est donné
par la figure ([A3]). Concernant les conditions aux limites, il était nécessaire de choisir
celles-ci de telle facon qu’elles soient traitées de la méme maniére pour les deux méthodes.
Des conditions aux limites de Dirichlet ont été choisies : dans les deux cas, le flux calculé
aux différents bords est annulé, d’ou dyn = 9,V, = 0;Vy = 0 et donc la valeur initiale est
conservée.

FIGURE 4.3 — Maillage du domaine, 2537 points, 4852 éléments

Les calculs ont montré qu’avec les deux méthodes, la solution stationnaire est préservée
a condition d’utiliser un schéma d’ordre en espace suffisamment élevé. Ici, un schéma de
type MUSCL (Monotonic Upstream Centered Scheme for Conservation Laws) est utilisé,
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c.f. [47] ou ce schéma a été introduit. Les profils de densité obtenus & un temps adimen-
sionné de t = 515 pour les deux méthodes sont données par la figure (d.4]). Ces profils sont
bien confondus avec celui de la solution exacte. La méme observation a pu étre effectuée
pour le profil de la composante azimutale de la vitesse, Vj. Par ailleurs, pour les deux
méthodes, la vitesse radiale, V., nulle a I'instant initial, est de ’ordre de ’erreur machine,
soit 10714 a ¢ = 515.
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FIGURE 4.4 — Profils de densité obtenus avec chacune des méthodes a t = 515.

En conclusion, ce cas test a permis de valider la deuxiéme méthode proposée, qui repose
sur une formulation conservative des équations. Elle a permis d’obtenir des résultats sim-
ilaires a ceux de la méthode usuelle, reposant sur I’approximation des termes de courbure
pour traiter une géomeétrie axisymétrique.

4.4 Diffusion et viscosité en axisymétrique

La modélisation de la géométrie axisymétrique a été présentée pour les termes de
transport et deux méthodes ont été proposées. Les termes de diffusion et de viscosité vont
maintenant étre introduits. Tout d’abord, le systéme (B.1]) qui nous intéresse est rappelé :

Op+V.(pu) =0
Opu+ V. (puu+pl)+v.oc=F (4.45)
ope + V.((pe + p)u) + V.(cu) + Vv.q = F.u

Une différence importante entre les deux méthodes présentées, différence qui va im-
pacter sur la modélisation des termes diffusif et visqueux, est la présence ou ’absence
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du Jacobien dans le terme en temps. En effet, la divergence d’un tenseur en coordonnées
curvilignes (4.3)) fait intervenir l'inverse du Jacobien. Dans la premiére méthode, ot les
termes de courbure sont discrétisés en terme source, ce facteur 1/r est laissé tel quel. Par
contre, pour la deuxiéme méthode, les équations considérées voient apparaitre un facteur
de pondération r dans le terme en temps, pour le calcul de laire de la cellule duale, (£.19]).
Il est nécessaire de prendre en compte cette différence entre les deux méthodes pour la
discrétisation des termes diffusif et visqueux.

4.4.1 Diffusion

La discrétisation du terme diffusif dans le cas d’une géométrie axisymétrique a été
abordée dans la partie (ZI.1]) Ainsi, en s’appuyant sur la divergence du vecteur q en
coordonnées cylindriques, le terme diffusif a discrétiser dans la géomeétrie axisymétrique
est donné par :

qr

8tpe = _(87‘q7‘ + azq,z) - 7 + ...
= Vi a-— q? fo (4.46)

ouq=KVT.

La formulation faible de I’équation de quantité de mouvement permet donc de calculer
la contribution du terme de diffusion en chacun des noeuds; les étapes du calculs ont
été développées dans la partie (ZI.I)). Le terme de diffusion devient alors sur un point @
n’appartenant pas au bord :

_ / 0,V - KVTAQ = / KVT.V;dQ (4.47)
Q Q
- Y %1 / KV, Vibydr (4.48)

En absence de pondération par r de l'aire du triangle pour la premiére méthode, c.f.
partie (4.1]), la discrétisation des termes diffusifs donne :

/ KV, Vipdr = / AT " Wy K (24,) V1.V,
T T g,’T

= 71wy K (24,) V. Vi, (4.49)
g,T
1 1
[V dr = [ dr 3wy (). V) i)
T T 9,7 9,7
1
= |T|Zwgrrr—(K(xg7'r)'v¢j)r@/}i(xgrr)- (4.50)

giT
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en notant x, ., les points de Gauss, w, -, les poids associés, r, , leur abscisse et |7|, Iaire
du triangle 7.

La méthode décrite en entraine la pondération par r de l'aire du triangle. En
utilisant les mémes notations, la discrétisation des termes diffusifs devient alors :

/TKVQ/Jj.VQ/JidT = /TdTZWg7TK(Ig7T)V¢j.V¢i, (4.51)

sT

g,7
1 1
r—(KV;),tdr = rdTZwwr—(K(xw).wj),n@z),.(zw). (4.52)
T T 9,7 g
Or, en notant, G, le barycentre du triangle 7, on a ’égalité :

/ rdr = |7lre. (4.53)

Pour le terme diffusif, la différence entre les deux méthodes provient donc du facteur
ra, qui apparait dans le second cas.

4.4.2 Viscosité

Pour les fluides Newtoniens, le tenseur des contraintes visqueuses dépend du (double
du) tenseur de déformation défini par :

2
W =Vv+(Vv) — gv.vl. (4.54)

En prenant en compte la dépendance en 6 des vecteurs e, et eq, (L), le tenseur
gradient Vv devient en coordonnées cylindriques :

87’”7“ %(86277’ - UG) az'UT’
Vv= 0w +(0pvg+uv,) O.vg|. (4.55)
&UZ %897)2 azvz

En particulier, dans le cas d’une géométrie axisymeétrique, I’expression de ce tenseur
gradient se simplifie (Jy = 0) :

v
87’”7“ - Te az'UT’

Vv= 10w = 0.u]|. (4.56)
ov, 0 0O,

Compte tenu qu’en coordonnées cylindriques, la divergence d’un vecteur (£46) s’écrit :

V.v = 0,v, + 0,0, + % (4.57)



4.4. DIFFUSION ET VISCOSITE EN AXISYMETRIQUE 105

En utilisant les expressions (L57) et (£.50), le tenseur de déformation (£.54), pour une
géomeétrie axisymeétrique, peut s’exprimer sous la forme :

W = W,, + Wi avec
4 2
garvr - gazvz arve az'UT’ + arvz
2
W,, = X —5(&% + 0,v,) 0,V et
4 2
82”7“ + ar'Uz 8zve gazvz - gar'ur
20w
4
Woasi = +| 2 2y . (4.58)
r 3r 9
0 J——
3r

En s’appuyant cette fois sur ces expressions, les termes visqueux a discrétiser ici sont
données par les équations :

Opuy = —V(p2).0p — ;(Jrr — ogg) + ...

Opu, = —V(2).04 — %am + ...

Opug = —V(2).00 — %ara + ...
Ope = —Viz).(ou) — %(au)r + .. (4.59)

le tenseur visqueux o étant défini par
o= (op 0, 09). (4.60)
Ces équations peuvent encore étre mises sous la forme :

opu = —V(.).0 — %Va—l—...

ope = —Viz.(ou) — %(au)r + .. (4.61)

ou le vecteur V, est donné par :

Orr — 099
V, = Ors (4.62)
20}9

Dans les différentes formes de viscosité étudiées dans le cadre de ce travail, le tenseur des
contraintes visqueuses est fonction du tenseur de déformation. Pour un fluide Newtonien,

le tenseur est donné par :
o=nW, (4.63)
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ou 7 est la viscosité dynamique.

De méme, la viscosité de Braginskii donnée par (I.83) et (I.84) dépend aussi du tenseur
des taux de déformation. Le tenseur de viscosité peut s’écrire en particulier sous la forme
suivante, ol b représente le vecteur unitaire du champ magnétique :

o = fB(VV, b) = fB(Wrz + Wam, b) (464)

La formulation faible des équations (A61]) peut étre obtenue comme pour 1’équation
de la chaleur dans la partie (2.I1.1]). Considérant un point ¢ de U'intérieur du systéme, les
termes communs aux géomeétries planes et axisymétriques peuvent étre discrétisés suivant :

_/djzv(r,z)adQ = Z/UVQ/JZdT
Q

TEL

= ZmzngU zgr)- Vi, (4.65)

TEL

—~ / UiViz.oud = Y / ou.Viydr
Q

Tei VT

== Z |7_| ng'r g Ig T (ngr)vwi' (466)

TEL

Les termes propres a la géométrie axisymétrique sont donnés par :

/Q %Vawidﬁ = > / SV dT

TEL

= > Il ng, o (T ) 0i(T 7). (4.67)

g7
TEL 9,

/Q %(o—u)ﬂpidg = > / o), idr

TEL

= Il Zwm (2.7 )u(zgr))ri(T,r). (4.68)

,T

Dans le cas de la géométrie axisymétrique, il a été montré précédemment que le tenseur
de déformation, c.f. (A58]), pouvait se décomposer : W = W,.,+W,,;. Le terme W,., dépend
des gradients des composantes de la vitesse et représente par conséquent un tenseur aux
composantes constantes pour un triangle donné, ce qui n’est pas le cas pour Wy,;.

En résumé, le tenseur de viscosité pris en un point de Gauss donné peut étre évalué
par la forme :

0(2g7) = N(Whe + Wari(g7)) 0w 0(247) = f(Wes + Wari(2g7), b(2g))  (4.69)
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dans les cas respectifs Navier-Stokes et Braginskii.

Le vecteur V,(z,,) peut aussi étre évalué d’'une facon analogue puisqu’il dépend di-
rectement des composantes du tenseur o d’aprés sa définition (£62)).

Les discrétisations présentées ici correspondent a la premiére méthode de modélisation
de la géométrie axisymétrique, décrite dans (LI]). De la méme fagon que dans le cas de
la diffusion, la seule différence avec la seconde méthode est la pondération par r de Daire
du triangle, ce qui revient lors de la discrétisation a multiplier ’aire par rg, abscisse du
barycentre du triangle.
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Chapitre 5

Simulations numériques

Les développements informatiques ont été effectués au sein du logiciel FluidBox-PlaTo
[5]. On a utilisé une machine SMP comprenant 16 processeurs Quad-Core et 168 go de mé-
moire vive. Les différents résultats présentés ici ont été obtenus par des calculs séquentiels.
Toutefois, FluidBox-Pla'To présente une architecture pour une parallélisation des calculs
et donc moyennant certaines modifications, les développements numériques issus de ce
travail pourraient étre parallélisés.

5.1 Systémes d’Euler et Navier-Stokes

Dans un premier temps, des simulations ont été menées sur le systéme (B.I)) dans le
but de comparer les résultats obtenus avec et sans terme diffusif. Cette partie s’appuie
donc sur le systéme (B.1)), en 'absence des termes d’équilibre :

Op~+ V.(pu) =0
Opu+ V. (pu@u+pl)+v.oc=0 (5.1)
Ope + V.((pe +p)u) + V.(ou)+ v.q=0

Le systéme obtenu est alors proche d’un systéme de Navier-Stokes ou bien d’Euler, en
I’absence des termes diffusifs et visqueux. Des simulations numériques ont été menées pour
des géométries planes et axisymétriques. Les résultats ont été obtenus avec une méthode
volumes finis couplée & une méthode FEM P1 pour les termes de diffusion et & un schéma
de Godunov, basé sur un solveur de Riemann de type HLLC [62], explicite en temps. Les
résultats ont été comparés a ceux obtenus par éléments spectraux ()4, stabilisés par une
méthode de viscosité entropique [34].

La géométrie considérée dans cette partie est circulaire, proche de celle du tokamak
Tore-Supra. Le maillage est aligné sur les lignes de champ magnétique et est représenté
par la figure (5.0)). Il est constitué de 48 000 triangles et 24 360 points.

Les conditions initiales considérées sont :

109
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— vitesse nulle,
— masse volumique constante de 1,67.1077 kg/m?3,
— pression constante de 1,6.10* N /m?.

Les conditions aux limites sont des conditions de glissement au bord pour 'extérieur du
tokamak, a ’exception du limiteur ot on impose des conditions aux limites absorbantes
avec un nombre de Mach M = 1 (Condition de Bohm). Au coeur du plasma, un flux
entrant est imposé par U'intermédiaire de cellules fantomes (c.f. partie B.2.2)). La pression
ainsi que la masse volumique sont données de facon cohérente avec les conditions initiales
dans ces cellules fantomes. Une vitesse entrante normale de u.n = 1,8.10° m/s y est aussi
imposée.

FIGURE 5.1 — Maillage aligné sur une géométrie de type Tore Supra : 48 000 triangles et
24 360 points.

5.1.1 Systéme Euler

Pour nos premiers tests, le systéme d’Euler axisymétrique a été considéré. Ainsi, les
termes de diffusion sont négligés dans le systéme (5.]). Les résultats obtenus par la méthode
de volumes finis sont comparés a ceux obtenus par la méthode d’élements spectraux, avec
un schéma RK4 explicite en temps (dt = 2.107%). Les champs de nombre de Mach et de
densité sont donnés ici & un temps final adimensionné de 1, c.f. fig. 5.2l Comme dicté par
les conditions de Bohm, le nombre de Mach est de 1 au limiteur dans les deux cas. Au fur
et & mesure de la simulation, un flux de matiére apparait entre le coeur du plasma ot une
vitesse est imposée et la paroi absorbante du limiteur. Si on compare les iso-densités ou
les iso-Mach pour les deux méthodes, les résultats obtenus au méme temps sont similaires.
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FIGURE 5.2 — Systéme Euler. Mach (a,b) et densité (c,d) a t—1, obtenus par des méth-
odes SEM (a,c) et FVM (b,d), pour Euler axisymétrique.

5.1.2 Systémes Navier-Stokes et Braginskii

On considére maintenant un systéme Navier-Stokes axisymétrique, en prenant des vis-
cosité et diffusion scalaires constantes et de valeurs adimensionnées 1.1072. Les résultats
obtenus par la méthode de volumes finis, couplée & une méthode d’éléments finis P; pour
les termes diffusifs sont comparés a ceux donnés par SEM @4, avec dans les deux cas, un
schéma RK4 explicite en temps (dt = 4.107°). Les profils de densité sont donnés pour les
deux méthodes, & un temps final adimensionné de 1, c.f. fig.[5.3l Des phénoménes similaires
par rapport au systéme d’Euler apparaissent, a savoir un flux de matiére entre le coeur du
plasma et le limiteur. Cependant, par rapport au systéme d’Euler, les fronts apparaissent
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sensiblement lissés par la présence des termes diffusifs.

—0g614
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FIGURE 5.3 — Systéme Navier-Stokes axisymétrique. Comparaison des profils de
densité & t = 1 pour une viscosité scalaire constante obtenus par des méthodes SEM
(gauche) et FVM (droite).

Des résultats obtenus avec le code volumes finis, dans le cas de géométries plane ou

axisymétrique, en considérant une viscosité scalaire constante (7 = 1.1072) ou bien ten-
sorielle (Braginskii, ng = 1.1072, nm2/mo ~ 1.107'% et 74 /no ~ 1.107°) sont aussi présentés
afin de mettre en évidence 'influence des termes de fermeture. Dans le cas plan, les profils
de densité a t = 1 sont donnés fig. 5. 4la pour le cas d’une viscosité constante et, fig. 5.4Lb,
pour la viscosité de Braginskii. Notons que dans le cas plan, le troisiéme tenseur de la
viscosité de Braginskii donnée par ([.84) n’influe pas. Les figures G.4lc et [.4ld donnent
les densités pour ces deux formes de viscosité en géométrie axisymétrique.
Comme il se doit, on peut vérifier que les résultats obtenus en géométrie 2D plan sont
symétriques alors qu’une dissymétrie apparait dans le cas 3D axisymétrique & cause des
termes de courbure. Pour ces deux géométries, nous pouvons voir en comparant les iso-
densités que les viscosités constante et de Braginskii donnent des résultats similaires, signe
que les phénoménes de transport sont prépondérants. On observe cependant quelques dif-
férences dans la partie supérieure du plasma : au dessus du coeur, les isocontours présentent
des formes différentes.
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FIGURE 5.4 — Systémes Navier-Stokes et Braginskii. Comparaison des profils de
densité & t = 1 avec des viscosités scalaire constante (a,c) et de Braginskii (b,d), en 2D
plan (a,b) et 3D axisymétrique(c,d) par méthode FVM.
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5.2 Terme équilibre

Dans une seconde phase, des tests ont été effectués avec la méthode FVM pour une
géométrie 2D plan, avec un schéma RK4 explicite en temps, pour un systéme d’Euler
présentant un terme d’équilibre, F, visant a préserver le confinement du plasma :

Op+ V.(pu) =0
opu+V.(puu+pl)=F (5.2)
ope + V.((pe + p)u) = F.u

Différentes méthodes pour approximer ce terme équilibre ont été proposées dans la partie
Bl Ce terme d’équilibre dépend notamment du gradient de la pression a I’équilibre. Des
résultats obtenus avec ces différentes méthodes sont présentés ici.

5.2.1 Approximation en terme force

Dans un premier temps, le terme équilibre a été approximé sous la forme d’un terme
force, c.f. sectionB.1.2l Cette méthode a été testée tout d’abord sur une géométrie circulaire
proche de Tore Supra en considérant des conditions initiales analytiques. On s’est ensuite
intéressé a la géométrie de JET avec la solution équilibre obtenue par le code JOREK.

Géométrie de type Tore Supra

Le modéle numérique a été testé pour la géométrie de type Tore Supra dont le mail-
lage est donné figure 5.1l La méthode FVM, dans le cas 2D plan, couplée a un solveur de
Riemann de type HLLC a été utilisée avec un schéma RK4 explicite en temps.

Une gaussienne est choisie comme condition initiale pour la pression et la densité :

0,42

p = 1,60.10*exp <—M)
z—2)2 —9)2
p = 1,67.10 Texp Ggw

(5.3)
) .

La vitesse initiale est prise nulle.

La force F du systéme (5.2) est calculée d’aprés cette condition initiale. En effet, a
partir de I’expression de la pression, on en déduit :

2(x —2)p

—vp— | _ 042

0.42

Ce terme d’équilibre sera alors approximé sous la forme d’un terme force.
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Comme précédemment, les conditions aux limites sont des conditions de glissement
au bord, a 'exception du limiteur, ot on impose des conditions aux limites absorbantes
(cellules fantomes avec un état proche du vide, c.f. section ), avec un nombre de
Mach M = 1. Au coeur du plasma, la méthode des cellules fantomes est aussi utilisée, en
imposant une vitesse nulle dans celles-ci. La pression ainsi que la masse volumique sont
données de facon cohérente avec les conditions initiales dans ces cellules fantomes.
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FIGURE 5.5 — Approximation en terme force, géométrie de type Tore-Supra.
Profils de pression a t=0;0.47;0.5;0.57 a droite, le long des segments tracés sur les figures
de gauche.
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FIGURE 5.6 — Approximation en terme force, géométrie de type Tore-Supra.
Profils de densité a t=0;0.47;0.5;0.57 a droite, le long des segments tracés sur les figures
de gauche.

Des profils de pression et de densité obtenus au fil de la simulation sont donnés figures
et Tout d’abord, pour la pression, le profil le plus éloigné du limiteur est globale-
ment maintenu. Celui situé a proximité du limiteur est conservé dans le coeur du plasma
alors que les conditions de Bohm, en imposant un flux de matiére vers la sortie, entrainent
une chute de pression a proximité du limiteur. Des résultats similaires sont observés pour
la densité. En effet, la gaussienne de densité est conservée mais on remarque une perte
de matiére au limiteur, ce qui est cohérent avec les conditions aux limites de Bohm. En
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I’absence de réapprovisionnement en particules au niveau du coeur, le tokamak finirait par

se vider.

Le champ de température est donné figure (.71 On remarque que la température aug-
mente fortement au niveau du limiteur, ou les parois avec des conditions de glissement
et de Bohm sont en contact. En effet, la condition de glissement au bord extérieur im-
pose 'annulation du terme de transport, a travers la condition u.n = 0. Au contraire, a
proximité du limiteur, une vitesse apparait imposée par les conditions de Bohm, ce qui
entraine une production d’énergie associée au terme d’équilibre : F.u.

23
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FIGURE 5.7 — Approximation en terme force, géométrie de type Tore-Supra.
Gauche : Champ de température a t = 0.47. Droite : Profils de log(T) a t=0;0.47;0.5;0.57

a proximité du limiteur.

T
2.0
X-Axis

Ce déséquilibre énergétique inclut ’apparition de vitesses supersoniques a proximité
du limiteur (c.f. figure 05.8]). Toutefois, la condition de Bohm est ici imposée sous la forme
d’une paroi absorbante. Cette méthode permet d’'imposer un écoulement sonique au niveau
des limiteurs mais interdit un écoulement supersonique (c.f. partie B.2)). Par conséquent,
méme si les champs de pression et de densité semblent bien maintenus, la condition aux
limites imposée au limiteur ne semble pas suffisante pour évacuer toute I'énergie produite.
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FIGURE 5.8 — Approximation en terme force, géométrie de type Tore-Supra.
Gauche : norme de la vitesse & ¢ = 0.57. Droite : Nombre de Mach a t = 0.57.

Solution équilibre sur géométrie JET

La méthode d’approximation sous forme d’un terme force a aussi été testée sur la
géométrie de JET, i.e. une géométrie a configuration en point X. Le maillage aligné sur les
lignes de champ magnétique est donné figure [5.9] il est composé de 6636 triangles et 3436
points. Une méthode FVM, en géométrie 2D plan, couplée avec un solveur de Riemann de
type HLLC et un schéma explicite RK4 en temps, est utilisée.

Les conditions initiales de pression et de densité sont les solutions issues d’un équilibre
et sont données par la figure [5.10]; la vitesse initiale est nulle. Le terme force F = Vp,, est
obtenu en chaque point du maillage par 'intermédiaire des fonctions de base de chacun
des triangles.

Des conditions aux limites similaires a la géométrie de type TORE-SUPRA sont util-
isées :
— conditions de glissement au bord extérieur,
— conditions aux limites de Bohm, imposées par des conditions absorbantes aux plaques
du divertor,
— cellules fantomes au coeur avec 1’état suivant : vitesse nulle, pression et densité
identiques a l'intérieur du systéme.
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FIGURE 5.9 — Maillage aligné sur les lignes de champs du tokamak JET : 6636 triangles
et 3436 points.

La figure [5.11] présente I'évolution d’un profil radial de pression et montre que méme
si la forme du profil est conservée, la pression ne cesse d’augmenter au fil du calcul, ce
qui n’est pas physique. Par ailleurs, on observe sur la figure que le champ de densité
n’est également pas conservé. Ainsi, dans cette géométrie a configuration a point X, I’ap-
proximation utilisée ici du terme équilibre ne permet pas de conserver numeériquement le
confinement du plasma. Ce déséquilibre numérique provient de la différence de discrétisa-
tion entre le terme F = Vp,, évalué en terme force et celui en Vp calculé par le solveur
de Riemann.
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FIGURE 5.10 — Gauche : Condition initiale de pression. Droite : Condition initiale de
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FIGURE 5.11 - Approximation en terme force, géométrie JET. Profils de pression
at=0;1.7;7.3;14.7 a droite, le long du segment donné par la figure de gauche.
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FIGURE 5.12 - Approximation en terme force, géométrie JET. Champs de densité
at =0 (gauche) et & t = 1.7 (droite).

5.2.2 Nouveau solveur de Riemann

La deuxiéme méthode considérée pour approximer le terme équilibre est 'intégration
de ce terme au sein du solveur de Riemann (c.f. partie BZI3)). Cette méthode a été testée
sur la configuration JET qui posait probléme avec I'approximation sous forme d’un terme
source. Le calcul a été mené avec une méthode volumes finis couplée au nouveau solveur
de Riemann, en géométrie plane, avec un schéma en temps explicite RK4. Le maillage
est aligné sur les lignes de champ magnétique et est constitué de 30000 points et 59000
triangles.

Maintien du confinement du plasma

Des conditions aux limites de glissement sont utilisées partout pour ce cas test et sont
imposées par 'intermédiaire de cellules fantomes. Les conditions initiales considérées sont
identiques & celles utilisées précédemment (fig. B.10).

La figure compare les profils de pression a l'instant initial et au temps ¢ = 20. On
observe ici que les deux profils sont confondus. Par ailleurs, le champ de vitesse obtenu au
méme temps est aussi donné figure 5.13l La norme de la vitesse poloidale est de I'ordre
de 10719 soit de l'ordre de lerreur machine, la vitesse de référence étant de l'ordre de
10°> m?/s. Par conséquent, ce premier test semble plutot encourageant : I'intégration du
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FIGURE 5.13 — Nouveau solveur de Riemann, maintien du confinement du
plasma. Haut : Profils de pression a ¢ = 20 et de p., & droite, le long du segment de
la figure de gauche. Bas : Composantes horizontale (gauche) et verticale (droite) de la
vitesse a ¢ = 20 (200000 it.)
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FIGURE 5.14 — Nouveau solveur de Riemann, perturbation du plasma. Profils de
pression a t = 12.4 et de p.,, & droite, le long du segment donné par la figure de gauche.

terme équilibre a I'intérieur du solveur de Riemann permet de préserver le confinement du
plasma.

Un second test a été effectué sous des conditions analogues au calcul qui vient d’étre
décrit mais avec une pression initiale perturbée par rapport a celle d’équilibre. Une per-
turbation homogéne de I'ordre de 1% est utilisée. Au temps t = 12.4, la figure montre
que le profil est revenu a la condition d’équilibre. Ainsi, la perturbation mise en place ne
trouble pas 1’équilibre du plasma. La configuration considérée apparait ainsi stable.



124 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMERIQUES

Confinement du plasma avec condition de Bohm

Le calcul est mené en présence des conditions aux limites de Bohm. Le maillage con-
sidéré est le méme que précédemment. Les conditions aux limites sont de type glissement
au coeur du plasma, ainsi qu’au bord extérieur a I’exception des plaques du divertor. Des
conditions aux limites de Bohm sont imposées sur ces derniéres par la méthode du flux,
comme proposée dans le paragraphe
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FIGURE 5.15 — Gauche : Mach signé a la condition initiale. Droite : champ de vitesse
azimutal et vecteurs de vitesse poloidale & la condition initiale.

Les conditions initiales utilisées ici sont les mémes que précédemment pour la densité
et la pression (c.f. fig. 5.I0). La condition initiale de vitesse est construite & partir des
conditions aux limites de Bohm, comme décrit dans la partie B.2l Ainsi, a l'intérieur
de la séparatrice, la vitesse est nulle. A l'extérieur, la vitesse est purement colinéaire au
champ magnétique. Elle est construite a partir des conditions aux limites de Bohm et varie
linérairement le long d’une ligne de champ magnétique (c.f. section B.2.2)). Cette condition
initiale de vitesse et le champ de Mach associé sont donnés figure [5.15]

La méthode FVM utilise le solveur de Riemann incluant le terme équilibre avec un
schéma en temps explicite RK4. La géométrie considérée est 3D axisymétrique mais les
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termes croisés de la divergence d’un tenseur sont dans un premier temps négligés, assimi-
lant la géométrie & un cylindre (« géométrie slab »).

Le champ de vitesse au cours de la simulation est donné figure (.16, Une zone de cir-
culation apparait au niveau du point X dans un premier temps, probablement due a la
géométrie torique du tokamak. Ce phénoméne de recirculation s’estompe au fil du calcul,
laissant place a un champ de vitesse colinéaire au champ de magnétique, la condition aux
limites de Bohm imposant un flux de matiére en direction des plaques du divertor.

La figure .17 présente I’évolution du nombre de Mach au cours du calcul. Les iso-Mach
M =1et M = —1 sont en particulier représentés. Ils montrent 'apparition de vitesses
supersoniques a proximité des plaques. Ce phénoméne est notamment expliqué dans [24].
Remarquons qu’aucune couche limite ne se développe au niveau des plaques, la méthode
du flux imposé satisfait donc bien I'inéquation M > 1, voulue par la condition aux limites
de Bohm.

La figure présente 1’évolution d’un profil de densité. Malgré la présence des con-
ditions de Bohm qui imposent un flux de matiére en direction du divertor, le champ de
densité est maintenu dans le coeur du plasma, en raison de la présence du terme d’équili-
bre. De fagon évidente, en prolongeant le calcul, la SOL aura tendance a se vider, le plasma
étant attiré par les conditions de Bohm. Toutefois, ici, aucun mécanisme de réapprovision-
nement du plasma n’est présent. Dans I'esprit de ce qui se fait pour les modéles fondés sur
I'approximation en vitesse de dérive [60], celui-ci pourrait étre modélisé par un terme de
diffusion de densité perpendiculaire au champ magnétique, ce qui permettrait a la SOL
de récupérer de la matiére provenant du coeur du plasma.

Dans un second temps, un calcul similaire a été¢ mené en 3D axisymétrique, en présence
donc des termes croisés de la divergence des tenseurs. Des résultats pour la vitesse et le
Mach sont présentés figure [5.18 On peut observer qu’en présence de ces termes radiaux, le
maintien du confinement du plasma semble davantage problématique. En effet, au niveau
du point X, un flux de matiére est observé, engendrant donc un déséquilibre du plasma.
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FIGURE 5.16 — Nouveau solveur de Riemann, confinement du plasma avec con-
dition de Bohm. De haut en bas et de gauche a droite : champ de vitesse azimutal et
vecteurs de vitesse poloidale a t=0:6.61;10.74;16.52.
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FIGURE 5.17 — Nouveau solveur de Riemann, confinement du plasma avec con-
dition de Bohm. De haut en bas et de gauche a droite : champ de nombre de Mach signé
at=0;6.61;13.21;20.65.
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FIGURE 5.18 — Nouveau solveur de Riemann, condition de Bohm, géométrie
axisymétrique. Haut : nombre de Mach a ¢ = 13.21;20.65. Bas : champ de vitesse
azimutal et vecteurs de vitesse poloidale a t = 13.21; 20.65.
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FIGURE 5.19 — Nouveau solveur de Riemann, confinement du plasma avec con-
dition de Bohm. Profils de densité a t= 0;5.8; 11.6; 20.6 a gauche, le long du segment
donné par la figure de droite.

5.3 Perturbations de 1’équilibre

Deux problémes majeurs ont été révélés par les derniers tests.

— Les conditions de Bohm provoquent un flux de matiére en direction des plaques
du divertor sans qu’aucun mécanisme de réapprovisionnement ne vienne compenser
cette perte.

— Dans le cas de la géométrie axisymétrique toroidale, un déséquilibre du plasma ap-
parait au niveau du point X avec le nouveau solveur de Riemann.

C’est pourquoi une derniére méthode d’approximation a été proposée dans le paragraphe
B.1.4. Elle consiste a évaluer numériquement les termes d’équilibre sur la quantité de mou-
vement et sur I’énergie mais aussi sur la densité, ce qui permet de modéliser une source
de matiére réalimentant le plasma. Si le systéme est physiquement stable, en ’absence de
perturbation, I’équilibre est alors parfaitement préservé.

Différents types de perturbations ont été utilisés afin d’évaluer leur impact sur 1’équili-
bre du plasma. Ainsi, le terme d’équilibre est évalué numériquement a partir des quantités
non perturbées mais ce sont les champs perturbés qui sont pris comme conditions initiales.

Les conditions aux limites considérées ici sont les mémes que précédemment :
— condition de Bohm aux plaques par la méthode du flux imposé,

— condition de glissement au bord extérieur, zone privée comprise,

— condition de glissement au coeur du plasma.
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Les calculs ont été menés sur une géométrie axisymétrique avec une méthode volume
finis, couplée a un solveur de Riemann de type HLLC. Le schéma est d’ordre 2 en espace
et explicite en temps (RK4). Le maillage est le méme que précédemment.

A I’équilibre, les conditions de pression et de densité considérées sont données fig. 5.10L
Les conditions initiales de vitesse et de Mach sont obtenues de fagon analytique, la vitesse
paralléle varie linéairement suivant les lignes de champ magnétique. Elles sont données fig.
.20

Pseudocolor
var w

e

—3.1252+04

Max: 6.245e+04
Min: -6.232e+04

=1.0

-1.5-

T T T T T T T T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

FIGURE 5.20 — Gauche : champ de vitesse azimutal et vecteurs de vitesse poloidale a la
condition initiale. Droite : nombre de Mach & la condition initiale.

5.3.1 Perturbation homogéne de la densité

Dans un premier temps, une perturbation homogéne de la densité, de 'ordre de 1%, a
été imposée :
Po = peq(1 +0.01a), (5.5)
ol a est un réel aléatoire, de densité de probabilité uniforme, compris entre —1 et 1. La
pression a I’équilibre ainsi que la vitesse sont conservées mais la température est modifiée
conformément & la perturbation de la densité :

T, = Ped™ (5.6)
Po€
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ou m; est la masse ionique et e, la charge électronique.

Les résultats obtenus suite a cette perturbation sont donnés figure 5211 Les fluctuations
de pression les plus importantes se développent dans un premier temps au niveau de la
séparatrice et se propagent ensuite dans la SOL. Cela correspond au fait qu’a la séparatrice,
le terme permettant le maintien du plasma est le plus important. Concernant la norme
de la vitesse, des remarques similaires peuvent étre émises. En effet, les fluctuations les
plus importantes sont observées au niveau de la séparatrice et dans la SOL. Cependant,
de faibles fluctuations de vitesses apparaissent aussi dans le coeur du plasma. On peut
supposer que celles-ci tendent a remettre le plasma dans les conditions d’équilibre. Pour
chacune des visualisations, on peut remarquer que les fluctuations sont en particulier
importantes au niveau du point X. En effet, dans cette zone, le maintien du confinement
est délicat car 4 zones distinctes sont limitrophes : le coeur, la zone privée, le bord coté
champ fort et celui coté champ faible.

5.3.2 Perturbation localisée de densité
Surdensité localisée sans modification de la vitesse

Dans un second temps, une perturbation localisée de la densité a été considérée :

(x —2,3)%+ (y — 0, 1)2)
2(0,04)2

Po = Peq T pEXp <_ (5.7)

avec p = 9,5.107%. Les conditions de vitesse et de pression sont les mémes que précédem-
ment mais le champ de température est modifié (c.f. éq. (56)).

Cette perturbation consiste donc a imposer une surdensité isobare, localement dans la
SOL, de forme gaussienne. Celle-ci est représentée fig. [5.22

Rappelons que le calcul ayant été mené sur une géométrie axisymétrique, la pertur-
bation introduite dans la SOL modélise en fait un anneau de surdensité dans le tore.

La figure 0.23] présente les résultats obtenus pour les champs de densité et de vitesse
poloidale au cours du calcul. Les différentes visualisations montrent 1’évolution de la per-
turbation le long des lignes de champ magnétique. En effet, la perturbation est entrainée
par la vitesse poloidale initiale. Par ailleurs, un phénoméne de recirculation apparait a
I’avant de la perturbation et suit le pic de densité qui est transporté. Toutefois, cette per-
turbation reste localisée dans la SOL, n’atteignant pas la séparatrice. Elle n’affecte donc
pas le coeur du tokamak.

Surdensité localisée avec modification de la vitesse

Ce dernier test de perturbation de I’équilibre est proche du précédent. En effet, la
méme perturbation de la densité est mise en place (éq. (B.7) et (5.6)). La pression est
celle de I’équilibre. Par contre, la surdensité est cette fois affectée d’une vitesse poloidale
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FIGURE 5.22 — Surdensité localisée sans modification de la vitesse. Conditions
initiales de la vitesse poloidale et du champ de densité, en présence d’une perturbation
locale.

radiale, comme le montre la premiére vignette de la figure B.24. Le reste du champ de
vitesse est le méme que précédemment.

La figure présente les résultats de la simulation pour la densité et la vitesse poloi-
dale. Dans un premier temps, on remarque que la vitesse radiale affectée a la surdensité
entraine celle-ci en direction de la séparatrice. Toutefois, le terme d’équilibre, plus impor-
tant a ce niveau, stoppe la progression radiale de la matiére. La surdensité commence alors
a se propager suivant les lignes de champ magnétique, entrainée par la vitesse poloidale.
Ainsi, méme en présence d’une vitesse radiale, cette perturbation de ’équilibre ne traverse
pas la séparatrice et n’impacte donc pas le coeur.
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5.4 Injection de pellets

Le but de cette section est de présenter des résultats obtenus pour la modélisation
d’injections de pellets. En effet, le phénoméne de fusion nucléaire repose sur la réaction
D-T. Afin de prolonger la production d’énergie, il est nécessaire de réalimenter le tokamak
en Deutérium et Tritium au fur et & mesure du processus. Il existe plusieurs méthodes pour
procéder a cette réalimentation. Un premier procédé, le Gaz Puff [54] consiste & injecter
des particules dans la chambre & vide, celles-ci peuvent ensuite pénétrer le plasma et étre
ionisées. Ce systéme est toutefois moins efficace que les injections de pellets [49], a savoir
I'injection & grandes vitesses des glagons de D-T. Ceux-ci sont protégés par leur couche
externe qui disparait dans le plasma de bord, permettant ainsi au deutérium et au tritium
de pénétrer dans le coeur du plasma.

Une modélisation de ce procédé est notamment proposée dans [56] sous la forme de
termes sources :

Op + V.(pu) =m(t, p)

Opu+V.(pu®u+pl)=F (5.8)
Ope + V.((pe + p)u) = Fu+T m(t, p)

Le terme source de matiére est modélisé ici sous la forme :

P (t—0.3)2 (x —2.44)* + (y — 0.1)?
ren=gor (S ) or (< Er ) o

avec x et y, les coordonnées radiale et verticale et C' = 103,

Notons que la présence du terme source de masse implique un terme supplémentaire
dans I’équation de I’énergie.

Remarquons que ce terme source est localisé en espace, sous la forme d’une gaussienne
centrée dans le coeur du plasma, ou a lieu usuellement la propagation du pellet. Cette
gaussienne déborde aussi a 'extérieur de la séparatrice. Par ailleurs, I'injection de matiéere
est progressive et limitée dans le temps : I'injection est maximale a ¢ = 0.3 et quasiment
terminée a t = 0.6.

Les calculs ont été menés en géométrie axisymétrique avec une méthode volumes finis,
couplée a un solveur de Riemann de type HLLC. Le schéma est d’ordre 2 en espace et
explicite en temps de type RK4. Le terme d’équilibre est calculé numériquement, comme
dans les derniéres simulations présentées.

Les conditions aux limites considérées ici sont identiques aux calculs précédents :
— condition de Bohm aux plaques par la méthode du flux imposé,

— condition de glissement sur le bord extérieur, zone privée comprise,

— condition de glissement au coeur du plasma.
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5.4.1 Vitesse analytique linéaire

Les conditions initiales considérées sont les conditions de 1’équilibre, qui permettent
de calculer le terme de compensation numérique. Elles sont données figures 510 et
Le maillage est le méme que précédemment (environ 30000 noeuds et 59000 triangles). Le
temps de calcul est d’environ 26h pour 30000 itérations (s, = 1.24). Notons qu’ici la
perturbation va provenir de la présence des termes sources et non plus de la modification
des conditions initiales.

- -
2.302.402.50 2,602.70 2.80 2.302.402.50 2,602.70 2.80 2.302.402.502,602.702.80

FIGURE 5.25 — Pellet, vitesse analytique linéaire. De gauche a droite : fluctuation
de densité a t = 0.1,0.31,0.72.

Les fluctuations de densité sont présentées figure Celles-ci se manifestent sous la
forme d’une gaussienne, ce qui est cohérent avec le terme source mis en place. La gaussi-
enne considérée impactant la séparatrice et le bord du plasma, une fluctuation de densité
apparait a ’extérieur de la séparatrice et se propage dans la SOL, entrainée par la vitesse
poloidale. Une zone de sous densité apparait alors au niveau de la séparatrice.

Comme présenté figure [5.26] des fluctuations de pression apparaissent et tendent & se
propager dans le plasma. Aux troisiéme et quatriéme visualisations, l'injection est quasi-
ment terminée. La surpression se répand alors, aussi bien dans la SOL que dans le coeur.
La matiére injectée parait donc se propager dans le reste du tokamak, permettant ainsi
son réapprovisionnement.

La figure présente les fluctuations de la norme de la vitesse. Comme pour les
autres quantités, elles apparaissent a I'endroit de I'injection de matiére. Elles s’amplifient
notamment dans la SOL ot les vitesses initiales sont plus importantes. Une fois 'injection
terminée, cette fluctuation de vitesse se propage dans le bord du plasma. La figure
présente aussi la vitesse poloidale. Nous pouvons remarquer que 'orientation des vecteurs
semble peu impactée par cet apport de matiére. Par conséquent, I'injection du pellet ne
semble perturber que légérement le plasma et n’impacte pas son équilibre global.
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FIGURE 5.26 — Pellet, vitesse analytique linéaire. De haut en bas et de gauche a
droite : fluctuation de pression a ¢t = 0.1,0.31,0.56,0.72.



5.4. INJECTION DE PELLETS

Pssudocolor
var flucngrm
Ateona

—0.06761
— 007

— 002234

0000
Max: 009014
Min: 0000

Pseudocolor
var flucngrm,
adrs

—am
— 2737

— 130

o
Max: 5475
Min: 0000

FIGURE 5.27 — Pellet, vitesse

2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

Peeudocobr
Varr: flucngmy
250

— 2437
1625

—08124

000
e 2,250
Hin: G000

Peeudocoir
Var: fucngm
3607

— 4355
— 203

—14.52

of
Hax: 5807
Hin: 0,000

analytique linéaire.

T T T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

droite : Fluctuation de la norme de la vitesse a ¢ = 0.02,0.1,0.31,0.56.
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De haut en bas et de gauche a
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5.4.2 Vitesse a I’équilibre
Maillage aligné sur les lignes de champ

Le cas test considéré ici est similaire a celui présenté précédemment excepté pour les
conditions initiales. Les champs magnétique, de pression et de densité correspondent a
un équilibre différent. La vitesse n’est plus calculée de facon analytique et ne varie plus
linéairement suivant les lignes de champ magnétique. En particulier, la croissance de la
vitesse se produit dans la partie divertor, ce qui semble étre davantage conforme a la
physique. Cette condition a été obtenue avec un code VF, densité-quantité de mouve-
ment paralléle, fondé sur approximation en vitesse de dérive, en présence notamment
d’un terme de diffusion de densité perpendiculaire a B, [10]. Avec cette nouvelle vitesse,
le critére de Bohm est également satisfait. Les conditions initiales de densité, pression,
Mach et vitesse sont données figure 5.28 Le maillage considéré ici est toujours aligné sur
les lignes de champ magnétique et comporte 3564 points et 6834 triangles (c.f. fig £.33)).
Le temps de calcul est de 33min pour 7500 itérations (¢, = 1.14).

Pour cette simulation, on considére le méme terme source (c.f. éq.[5.9) pour modéliser
I'injection du pellet. La figure montre la fluctuation de densité au cours du calcul.
Un phénomeéne similaire a la simulation précédente se produit, avec apparition de matiére
a 'endroit du pellet, toujours modélisée par un terme source de forme gaussienne centrée
dans le coeur du plasma mais traversant la séparatrice. Aussi, la surdensité qui est injectée
a lextérieur de la séparatrice se propage dans le bord, advectée par la vitesse. Toutefois, on
peut remarquer que cette propagation semble étre plus lente que dans le cas d’une vitesse
variant linéairement suivant les lignes de champ. Ceci est cohérent avec le fait qu’au niveau
du pellet, la vitesse est moins importante pour cette simulation que pour la précédente,
la variation de vitesse se situant dans la partie divertor. A la fin de I'injection, la matiére
ajoutée commence a se propager dans le coeur.

La figure [5.30] présente les fluctuations de vitesse au cours du calcul. Celles-ci apparais-
sent a 'endroit de I'injection du pellet. Toutefois, au cours de la simulation, les maximas
de ces fluctuations se déplacent vers le bord extérieur du plasma, les vitesses étant plus
importantes a I'extérieur de la séparatrice que dans le coeur du plasma. Ces fluctuations
de vitesse se propagent ensuite suivant les lignes de champ magnétique, a 'extérieur du
plasma. Remarquons que comme pour la simulation précédente, I'injection de matiére, qui
est modélisée par terme source, n’engendre que de faibles perturbations du plasma et n’a
pas d’impact sur son équilibre global.



5.4. INJECTION DE PELLETS 141

Pseudocolor Pseudocolor
Var: tho Var p
9.871e-08 5795,
1.0
—7429¢-08 —4347,

2899,

4986808

1450,

254308
0.5

1.002e-09
Max: 9.871e-08
Min: 1.002e-09

2387
Manx: 5795.
Min: 2.387

-0.57

-1.07

-1.57

T T T T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

T [Py T T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

Pseudocoler

Var: Mach_s
.— 1416
1.0

—0.7165

Vector
Var vitpal
1.214e+04

1.0

—9102,

6068,

001751

3034,

02354
Max: 1,214e+404
Min: 0,2354

Pseudocalor
ar

rw
8.840e+@0 0

—3.7536+04

-1.344e+04

644053075 7

~1.1546+05
Max: 88406404
Min: -1.154e+05
-1.0-]
-1.5-]
T e T T T T T T Jegr T T T T
2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2 3.4 3.6 3.8

FIGURE 5.28 — Pellet, vitesse a I’équilibre. De haut en bas et de gauche a droite :
conditions initiales de densité, pression, nombre de Mach et vitesse.
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FIGURE 5.30 — Pellet, vitesse a I’équilibre. De haut en bas et de gauche a droite :
fluctuation de la norme de la vitesse a ¢t = 0.02,0.1,0.28,0.47.
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Le calcul mené pour ce nouveau test est le méme que précédemment mais ’amplitude
du terme source modélisant I'injection de pellet est augmentée :

o (t —0.3)2 (z — 2.44)2 + (y — 0.1)2
m(t, p) = c oxp (_W) exp (— 2(0.02)2 ) (5.10)

avec C' = 1.
L’injection est donc 1000 fois plus importante que précédemment. Les conditions initiales
sont inchangées par rapport aux derniéres simulations.

La figure 5.31] présente la fluctuation de densité a différents instants avec cette injection
plus importante. La dynamique générale reste la méme : de la matiére apparait a ’endroit
de l'injection. Une partie de la matiére injectée se trouve a l'extérieur de la séparatrice
et au cours du calcul, elle se propage suivant les lignes de champ magnétique, advectée
par le champ de vitesse. Notons que de facon évidente, cette injection plus importante de
matiére par rapport aux simulations présentées précédemment entrainent des fluctuations
de densité plus fortes, le rapport 1000 étant retrouvé.

Enfin, la figure présente les fluctuations de pression et de vitesse. Une surpression
apparait a I’endroit de 'injection de pellet et se propage dans le reste du plasma, traversant
la séparatrice. Toutefois, dans ce cas, on note que cette fluctuation de pression modifie trés
sensiblement le profil de vitesse poloidale. En effet, & I'instant initial, le champ de vitesse
est paralléle au champ magnétique mais les résultats présentés montrent que dans le plan
poloidale, la vitesse devient perpendiculaire aux lignes de champ magnétique. En effet, la
forte perturbation liée a I'injection se déplace en direction du bord extérieur et une fois
que celui-ci est atteint, la perturbation se propage dans le plasma, modifiant les profils de
vitesse. L’équilibre global du plasma semble alors étre fortement perturbé. Ceci souligne
le fait que l'injection de matiére doit étre dosée afin d’éviter de perturber le confinement
du plasma.
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FIGURE 5.31 — Pellet d’amplitude plus importante, vitesse a 1’équilibre. De haut

en bas et de gauche a droite : fluctuation de densité a t = 0.01,0.3,0.42,0.57.
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FIGURE 5.32 — Pellet d’amplitude plus importante, vitesse a 1’équilibre. De haut
en bas et de gauche a droite : fluctuation de pression et vecteurs de vitesse poloidale a
t =0.01,0.3,0.42,0.57.
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Maillage raffiné localement

L’un des avantages de la méthode volumes finis telle qu’implémenter dans FluidBox-
PlaTo est d’étre utilisable sur des maillages non-structurés. Ainsi, le maillage aligné sur les
lignes de champ magnétique utilisé précédemment a pu étre raffiné localement a I’endroit
de l'injection de pellets. Les conditions initiales sont les mémes que précédemment. Ce
raffinement et l'interpolation de la condition initiale ont été respectivement obtenus par
les logiciels mmg2d et mshint [I6]. Ce maillage raffiné est donné fig. .33 et comporte 5358
points et 10359 triangles.

Le terme source modélisant I'injection de pellet reste analogue aux tests précédents :

o (t —0.3)2 ( — 2.44)2 + (y — 0.1)2
m(t, p) = o oXP (_W) exp (— 2(0.02)2 ) (5.11)

avec C' = 10%.

Comme précédemment, les calculs ont été menés en géométrie axisymétrique avec une
méthode volumes finis, couplée a un solveur de Riemann de type HLLC. Le schéma est
d’ordre 1 en espace et explicite en temps de type RK4. Ici, le temps de calcul est de 12
minutes pour 4500 itérations (tfinqa = 1.03).

La fig. présente la fluctuation de densité a différents temps. La premiére visual-
isation montre le début de l'injection du pellet. Avec ce maillage raffiné localement, la
gaussienne modélisant le terme source est mieux définie par rapport au maillage aligné sur
les lignes de champ. Ensuite, le maximum de fluctuation de densité se déplace en direction
du bord du plasma, en traversant la séparatrice. Une zone de sous densité apparait au
niveau de la séparatrice alors que la matiére injectée se trouvant dans le bord se propage,
advectée par la vitesse de la SOL.

Les fluctuations de pression sont montrées figure .35l Comme pour la densité, la
fluctuation de pression apparait au niveau de l'injection de pellet. Mais au cours de la
simulation, cette surpression se propage dans le reste de la géométrie. En effet, elle traverse
notamment la séparatrice en direction de la SOL. Cette évolution de la surpression nous
confirme que la matiére injectée par pellet se propage bien dans le systéme et en particulier
dans le coeur, comme souhaité.

La figure donne 1’évolution de la fluctuation de la norme de la vitesse et des
composantes poloidales du vecteur vitesse. Au début de la simulation, le maximum de
fluctuation de vitesse apparait a I’endroit de l'injection et traverse ensuite la séparatrice
pour atteindre la SOL, ou les vitesses sont plus importantes. Remarquons que la direction
des vecteurs vitesses est peu impactée par cette injection de matiére.
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FIGURE 5.33 — Maillages pour la vitesse & 1’équilibre. Haut : Zooms du maillage
aligné classique, 3564 points et 6834 triangles. Bas : Zooms du maillage raffiné localement,

5358 points et 10359 triangles.

Au final, on peut remarquer que la dynamique générale aprés I'injection de pellet obtenue
sur ce maillage raffiné localement est semblable & celle du maillage aligné. En effet, le

confinement global du plasma semble étre peu impacté par cette perturbation.
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FIGURE 5.34 — Pellet, maillage raffiné localement. De haut en bas et de gauche a
droite : fluctuation de densité a ¢t = 0.02,0.14, 0.34, 0.50.
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FIGURE 5.35 — Pellet, maillage raffiné localement. De haut en bas et de gauche a
droite : fluctuation de la pression a ¢t = 0.02,0.14,0.34, 0.50.
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FIGURE 5.36 — Pellet, maillage raffiné localement. De haut en bas et de gauche
a droite : fluctuation de la norme de la vitesse et vecteurs de vitesse poloidale a t =
0.02,0.14, 0.34, 0.50.
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Conclusion

Dans le cadre de la Fusion par Confinement Magnétique, la production d’énergie né-
cessite de confiner le plasma dans des chambres toriques, les tokamaks, afin de favoriser
les réactions Deutérium-Tritium. L’essentiel des réactions se produisent dans le coeur du
plasma. Toutefois, le bord du plasma joue aussi un roéle important. En effet, le contact
plasma-paroi peut engendrer 'apparition d’impuretés dans le reste du tokamak et ainsi
limiter les performances de la machine. Les interactions plasma-paroi doivent donc étre
optimisées afin de préserver le confinement et d’éviter la détérioration des composants
solides. Par ailleurs, afin de prolonger la production d’énergie, il est nécessaire d’envisager
des méthodes qui permettent la réalimentation du plasma et qui doivent passer par le
bord du tokamak. Ce travail a ainsi porté sur la simulation du plasma de bord dans les
tokamaks.

Dans une premiére section, le modéle fluide sur lequel s’appuie le travail a été présenté.
Différentes approches de modélisation du plasma peuvent étre utilisées : descriptions mi-
croscopique, cinétique ou encore fluide. La premiére est trop coiiteuse pour des simulations
numeériques. Les approches cinétique et fluide dérivent de cette description particulaire.
Le choix de la méthode utilisée dépend donc des phénoménes a observer ou encore de la
zone du tokamak étudiée. L’utilisation d’une méthode fluide est appropriée dans le cas du
plasma de bord, ou les collisions sont importantes.

Cette approche fluide dérive de ’équation de Boltzmann et est couplée avec les rela-
tions de fermeture de Braginskii. Ainsi, les termes de diffusion et de viscosité ne présentent
pas les formes usuelles de la mécanique des fluides mais se caractérisent par une forte
anisotropie suivant les lignes de champ magnétique. Toutefois, des évalutions numériques
des coefficients montrent des diffusions et des viscosités importantes pour des tempéra-
tures de 'ordre de 100eV, ce qui pose alors le probléme de la pertinence de ces relations
de fermeture dans ces conditions.

Dans la section 2, des simulations numeériques ont été menées afin d’étudier les effets
d’anisotropie de la diffusion suivant les lignes de champ magnétique. Un probléme modéle,
portant sur une équation de chaleur présentant une densité de flux thermique non-linéaire
en température et fortement anisotrope suivant B, a été considéré avec une méthode d’élé-
ments finis P;. Les résultats obtenus ont notamment été comparés a des résultats éléments
spectraux. De facon évidente, les éléments finis P; entrainent une diffusion numérique im-
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portante par rapport a la méthode SEM. Toutefois, I'utilisation de maillages alignés sur
les lignes de champ permettent de limiter cette diffusion.

Un probléme de rayonnement avec diffusion non-linéaire et anisotrope a ensuite été
étudié sur des géométries circulaire et de type ITER. Ce rayonnement est modélisé par
un terme puits de chaleur non-linéaire. Les simulations ont montré que suivant les rayon-
nements étudiés, ceux-ci peuvent avoir un impact sur le coeur du plasma et par conséquent
sur le confinement. C’est le cas en particulier pour un anneau radiatif. Au contraire, un
rayonnement plus localisé (comme dans le cas du spot) disparait naturellement sans im-
pacter le coeur.

La section 3 a présenté le modéle utilisé dans la suite du travail : un modéle de type
Navier-Stokes avec terme de forcage stationnaire. Ce modéle est approximé par une mé-
thode volumes-éléments finis. Le terme de forcage permet d’assurer le confinement du
plasma dans le tokamak. Une premieére difficulté ici est de d’évaluer ce terme, en I’absence
d’information sur le courant : plusieurs méthodes ont été proposées et les résultats corre-
spondants ont été donnés section 5. A 1’équilibre, ce terme de forcage est égal au gradient
de pression. Ainsi, une premiére méthode consiste a approximer celui-ci sous la forme d’un
terme source. Cependant, cette méthode ne s’est pas avérée concluante, les simulations
numeériques présentant un déséquilibre artificiel, provoqué par la différence de discrétisa-
tion entre le gradient de pression inclu dans le solveur de Riemann et celui calculé par
terme source. L’implémentation d’'un nouveau solveur de Riemann incluant le terme de
forcage a ensuite été proposée, en utilisant un schéma de relaxation. Toutefois, méme si
les simulations paraissent concluantes en géométrie plane, le passage a la géométrie axisy-
métrique provoque de nouveau un déséquilibre numérique du confinement a I’endroit du
point X. La derniére méthode consiste a évaluer numériquement le flux correspondant a ce
terme de forcage. Ce dernier procédé a ’avantage de permettre une réalimentation globale
du plasma, équivalente a la perte de matiére qui s’échappe par les limiteurs ou les plaques
de neutralisation.

Une deuxiéme difficulté ici est la modélisation des conditions de Bohm pour imposer la
sortie des particules a la vitesse sonique, voire supersonique aux limiteurs ou aux plaques
de neutralisation, suivant la configuration considérée. L’idée retenue est d’imposer un flux,
sur les points du bord concerné, dépendant de la vitesse du son et des vitesses des points
voisins afin d’imposer un nombre de Mach : M > 1. Des conditions aux limites glissantes
sont utilisées pour le reste de la géométrie (parois et coeur du plasma).

Une étude a été menée pour la modélisation volumes finis dans une géométrie cylin-
drique dans la section 4. La difficulté ici est de discrétiser les termes de courbure, propres a
ce systéme de coordonnées, qui apparaissent dans les équations vectorielles. Usuellement,
la méthode est de projeter I’équation vectorielle et ensuite d’intégrer chacun des termes. Le
caractére conservatif de I’équation est alors perdu, les termes de courbure étant considérés
comme des termes sources. La seconde approche proposée ici consiste a considérer comme
volume élémentaire, la cellule engendrée par la rotation autour de I’axe du tokamak d’une
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cellule bidimensionnelle. Ainsi, ’équation vectorielle conservative est intégrée sur ce volu-
me 3D. Les termes propres a la géométrie cylindrique apparaissent alors naturellement lors
de 'étape de la projection. Une application a la géométrie axisymétrique a été effectuée
et des simulations sur un cas test ont montré que les deux méthodes étaient équivalentes,
en géométrie axisymétrique.

La derniére section décrit les différentes simulations qui ont été menées. Des systémes de
types Euler, Navier-Stokes et Braginskii ont d’abord été considérés. Les résultats obtenus
par la méthode volumes-éléments finis ont été comparés avec une méthode d’éléments
spectraux, sur une géométrie de type Tore-Supra. Ces simulations montrent que les vis-
cosités usuelle et de type Braginskii conduisent a des dynamiques générales similaires bien
que les résultats présentent tout de méme quelques différences.

Enfin, des simulations sur les injections de pellets ont été conduites. En effet, afin de
prolonger la production d’énergie, il est nécessaire de réalimenter le plasma en matiére.
L’un des procédés consiste a injecter a grandes vitesses des glacons de Deutérium-Tritium,
la couche externe disparaissant dans le bord du plasma et permettant ainsi a la matiére
d’atteindre le coeur. Cette injection est modélisée par un terme source de matiére localisé.
Cette perturbation se traduit par des fluctuations de densité et de pression qui apparais-
sent a ’endroit de l'injection mais qui se propagent ensuite dans le systéme, traversant
notamment la séparatrice. La matiére injectée semble alors bien réalimenter le systéme.

Le modéle fluide utilisé ici pour simuler le plasma de bord du tokamak a été simplifié.
Du point de vue de la modélisation, 1’étape suivante serait de prendre en compte une
équation sur le courant, permettant ainsi de calculer explicitement le terme de forcage
a chaque instant. La configuration en point X pose aussi une difficulté géométrique car
différentes zones sont limitrophes a cet endroit : la zone privée, les bords cotés a champs
faible et fort et le coeur du plasma, provoquant des gradients intenses qui peuvent s’avérer
délicats a traiter numeériquement. Les simulations numériques ont été menées sur la base
du logiciel FluidBox-PlaTo en mode séquentiel. Du point de vue de I'implémentation
numérique, ce code posseédant 'architecture pour une parallélisation des calculs, 1’étape
suivante serait de paralléliser les développements qui ont été menés.
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Annexe A

Formulaire

Les formules de certains coefficients utiles en physique des plasmas sont données dans
cette annexe. La grande majorité de ces expressions est tirée du formulaire NRL [40]. Par
ailleurs, cette annexe rappelle aussi quelques identités vectorielles utilisées dans le cadre
de cette thése.

A.1 Quelques formules de coefficients

SI | CGS
Masse kg g
Energie J erg
Temps S S
Densité m=3 | em™
Charge C | statC
Champ magnétique | T G

TABLE A.1 — Unités des systémes SI et CGS

Les principales unités dans les systémes SI et CGS sont données par le tableau
Le tableau donne quelques constantes usuelles en unités SI et CGS. Par ailleurs,
usuellement en physique des plasmas, on exprime la température en eV'. Les principaux
facteurs de conversion sont les suivants :

~  Energie|J].10” = Energie|erg|
~ q|C].3.10° = q|statC]
~ B[T].10* = B|G]

—  n[em™3].105 = n[m 3]
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~ T[eV].11604 = T[K]

SI CGS
Constante de Boltzmann & | 1,3807 1072 J/K | 1,60 107! erg/eV
Charge élémentaire e 1,6022 107 C | 4,8032 10719 StatC
Vitesse de la lumiére c 2,9979 10% m/s 2,9979 10 cm/s
Masse de 1’electron m, 9,1094 1073 kg 9,1094 1072 g
Masse du proton m,, 1,6726 10727 kg 1,6726 10~ g

TABLE A.2 — Constantes usuelles en unités SI et CGS

En utilisant les facteurs de conversion précédents et les constantes données dans le
tableau [A.2] certaines grandeurs caractéristiques des plasmas sont données ici, en unités
CGS et SI (A est le logarithme de Coulomb dont la valeur sera prise a 15 pour les calculs) :

— le temps de collision, temps moyen entre deux collisions pour une particule donnée :

3 i kj"l 3/2
T = —"m() en unités CGS, T en eV et k en erg/eV;

4\/%)\71,@'64
T/*
=1,39 10°~— s avec n; en unités CGS, T} en eV ;
30
=1,11 10° ;z s avec n,; et T; en unités SI;

3y/Me (KT,.)%/?
= M en unités CGS, T en eV et k en erg/eV;

4/ 27 An et
3/2
=2,29 10*=

e

s avec n, en unités CGS, T, en eV ;
n
372
e

=1,83 10*

s avec n, et T, en unités SI;
Ne

— la pulsation cyclotroniqueH, le nombre de rotations par seconde d’'une particule au-
tour d’une ligne de champ :

B BZe

Wei en unités CGS;
my;

c
= 9,58 10°BZ rad/s, avec B en unités CGS;
= 9,58 107BZ rad/s, avec B en unités SI;

*. La fréquence est obtenue facilement & partir de la pulsation : f = w/27.
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Be .
We,e = —— en unités CGS;
m

eC
= 1,76 10"B rad/s, avec B en unités CGS;
= 1,76 10'' B rad/s, avec B en unités SI;

, pulsation caractéristique des ondes du plasma, :

*

— la pulsation plasma

4d7n; Z2e? )
wy; = 4| —— rad/sec, en unités CGS;
my
= 1,32 103Z/n; rad/sec, avec n; en unités CGS
= 1,32 Z,/n; rad/sec, avec n; en unités SI
4mn.e? )
Wpe = rad/sec, en unités CGS;

e

= 5,64 10%,/n, rad/sec, avec n. en unités CGS
= 5,64 10" /n. rad/sec, avec n, en unités SI

— la vitesse thermique :

kT;
v, = * ¢cm/s, en unités CGS;
my

= 9,78 10°\/T; cm/s, avec T en eV
= 9,08 10'\/T; m/s, avec T en unités SI;

T
vr, =4/—— cm/s, en unités CGS;
Me

= 4,19 10"\/T, ¢cm/s, avec T en eV
= 3,89 103\/T, m/s, avec T en unités SI;

— la longueur de Debye :

kT
Ap ={/———= cm, en unités CGS;
4dmne?

T
= 7,43 10?4/ = cm, avec T et n en unités CGS;
n
T
= 6,90 10'y/ = m, avec T et n en unités SI;
n

— le rayon de Larmor ou gyroradius, amplitude du mouvement de la particule dans le
plan transverse aux lignes de champ magnétique :
T;

TLi = cm, en unités CGS;
wc,i

=1,02 102Z—Bi cm, avec T et B en unités CGS;
T; .
=9,47 10_7% m, avec T et B en unités SI;
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ur, .y
rLe = —— cm, en unités CGS;

We,e
VT,

=2,38 Fe cm, avec T et B en unités CGS;

Ve .
=2,21 10‘8? m, avec 1" et B en unités SI;

Le tableau [A.3] présente les ordres de grandeur obtenus pour ces différentes formules
pour des valeurs caractéristiques du bord et du coeur du plasma. Notons que les valeurs du
coeur sont celles utilisées par Freidberg dans [21] et les formules précédentes permettent
d’obtenir des valeurs similaires a |21].

bord du plasma | coeur du plasma

Température en K 5,80.10° 2,3208.107
Densité en m~=3 1019 2.10%Y
BenT 5) )

T, en s 4,90.107° 6,20.107*
Te €N S 8,08.107 1,02.107°
fooens 1,31.10°° 1,31.10°°
feeens 7,14.10712 7,14.10712
fpiens 1,51.107° 3,36.107%
Fooen s 3.53.10 10 7.87.10°
Ap en m 1,66.107° 2,35.107°
TLien m 1,44.107% 9,12.10~*
L. enm 3,36.10 2,13.10°

TABLE A.3 — Ordres de grandeurs des quantités caractéristiques du plasma.

A.2 Quelques identités vectorielles utiles

Soient f, un scalaire, u, v et w des vecteurs et II, un tenseur.
-~ V.(fu)=uVf+ fV.u

-~ V.(uAnv)=v.(VAu) —u(VAV)

- VAVu=0

—u(vAw)=v. (wAu =w.(uAv)

- V.(fIl) =V Il + fV.II

-~ V.(vIl) =vV.II+1I: Vv

- Vvev=V.vw+ (v.V)v



Annexe B

Equations conservatives de la MHD

L’approche proposée par Kominsky [45] pour obtenir les équations conservatives de
la MHD est donnée ici. Dans ce but, rappelons le systéme cinétique (L43]) obtenu pour
chacune des espéces s, électron et ion :

atps +V- (psus) =0
Opsus  +V - (psusus + Ps) = Zgeng(E+us, AB) + Ry (B.1)
Opses +V - (psesug + Peug) = -V -qy + ZeensEoug + Rug + Q

L’idée est donc de sommer ces équations sur les électrons et sur les ions afin d’obtenir un
systéme mono-fluide. Dans cette annexe, nous nous noterons uv, le produit tensoriel.

B.1 Equation de continuité

Définissons dans un premier temps, la masse volumique et la quantité de mouvement
totales :
p = pe+ pi et pu= p.u, + p;u;. (B.2)

De fagon évidente, en sommant les équations de continuité du systéme (B.I]) sur cha-
cune des espéces (électron et ion), on obtient facilement :

O+ V- (pu) =0. (B.3)

B.2 Equation du mouvement

De la méme fagon, les équations sur la quantité de mouvement du systéme (B.I)) sont
additionnées :

Orpu + Z V- (psusus + Py) = Z Zseng(E +us AB) + Z R.. (B.4)
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En rappelant que d’aprés (L21)), R. + R; = 0 et que d’aprés 'hypothése de neutralité,
ne. = Zn;, cette équation devient alors :

oipu + Z V- (psusug + Ps) = J A B, (B.5)

ou le courant J est donné par : J = Zne(u; — u,).

Rappelons la définition du tenseur de pression Py (L35 :
P, = ps < VLVL >, (B.6)

avec la vitesse v (variable indépendante de I’équation de Boltzmann), décomposée en la
vitesse moyenne uy, définie en (I.24]), et une fluctuation v} telle que < v, >= 0, v = u,+vL.

Une vitesse wg va étre définie ici par :
us; = ws+u (B.7)

et nous allons introduire le tenseur de pression global P, sachant que v—u = v—us+w,; =
/
Vi + Wy

P = Zp5<(v—u)(v—u)>
= i ps < VLVL >+ Zpswsws
= i P, + Z pswsw:. (B-S)
Remarquons ensuite, ’égalité suivante qui nous sera utile par la suite :
D pawe = ps(us—u) =0, (B.9)

d’aprés la définition de u, c.f. (B.2).
En utilisant cette derniére égalité (B.9), le terme suivant devient :

Z Psllglly = Z ps(Ws +u)(ws + u)
= Z PsWsWg + puu + 2u Z PsWs

= Z PsWsWg + puu. (B.10)

En reprenant les résultats (B.8) et (B.10), ’équation globale de quantité de mouvement
est obtenue :
opu+V - (puu+ P)=JAB. (B.11)
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B.3 Equation de I’énergie

Un raisonnement similaire peut étre effectué concernant les équations d’énergie du

systeme (B.1) :
Z@tpses+zv (psesus + Pug) = ZV qS+ZZen8EuS+ZR uS—I—ZQS

(B.12)

Dans ce but, dans un premier temps, la pression scalaire globale correspondant au
tenseur P, défini en (B.8) est introduite, sachant que < v/; >=0:

= > p+t 77_1 > pawl. (B.13)

pe :

Z Ps€s = b + % Z psu§

S 7 - 1 S
D 1 1 1
= ﬁ ~3 Zpswf + 5 psws2 + Epu2
_ _P L
= 1 + 2pu
= pe (B.14)

Nous allons maintenant considérer les autres termes de 1'équation (B.12)). Pour cela, les
énergies pses sont décomposées afin de faire apparaitre les énergies internes et cinétiques
correspondantes.

Ainsi, d’aprés (B.13)), on obtient pour les énergies internes :

Zpsus = UZPS + Zpsws
= pu-— u—ZpsW +Zpsws (B.15)

Ensuite, le terme correspondant a 1’énergie cinétique peut s’écrire sous la forme suiv-
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ante, en s’appuyant sur (IEE)_I) :
Z psuiu, = Z ps (Wu + w’w, + wiu+ wiw, + 2(uw,)u + 2(uw,)w,)
= puzu + Z pswfu + Z pswzws + 2u. Z PsWsW
S S S (B.16)

En sommant les résultats (B.15) et (B.16) pour les énergies internes et cinétiques, on
obtient :

1 1 9
; Ps€sly = ﬁ gpsus + 3 ; PsUsUg (B.17)
1 1
= peu+ ﬁ XS:PSWS + 5 Zs: pswgws +u. Zs: PsWsWs
Avec (B.8), le terme correspondant au tenseur de pression devient :

Z Pu, = Z P+ Z Pw, = Pu— Z PsWsWg. U + Z Pw, (B.18)

Comme pour le tenseur de pression global (B.8)), définissons maintenant le flux de
chaleur global :

1
a = 3 ; ps < (Vs +wo)A(vs +wy) >

1
_ §Zp8(< VAV S+ <V > wo+wi <V, >
S
+ Wiw, +2 < (Vew )V > 12(< v > w,)w,)

1 1
= Z(qs + ﬁpsws + §W§Ws + W P) (B.19)

s

d’aprés la définition (L40) et avec < v/g >= 0.

En regroupant les formules (B.17), (B.18) et (B.19), on obtient au final :

Z(psesus + Pyug, 4+ qs) = peu+ Pu+q (B.20)

S

Le terme concernant le champ électrique devient :

> ZenEu,=JE=(JAB)u (B.21)
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car d’apreés la loi d’Ohm, dans le cas de la MHD idéale : E = —u A B.

Au final, I’équation de I’énergie mono-fluide obtenue est :
Ope+V - (peu+ Pu)=-V-q+ (JAB).u (B.22)
sachant que d’aprés (L21), Q. + Q; = 0 et en négligeant > R,.u,.

Au final, les équations mono-fluides et conservatives de la MHD sont donc bien retrou-
vées et correspondent au systéme étudié dans ce travail :

Op+V-(pu)=0
Opu+V-(puu+ P)=JANB
Oype +V - (peu+ Pu)=-V-q+ (JAB).u (B.23)
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Annexe C

Finite Volume Method in Curvilinear
Coordinates for hyperbolic conservation
laws

Abstract

This paper deals with the design of finite volume approximation of hyperbolic con-
servation laws in curvilinear coordinates. Such coordinates are encountered naturally in
many problems as for instance in the analysis of a large number of models coming from
magnetic confinement fusion in tokamaks. In this paper we derive a new finite volume
method for hyperbolic conservation laws in curvilinear coordinates. The method is first
described in a general setting and then is illustrated in 2D polar coordinates. Numerical
experiments show its advantages with respect to the use of Cartesian coordinates.

C.1 Introduction

We are concerned with the construction of finite volume methods in curvilinear coordi-
nates for hyperbolic conservation laws. Such schemes are crucial when one is interested in
capturing accurately the properties of the physical model under consideration in which co-
ordinates system play an important role. The physical models of interest are for instance
those describing charged particles motion in solar winds in the frame of astrophysical
plasmas [26] or the transport of charged particles in a tokamak, a Magnetic Fusion Con-
finement device dedicated to the ignition of controlled thermonuclear fusion reactions on
earth |20, [44] [63].

More precisely, in magnetized plasma, there are two distinct behaviours of particles,
along and accross magnetic field lines. This leads to highly anisotropic flows of the plasma.
As a consequence, Cartesian coordinates do not constitute an appropriate system to de-
scribe the physics that takes place in the plasma. Instead, other systems of coordinates
are preferred, as for instance field aligned coordinates systems [0, [17], Boozer coordinates
or Hamada coordinates [36]. The field governing equations written in these generalized
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curvilinear systems are generally not in strict conservation laws form : spatially varying
metric coefficients multiply the differential terms and additional source terms appear in
the equations. Therefore the design of a finite volume method is not as straighforward as it
is in Cartesian coordinates and additionally important conservation properties can be lost
by the discretisation. Another relevant question that arises in this context concerns the
representation of vectors and the choice of the basis in which these vectors are expressed
since in curvilinear coordinates, the basis are spatially dependent. For instance, the pro-
jection of a vector in the local basis of the corresponding coordinates system introduces
source terms coming from the variations of local basis with respect to the variables of the
chosen curvilinear coordinates, and the conservation laws form of the equation is therefore
lost. From a numerical point of view, finding an appropriate approximation of this kind
of terms that keeps the conservation properties of the system of equations remains a chal-
lenge, for this purpose it is useful to think about source terms in shallow water systems,
or to Coriolis force term in geophysical equations [53].

Our approach consists in constructing the finite volume approximation of the consid-
ered equations in general curvilinear coordinates, without any preliminar projection when
dealing with vector equations. Averaged quantities are carefully chosen so that the con-
structed finite volume scheme is capable of capturing the principal characterics of the
physical models. This approach allows to automatically approximate the non-conservative
terms in a consistent manner independently of the curvilinear system used.

This paper is organized as follows. In section [C.2], prerequisites on curvilinear coordi-
nates are recalled. Finite volume methods in these curvilinear coordinates are designed in
section Numerical tests using two-dimensional cylindrical coordinates as example are
then considered in section in order to illustrate our approach. Finally, conclusion is
given in section [C.5]

C.2 Geometrical tools

Let us consider a physical model defined on a physical domain Q(x) C R3, where
each point M(zx) of Q(x) is localized by its Cartesian coordinates z = '(z', 22, z3).
Suppose now the physical model under consideration can be easily described in another
coordinates systems, so that the physical model can be looked through the domain Q(§),
where € = (¢!, €2, €3). The domain Q(&) will be referred to as the computational domain,
and the corresponding coordinates system & as curvilinear coordinates. Obviously, there

exists an one-to-one map ¢ : € — x, which is assumed to be at least a C'-diffeomorphism,
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which means that J the determinant of the Jacobian matrix M; of ¢ defined by

o€l 02 o3

— | 922 0a2 022
MJ— D€t o€2 €3

9z%  9x° a3
oeT 0 o83

is positive. To introduce the compact expressions of the gradient and the divergence oper-
ators, V, V-, with respect to curvilinear coordinates & that will be used in this paper, it
is useful to define the local covariant basis e, associated to the transformation ¢ given by

ox  Ox' ., 0x* O3

ep = = ik
M ogk T ogk 05’“‘7 ogk

where £ = 1, 2, 3, and 2, 57 and k are vectors of the canonical basis corresponding to
the Cartesian coordinates system. The contravariant basis e* associated to e;, is provided
through the relations

where 5;-“ is the Kronecker tensor.
With these quantities, the gradient of the vector field V(&) is given by

ov. . ov? i k
VV:a—glc@e :(8£k+v ka)el(g)e
(The Einstein summation convention is assumed through this paper.) Here I , are the

Christoffel symbols given by

oen

agr e
and represent the projection onto e; of the change of the vector e,, according to &.
The divergence of the vector field V' (§) is defined as the contraction of the gradient

ov. ov* mi p_ OVF ki
V-V:a—gk-e:<a€k+V ka)ei-e:afk + VT, . (C.1)
. . . 1oJ : _
By using the identity 7 a—gk = I}, one gets the compact expression
1 9(JV -e)
V=s——"
v J ock

Considering a tensor field T, its gradient is given by

or
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The above relation can be expanded as follows

oTv o o
VT = ( oer + T+ T””Tfnk) ei®e; e (C.2)

The divergence of the tensor field T is given by

VT:(‘)—gke
Using relation (C.2)) this leads to
10
T =~ — (JT-€") .
VT =g (VT )

We are now ready to design a finite volume methods in curvilinear coordinates for
hyperbolic conservation laws.

C.3 Contruction of finite volume schemes in curvilinear
coordinates

Let us consider a general hyperbolic conservation law equations written in a coordinate
free manner as

oW
SV FW) =0,

where W is the state variable and F'(W) is its flux.

Let us also consider a curvilinear transformation ¢ : & — @, whose determinant of
Jacobian is J. Using the results of the previous section and noting that 0,J = 0, it can be
seen that in this coordinates system, the above equation becomes

DIW 9 A

In order to see the contour of the problem, we will study separately the construction
of finite volume method into two different cases. The first one deals with the scalar case,
that is the state variable W is a scalar and its flux F (W) is a vector. In a second step,
we will consider the case where W is a vector while its flux F (W) is a tensor.

C.3.1 Scalar equation

This corresponds to take W = S a scalar and F (W) = V a vector, then the hyperbolic

equation becomes
d(J9S) 0 A
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Typical examples for instance are the equations of continuity and energy in fluid dynamics.

According to the finite volume philosophy, the discrete equations are simply obtained by
integrating (C.3]) on a control cell. To be more precise, let us consider a subdivision of the
computational domain £(£) into control volumes (€;),. y - Then integrating equation (C.3)
over a cell €; and dividing the result by the volume |€2;|, one gets

1 /a(JS) 1 / a( k)
dQ + Z(gv.e)da=0,
] Jo, Ot Q0] Jq, OEF

which can be rewritten as
o e ()
— | JV e |dQ2=0.
Q] Jq, O

0 1
— Q
«‘%(mi\ /Q;]Sd )*

Introducing the average S; = @_‘ fQ J S dS2 yields,

0 1 0 A

The flux term is also immediately tractable, since by the divergence theorem, one has

/gi 6‘% (JV | ek> = /m TVi(n - €) do(Q), (C.4)

where 0€2; is the boundary of ;, n is the outward pointing unit vector normal to the
surface 0€2;, and do(€2) the Lebesgue measure on this surface. The right hand side of (C.4)
is immediately calculable as soon as one has numerical fluxes [35] 25] [62]. For this case, it
is readily seen that there is no difference between the construction of finite volume method
in curvilinear coordinates system and in a Cartesian one.

C.3.2 Vectorial equation
This case deals with W = V' a vector and F(W') = T a tensor, then the hyperbolic
equation turns into
oJVv) 0 x
— | JT - =0. C.5
o | ogr ( € (C.5)

Momentum equation in fluid dynamics is such a kind of equations.
By using the same procedure as in scalar case, one gets the following discrete scheme,

L)« @ [ aa ()
2 JvaQ) + —~— | Z(JT-e)da =0, C.6
8t(|ﬂi| ] Jo, OCF (C5)

and at first glance, this case seems similar to the scalar one. However, since V' is a vector,
it has to be stored component by component on a given basis. The traditional approach
consists in taking the scalar product of equation (C.5) by the basis vectors e (resp. ey)
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and then to obtain scalar equations for the covariant components of the vector field V'*
(resp. contravariant components V;). Then these scalar equations are discretized using the
results of section [C.3.1l In the sequel, we will designate this method as the projection-
integration method. This approach has one important shortcoming : because the basis
vectors are spatially dependent, they do not commute with the differential operators and
therefore source terms appear in the equations (see equation m for instance). The ap-
proximation of these terms is difficult and moreover it depends on the specific curvilinear
system used.

We therefore advocate the use of the following procedure that we will be called the
integration-projection method.

First we define an average basis in the cell €2; by :

oy
eir=— JedS,
el e

so that one obtains, assuming that V ; is constant in a cell,

1
[$2]

/ JVdQ = Vi,kei’k.
Q;

Here, e;, is the kth average vector in the cell €}; with respect to the chosen curvilin-
ear coordinates, and by definition V;j represents the average value of V' along the kth
vector according to the corresponding curvilinear coordinates. The discrete finite volume
approximation is then defined by

%) ek o) .

where (e"*); is the contravariant basis associated to (e; ).
This procedure is quite simple and it allows for a general (and implicit) discretisation of
the source terms. In the next section we detail it in the case of 2D polar coordinates.

C.4 Application to 2D polar coordinates

The construction of finite volume method proposed in section is illustrated in 2D
polar coordinates.

C.4.1 2D polar coordinates and finite volume method

Let us consider 2D polar coordinates denoted by (r, ) € (0, +00[x[0, 27) related to
Cartesian coordinates (z, y) by (z, y) = ¢(r, 6) as follows,

{x = rcosf,

y = rsinf.
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We consider the usual orthonormal basis (e, e,) of R? and then the covariant basis
associated with the coordinates (r, ) is given by

[ cost [ —rsind
€=\ sing ) ¢~ r cosf '

The determinant associated to the transformation ¢ is J = r while the contravariant basis
with respect to (e,, ey) is given by

, (cos@) 0 1(—sin9>
e = . , e = — .
sin 0 r cosf
Working with the covariant vector e, and the contravariant vector e’ leads to a scale
factor r, it is then appropriate to consider their associated unit vectors,

~_1 ~0 0
) — —€y, € =re .
r

Then, for instance a vector V' can be written as V = Ve, + V%e,.
Equipped with these notations, we can write down the expressions of gradient and
divergence operators. The gradient of a scalar function S in polar coordinates writes

1 -
VS =0.5e" +—-0,Se’.
T
Let us write the vector V as V = Ve, + V¢, its divergence is given by

1 1 1
V-V==0.V)4+-00rV)=0V"+-V"+0,V".
r r r
Now, consider a tensor T' decomposed as
T=T"¢e0e+T"exé&+T" e +T"" € ¢.

The divergence of T' is given by the following formula,

1 1 ~
V-T=-90,rT-€")+ ;09(7“T -ef)

r

1 1
= 0, (rTr" e, +rT"% €y) + —0y(rT"" e, +r T &).
T T

Now, let V = V"e, + V%€, be a vector which temporal evolution is governed by,

oJVvV) 0 B
5 +a—§k(JT-e’“) =0, (C.8)

where T is a tensor.
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Applying the procedure developed in the previous section, one gets the following
scheme,

Vi, Vi 1 9 k _
76177«"‘ ot 6179+‘QZ‘ /{;Z 8£k(JT e)dQ—O, (09)

where V; , and V, y are average values of V" and V9 respectively in the cell €;, while €ir
and e; g are average vectors in the cell €);,

1 1
|Q | / re, dQ s eiﬂ = m / Tég dQ .

ei,?” =

B
4A?
3A?
G A

2 + /

//
1+ o P

Y
1 2 3 4

F1G 1: A cell in polar coordinates.

For simplicity, the tensor T is assumed to be symmetric, i.e. 7% = T%". We also chose
a tensorial mesh so that the cell ; can be localized by the segments product [rp, r4] X
[04, O] (see Figure 1). Then the average vectors e;, and e;y can be expressed as

€ir = ! (egA - egB) 5
Op — 04
62'79 = 9 1 9 (eT’B - eT’A)?
B —Ua
where
B [ cosbly - . [ —sinby
€ra =€ =\ gin 04 | €64 = €0p = cos 04 ’
and

e e — cos g o e — —sinfp
BT re T\ gingy )0 0T S0 T cosfp '
Finally, for any scalar function f = f(r,0), we use the following approximations :

fuoo = flrp, 0), fi ~ f(ra, 0), YO€[0a, 03],
flo, ® f(r,04), fi,, ~ f(r,05), Vrelrp, ral.
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Then equation (C.9) becomes,

U] (Vi €ir +01Vig €in) + (m " —rp Tf;) (€0, — €s;,)

+ (TA " —rp sz) (e,«B - erA) (C.10)
0 0.0 0 00
+ (rp —ra) <T\03 e, + T‘eB €o, — T\eA e, — TleA €9A> =0.

It is interesting to expand equation (C.I0) on the pair of orthogonal vectors e;, and e;y,
which yields

(6] Vi + (05 —04) (raT)" —rp1)")
93 —QA SiH(QB—QA)

2 1 —cos(fp — 04

20,0 | 0,0

TQB _'_ TQA

—(QB—QA)(’I“A—T’D)?:O,

€4 0 Vio + (65 — 64) (14 Tﬁf —rp T\iﬁ)
Op — 04 sin(f0p —04)
2 1—cos(Op —04)

TT,G + TT,G

+ (65— 0a) (ra — 1p) —2—2 0.

Equations (C.I1I)-(C.12) can be considered as results of integration over ; followed by
projections onto e; . and e; o of (C.8]). This operation is referred to as integration-projection
procedure.

It is convenient to compare equations (C.II)-(C.12) with the result of the traditional
approach, that is projection-integration procedure applied to (C.8)). The projection of (C.g))
onto e, and ey leads to,

j(ra=ro) (T, =157 (C.11)

log o4

(TA . TD) (j—y@,@ - T@,@)

IQB ‘GA

(C.12)

O(r Vi) + 0, (rT7") + 0pT™" = T°7 (C.13)

and
Oy (rVy) + 0,(r ™) + 9y7%% = —17° . (C.14)

Equations (C.13))-(C.14) are no longer conservative since they own right hand side source
terms, the conservative character of the original equation (C.§]) is lost during the projection
operation. This is due to variations of vectors e, and ey with respect to 6. This kind of
source terms does not appear if Cartesian coordinates are considered in lieu of polar
coordinates.

Now, integrating (C.13)-(C.14)) yield,

%] 0 Vi + (0 — 04) (ra Tﬁ: —7p T{;;) + (ra —rp) (T —T7%)

log o4

C.15
= / T%%(r,0) drdo ( )
Q;
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(] 0Vip + (0 = 04) (ra 170 = rp T70) + (ra = rp) (100 = T77)

log o4

:—/ T"%(r,0) drde .
Q.

The comparison of equation (C.II) with (C.15), and (C.12) with (CI16) is summarized

in the following result.

(C.16)

Proposition 1 The integration-projection procedure and projection-integration operation
applied to vectorial equation written in 2D polar coordinates are equivalent if and only iof
the source terms are discretized as follows

0o 410
/ Te’e(r, 0)drdd = (0 —04) (ra—r1p) %
Q.

. (1 O =04 sin(0p — 04)

k3

2 1—cos(fp— 04 lo5 lo4
(C.17)
e+ 1
/ T’"’e(r, 0)drdd = (0 —04) (ra—r1p) %
Q.

7

log lo 4

HB_HA sin(HB—HA)
I
2 1 —cos(fp — 04

)> (ra—rp) (T —T%%.

Moreover, this discretisation is consistent both on r and 6.

Note that the discrete version of each source term can be split into a centered (“tra-
ditional”) term and a viscous-like term. The expression of this viscous term is new to the
best of our knowledge. Note specially that it couples the components of the tensor T'.

C.4.2 Tools for practical implementation

In this section we gather together tools that are important for pratical implementation
of a part or of the full model system composed of a continuity and momentum equations

on+V.(nV)=0,

{ h(nV)+V.(nV@V +nl)=0. (C.18)

Here, n is the density per unit mass, V is the velocity and I the unit tensor. Both
the Cartesian version of system (C.I8) and its counterpart in 2D polar coordinates are
investigated, and the results obtained by both methods are compared.

The cells of the mesh used in Cartesian coordinates are quadrilaterals while they are
curved ones in 2D polar coordinates system. In the two cases, we use the same nodes to
construct the mesh, but we emphasize that the cells are different from one coordinates
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system to another. In Figure 2 are displayed two such kinds of meshes where the number

of radial cells N, = 3 while those of azimuthal ones is Ny = 6. The radial and azimuthal

mesh steps are denoted by Ar and A# accordingly, so that for a uniform mesh in azimuthal
2

direction, one has Af = L

e

F1G 2: Cartesian and polar meshes.

In finite volume method implementation, we need to know the value of areas of mesh
cells. Consider a generic cell €2; in 2D polar coordinates localized by its four nodes A, B, C,
and D as in Figure 1, the measure of this area is given by,

ANES (r + %) Ar A6 (C.19)

If these nodes are used to construct a cell €2; in a Cartesian coordinates, the measure of
the area of this cell will be

A
12y = (r + 77’) Ar sin A6 . (C.20)

Now, by taking Af small i.e. A — 0 in equation (C.20)), one gets
|Qi|r,0 ~ |Qi|:c,ya

which makes obvious the fact that for large Ny, meshes obtained in Cartesian and 2D
polar coordinates systems are approximately equal.

Next, we are interested in evaluating the integral of normal vectors along edges of mesh
cells. The tricky one seems to be those corresponding to curved edges as shown in Figure 3.
Thanks to the divergence theorem,

f ndl =0,
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/ndl:/ ndl,
AB AB

which can be immediately calculated by knowning only the coordinates of the nodes A
and B.

we deduce

A

IS

B

F1G 3: Normals.

We are now concerned with the construction of numerical fluxes for hyperbolic equa-
tions written in general curvilinear coordinates in 2D. Assume we have in our hand a
numerical flux procedure, consult [35, 25, [62] for more details. The following is a possible
algorithm that allows us to construct a numerical flux in general curvilinear coordinates
of cells €2; and €; :

— Write the vectorial quantities of cells €; and €2, according to the orthogonal basis
(nj, T;;) of the intercell boundary 0€;; between the cells €; and Q;, (n;; being the
outward pointing unit vector normal to the 0€2;; directed from the cell €; to the cell
€2, 75 is an unit vector orthogonal to n;;). Let Q, and Q_j be the results of this step ;

— Compute the flux ®,; with the states Q, and Q_] with respect to the intercell boundary
0€;; by using a chosen numerical flux [35], 25] 62] ;

— Project the flux ®@;; onto the cells ; and €2; to get fluxes ®; and ®; respectively,
according to

®; = (Pij-eir)ei, + (Pij-eip)eip,
;= (Pij - €jr) €jr + (Rij - €50) €0,

where (e;,, €;¢) is the average vector basis in the cell €;, (e;,, e;¢) is those of the
cell €2;.
We turn now to numerical tests in 2D polar coordinates in order to validate our ap-
proach.

C.4.3 Advection equation test

The first test concerns a scalar advection equation with a constant azimuthal velocity,
on+V.nV)=0,
which in polar coordinates takes the form,
Oyrn + 0.(rnV,.) + 0p(nVy) = 0.

We consider the following initial conditions (Fig. 4) : V(r,0) € Q :
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— for the density : n(r,8) = ng,
— for the velocity : V,.(r, ) = 0 and Vjy(r, ) = V4,
where ng and Vj are constants. For our test, no = 1 and V) = 0.5.

For the boundary conditions we set a null flux.

F1G 4: IC with Cartesian mesh.

In this case, we obtain similar results with Cartesian and polar methods : the solutions
are preserved as expected. The error in both cases is in the order of machine epsilon. Note
that for scalar equation, only the cell areas are different but the flux is the same whence
the similar results.

C.4.4 Isothermal Euler system

The following tests concern the isothermal Euler system. Here, we consider a scalar
and a vectorial equations. As consequence, as well as the areas, the computation of the
fluxes is different.

More precisely, we are interested in the following dimensionless system where the tem-
perature is supposed constant,

onm+V.(nV)=0, (C.21)
O(nV)+V.nVeV)+Vn=0. '
We use this system for two test cases. The first one considers a constant density and
an azimuthal velocity. With the second one, the Gresho test, we can compare the two
methods on a stationary solution.
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F1G 5: Cartesian results for density at ¢ = 0.83, 1.69 on first line; polar results for
density at t = 0.82,1.65 on second line.

Constant density and velocity
The initial conditions in this test are a constant density and an azimuthal velocity :

— for the density : n(r,0) = ng, V(r,0) € Q,
— for the velocity : V,(r,0) = 0 and Vy(r,0) = Vg, ¥ (r,0) € Q,

where ng and V{ are constants, typically ng = 1 and Vi = 0.5 for our test.

For the boundary conditions we impose slippery walls.

Figures 5 represent the Cartesian and polar results.
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Note here that a radial velocity appears and comes from the source term. Indeed, if we
consider the isothermal Euler system in polar coordinates, we obtain :

on + 0.(rnV,) + 0p(nVy) =0,
OV + 0.(r(nV2 + n)) + 0gnV,Vy = nV{ +n, (C.22)
Vo + 0,7 (nVyVy) + Op(nV§ +n) = —nV, V.

With the initial conditions, the second equation of the system (C.22) becomes,
orV, = nV:g2 )

As consequence, a centripetal force appears and then a radial velocity is created.

We note that the numerical results (Fig. 5) match those of physical problems in which a
radial velocity appears and then a new profile of the density is obtained. Nevertheless, even
if the Cartesian and the polar methods present similar results, it is difficult to compare
the two approaches in absence of a stationary solution.

Gresho test

The aim of this last test is to compare explicitly the polar and the Cartesian methods
with a stationary solution.
To have a stationary solution, first, we suppose,

V,.=0 and 0y =0.

With these assumptions, system (C.22) becomes,

@n = 0,
OV, +ron =nV3, (C.23)
8t‘/9 == 0 .

We have a stationary solution if the velocity and the density satisfy,

rO.n =nVy . (C.24)

For example, if we choose the velocity as a constant,
‘/0 = 17

with equation (C.24)), we obtain the following density profile,

For the boundary conditions we choose influx and outflux computed from the density
and the velocity analytic profiles.
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F1G 6: Density profiles for stationary, polar and Cartesian solutions.

Figure 6 shows density profiles for stationary solution (black) and polar and Cartesian
methods (respectively, blue and red) with a small Ny = 4, where n(1) = 2 is chosen.
Note that even if the mesh is not refined in 6, the polar method gives a solution close to
the stationary one whereas the Cartesian method solution is completely different. As con-
sequence, in this case, when Ny is small, the polar method is better than the Cartesian one.

Figure 7 shows the L?—error for the density computed with polar and Cartesian meth-
ods, which confirms the superiority of the polar scheme over the Cartesian one. Errors
remain small when the polar method is used for small Ny. Nevertheless, as we already
noted in the previous part, when Ny becomes large, the polar and Cartesian methods tend
to be equivalent, as it should be. In addition, we note that whatever the Ny chosen, the
L?—error is the same in polar method. Indeed, the error depends only on the chosen N,
(Fig. 8).
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F1G 7: Polar and Cartesian L?—errors density.
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Initial Condition

F1G 8: Density profiles for polar solutions in the cases : stationary and Nr = 10, 20, 50
with Ng =4.

C.5 Conclusion

In this paper, finite volume methods in general curvilinear coordinates for hyperbolic
conservation laws have been investigated. This approach has been applied to realistic
problems coming from fluid dynamics in tokamak geometry, precisely in 2D polar coordi-
nates. Comparison with finite volume in Cartesian coordinates system has confirmed the
advantage to use our approach.

Fourthcoming works will consist in extending our approach to toroidal geometry, and
to unstructured meshes, and to apply the obtained schemes to physical problems of fusion
in tokamaks, for instance ELM instabilities and edge turbulence plasmas simulations.
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Annexe D

Construction de B

L’expression globale du champ magnétique est :
1
B = Bpeg + Bp avec Bp = Ev¢ N eg (Dl)

Les expressions des composantes du champ magnétique poloidal, B, sont donc données
a partir du potentiel magnétique ¢ :

1 1
BR = —Eﬁng et BZ = EaRQS (DQ)

La composante toroidale du champ magnétique s’exprime a partir d’une fonction F'(¢) :
By = ——. (D.3)

En utilisant les formules (D.2]), on peut construire le champ magnétique a I'aide des
valeurs du potentiel magnétique aux sommets des triangles. En effet, dans un premier
temps, le gradient du flux magnétique peut étre calculé sur chaque triangle 7 a I'aide des
gradients des fonctions de base, ¥, définies sur chacun des triangles :

(Vo)r =D o Vi (D.4)
ket

Ensuite, on évalue le gradient du flux magnétique au sommet ¢ en pondérant les gra-
dients obtenus sur chaque triangle, 7, auquel ¢ appartient, par ’aire de celui-ci, A :

S AV (D.5)

Z AT T3

T1

(V)i =

A partir des formules (D.2]), on obtient le champ magnétique poloidal au point i :

1 1
Bpr; = —E(ng)iz et Bz, = E(Vﬁb)fa (D.6)

()
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ot (Vo) et (Vp)Z représentent les coordonnées radiale et verticale de (Vo); et R;, la
distance du point ¢ & 'axe du tokamak.

Dans les équilibres étudiés dans ce travail, la fonction F'(V) est une constante, F'(¥) =
C. La derniére composante du champ magnétique est alors :

C



Annexe E

Solveur de Riemann : Calculs annexes.

Les impédances acoustiques, Zr et Z, sont choisies de telle facon que les ondes soient
classées dans 1’ordre suivant :

Z Z
uL——Lgu*SuR——R. (E.1)
PL PR
Dans le but de simplifier les calculs, on pose :
Zr = agrpr et Z; = appr avec ar = ag. (E.2)

E.1 Classement des ondes et positivité des densités in-
termédiaires

En reprenant 'expression de u* donnée par (3.26]), les deux inégalités du second ordre
a résoudre sont :

S 0<u —up+ 4
Avec (E.2)) et en supposant Z; + Zr > 0, cette inégalité devient :
(pL —i—pR)a%ijR(uR —uL)aR+ﬁL —ﬁR >0 (E3)
Le discriminant de cette inégalité est :

Ap = pip(ug —ur)® = 4pr + pr) (I — Ig) (E.4)

d’ou

_ —pr(ur —ur) + VAL

mp1 = .
2(pr + pr)

(E.5)
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~0<wup+Ze —y
De méme, cette inégalité devient :

(pr + pr)a% + pr(ur —ug)ag + g — I >0 (E.6)

Le discriminant de cette inégalité est :

Ag = p}(ur —ur)* — 4(pp + pr) (g — 111 (E.7)
d’ou
_ —pr(up —ug) + VAg
2(pr + pr)

Le maximum de m,; et m,, sera donc choisie comme valeurs de ar et ar afin que
Iinégalité (E.I) soit bien satisfaite.

Mp2

(E.8)

Notons qu’alors les valeurs p* et p** sont positives :
— =W —(uy——)) =0 (E.9)

car les ondes sont classés dans I’ordre défini précédemment. On a le méme résultat pour p**.

E.2 Positivité des £* et ™

D’autre part, les valeurs de Zy et Z; sont choisies de telle facon que les énergies * et
£** soient positives. Pour cela, chacune des expressions de €* et ¢ ((3.23) a (3.32)) sont
considérées. Sous I’hypothése (E.I]) et en utilisant la formule de II" donnée par (3.26)) :

ok (" +peqy )2 — (ML +peq,1)?

L’inégalité suivante est obtenue :

Aa} + Bap, +C >0 avec A=2p7(pr+ pr)er + 05 pr(ur — upg)?
B =2Iprpr(ur — ur)
C =15 — (pr + pr)* (T + peq,z)’
Iy = prUL + prllg + peg.r(pr + PR)

Le discriminant A = B? — 4AC permet d’avoir :

—B+ VA

5 (E.10)

me1 =
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(ﬁ*+peq,R)2_(ﬁL+peq,R)2
> >0
2ZL —

— e =¢;,+
L’inégalité suivante est obtenue :

Aa? + Bap, +C >0 avec A=2p7(pr+ pr)er + 05 pr(ur — ug)?
B =2Liprpr(ur — ug)
C =17 = (pr+ pr)* (Il + Peg,p)?
I = prIly + prIlg + peg.r(pL + PR)
Le discriminant A = B? — 4AC permet d’avoir :

~B+VA

o (E.11)

Mmeo =

2_

T +pe Rr+peq,r)?
5**:5R+( Pq,R) ngq,R) >0

27% —

L’inégalité suivante est obtenue :

Aa? + Bap +C >0 avec A=2p%(pr+ pr)ier + prph(ur — ug)?
B =2ILprpr(ur — ug)
C =1} = (pr + pr)*(TIg + Peg.r)*

Le discriminant A = B? — 4AC permet d’avoir :

~B+VA

o (E.12)

me3 =

T +peq,r)?~[r+Peq,1.)?
,E**:&.R_l_( pq,L)2ZIg2R Peq,L) ZO

L’inégalité suivante est obtenue :

Aal +Bap +C >0 avec A=2p%(pr+pr)ier + prph(ur — ug)?
B =2Lprpr(ur — ug)
C =15 — (pr + pr)*(g + peq.1)’
Le discriminant A = B? — 4AC permet d’avoir :

~B+ VA

5 (E.13)

Me 4 =

Afin de s’assurer la positivité de chacune des énergies intermédiaires ainsi que ’ordre

des ondes, a, et ar auront pour valeur le maximum de 0, m, 1, m,2, M. 1, M2, M3 €t
Me 4.
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Modélisation numérique par approximation fluide du plasma de bord des
tokamaks (projet ITER)

Résumé : La Fusion par Confinement Magnétique (FCM) permet de favoriser les réactions
de fusion et donc la production d’énergie par l'utilisation d’une enceinte de géométrie
torique, appelée tokamak, soumise & d’'importantes forces électro-magnétiques dans le but
de confiner le plasma. Afin d’étudier le comportement du plasma de bord dans le cadre
de la FCM, nous considérons un systéme fluide, obtenu a partir du modéle cinétique
Vlasov-Maxwell avec fermeture de Braginskii. Une méthode de volumes/éléments finis
est choisie pour approximer le modéle. Le systéme obtenu est de type Euler, ou Navier-
Stokes anisotrope si on tient compte de la diffusion, auquel des termes modélisant le
confinement du plasma sont rajoutés. Plusieurs méthodes sont proposées pour approximer
ces termes ainsi que pour modéliser les conditions aux limites de Bohm, caractéristiques des
tokamaks. Par ailleurs, une étude sur la modélisation volumes finis en géométrie cylindrique
est menée dans laquelle on considére comme volume élémentaire la cellule engendrée par
rotation autour de 'axe du tokamak d’une cellule bidimensionnelle, d’oit une formulation
conservative des équations. Différents résultats numériques sont présentés, notamment
sur un probléme de diffusion anisotrope avec rayonnement ou encore sur des simulations
d’injection de pellets, glagons de matiére permettant le réapprovisionnement du tokamak.

Mots clés : Simulation des plasmas, modéle fluide, fermeture de Braginskii, diffusion
anisotrope, condition aux limites de Bohm, méthode volumes/éléments finis, coordonnées
cylindriques.

Numerical modeling with fluid approach of the plasma edge region of
tokamaks (ITER project).

Abstract : Magnetic confinement fusion allows to favour fusion reactions and energy
production with toric devices, called tokamaks, using an electro-magnetic field in order to
confine the plasma. To study the edge plasma of tokamak, we use a fluid model, obtained
from the Vlasov-Maxwell kinetic model and the Braginskii closure. A finite volume/element
method is chosen to approach the model. The system is similar to the Euler or anisotropic
Navier-Stokes systems, with additional terms to model the plasma confinement. We pro-
pose some methods to approach these terms and to model Bohm boundary conditions,
characteristic of tokamak. Moreover, a finite volume method in cylindrical coordinates is
proposed in order to preserve the conservative form of the equations. Thus, we consider
as elementary volume, the cell which is given by rotation around the tokamak axis of
the 2D cell. Several numerical results are given, e.g. for an anisotropic diffusion problem
with radiation and also for simulations of pellet injections (matter ice cubes) to refuel the
tokamak.

Keywords : Plasma simulation, fluid model, Braginskii closure, anisotropic diffusion,
Bohm boundary condition, finite volume/element method, cylindrical coordinates.
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