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IntrodutionLa Fusion par Con�nement Magnétique (FCM) s'appuie sur le prinipe de produtiond'énergie des étoiles, lors de la fusion de deux éléments (par exemple, deuterium et tritium).Pour ela, es deux éléments doivent être à des températures élevées, de l'ordre de 108 K,soit 10 keV, a�n de favoriser la fusion. A ette température, un nouvel état de la matièreapparaît : le plasma, dans lequel les atomes sont ionisés. La fusion par on�nement magné-tique onsiste à utiliser le hamp magnétique a�n de on�ner le plasma dans des hambresappelées tokamaks. Des phénomènes physiques omplexes se déroulent dans le plasma,pouvant jouer un r�le déisif sur les performanes des tokamaks. Ces di�érentes notionsvont être abordées dans ette introdution (.f. [55, 1℄). Dans le adre de e travail, ons'intéresse plus partiulièrement aux phénomènes qui ont lieu dans le plasma de bord,omme par exemple en [60℄.Cadre généralLe plasmaL'ensemble de notre environnement prohe se présente sous la forme de trois états dela matière : solide, liquide ou gazeux. Cependant, au-delà de es trois états, il existe unquatrième état, les "gaz ionisés" ou "plasmas". En e�et, à des températures importantes,la dissoiation puis l'ionisation onduisent à la réation de harges libres, des ions ou deséletrons. Le plasma étant don un ensemble de partiules hargées en interation, denombreux phénomènes physiques omplexes peuvent s'y dérouler.A�n de dérire au mieux les ordres de grandeurs renontrés en physique des plasmas,le système CGS (Centimètre, Gramme, Seonde) est usuellement préféré au système inter-national. De même, l'unité d'énergie n'est pas le joule mais l'életron-volt, qui représentel'énergie inétique d'un életron aéléré depuis le repos par une di�érene de potentiel de1 volt :
1eV = 1, 6 10−19J .D'ailleurs, en physique des plasmas, les températures sont aussi données sous la formed'énergie, en életron-volt :

1eV équivaut à 11 604K.9



10 INTRODUCTIONLe système en question est notamment dérit dans le formulaire NRL [40℄. Les grandeurssuivantes seront données en unités gs.Certaines grandeurs permettent de aratériser le plasma. Tout d'abord, la fréqueneplasma ou fréquene de Langmuir est la fréquene aratéristique des ondes du plasma. Ene�et, si le plasma subit une perturbation, les életrons vont se mettre à osiller olletive-ment et spontanément, les ions restant immobiles du fait de leur masse plus importante.Cette pulsation plasma est donnée par :
ωp,e =

√
4πnee2

me
rad/se, (1)ave ne et me, respetivement la densité et la masse életroniques et e, la harge élémen-taire, l'ensemble étant en unités gs (.f. annexe A).Une seonde grandeur aratéristique du plasma est la longueur de Debye. Dans unplasma, un ion va attirer autour de lui les életrons de signe opposé. La sphère d'életronsqui se forme autour de elui-i est appelée la sphère de Debye et son rayon, la longueurde Debye. Elle est donnée par :

λD =

√
kTe

4πnee2
m, (2)ave Te et ne, respetivement la température et la densité életronique ; k, la onstante deBoltzmann et e, la harge élémentaire. Ces grandeurs sont ii en unités gs, à l'exeption dela température en eV et de la onstante de Boltzmann en erg/eV, .f. annexe A. Pour deslongueurs supérieures à λD, l'hypothèse de quasi-neutralité ne = Zni peut être supposée,ave ne et ni, respetivement les densités életronique et ionique et Z, le numéro atomiquede l'ion onsidéré.Le plasma est extrèmement répandu dans l'Univers puisqu'il représente 99% de lamatière. On peut distinguer les plasmas naturels : les étoiles, les élairs, et... des plasmasindustriels présents, par exemple, dans la propulsion par plasma ou dans les phénomènesde fusion thermonuléaire. C'est e dernier ontexte qui nous intéresse ii.La fusionAu vu de l'importane de la onsommation annuelle mondiale d'énergie, la fusion denoyaux légers de deutérium et de tritium au sein des réateurs à fusion thermonuléaireontr�lée est l'une des solutions envisagées omme nouvelle prodution d'énergie. En e�et,un noyau de deutérium fusionnant ave un noyau de tritium, donne une partiule α, quiest un noyau d'hélium et un neutron suivant la réation dérite par la �gure 1, elle permetde produire une énergie de 17,6 MeV.
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Figure 1 � Réation Deutérium-Tritium [2℄.Le ritère de Lawson [46℄ donne les trois paramètres fondamentaux qui permettent defavoriser ette réation :
f(Q) = nTiτE ,où Q est le rapport de la puissane produite par la fusion et de la puissane injetée au seindu plasma pour permettre elle-i et Ti, la température ionique. En pratique, pour obtenirun réateur en fusion rentable énergétiquement, on estime qu'il faut Q & 40. Sahant queles réations D-T néessitent une température de l'ordre de T = 30keV, on voit que l'onpeut jouer sur deux autres fateurs pour tenter de maximiser les phénomènes de fusion :

n, la densité, et τE , le temps de on�nement, autrement dit le temps aratéristique pourque les réatifs refroidissent après l'arrêt du hau�age.Les deux grands types de proédés de fusion se di�érenient par le hoix de la maximi-sation de l'un ou l'autre de es deux derniers fateurs. Ainsi, dans le as de la fusion paron�nement inertiel par laser, on se plae dans une on�guration où le temps de on�ne-ment est très ourt (τE = 10−11s) pour des plasmas extrèmement denses (n = 1031m−3).Au ontraire, pour la fusion par on�nement magnétique qui nous intéresse plus parti-ulièrement ii, le temps de on�nement (τE = 1s) est privilégié par rapport à la densitédu plasma (n = 1020m−3). L'une des solutions envisagées a�n de favoriser le on�nementdu plasma est la on�guration tokamak.Les tokamaksLe terme � tokamak � est un aronyme de la tradution russe de � hambre toroïdaleave bobines magnétiques �. Les tokamaks ont été inventés dans les années 1950 par lesphyisiens russes Igor Tamm et Andrei Sakharov. Depuis, e onept a été développé surle plan international ave notamment la onstrution de JET (Royaume-Uni), Tore-Supra(Frane) ou DIIID (Etats-Unis), permettant l'obtention d'un fateur Q = 1. La prohaineétape est le projet international ITER qui permettra d'améliorer les performanes déjàobtenues.



12 INTRODUCTIONChamp magnétiqueLes tokamaks sont des on�gurations magnétiques toroïdales utilisées pour on�ner ethau�er des plasmas.En présene d'un hamp magnétique, une partiule hargée e�etue un mouvement derotation autour des lignes de hamp et de translation le long de elles-i. Ce mouvement estquali�é de mouvement ylotronique et le entre de ette rotation est appelé entre guide.Ce mouvement peut être dérit par deux paramètres, usuels en physique des plasmas : lafréquene ylotronique et le rayon de Larmor.La fréquene ylotronique donne le nombre de rotations par seonde d'une partiule
s (életron, e ou ion, i) autour d'une ligne de hamp. La pulsation orrespondante est :

ωc,s =
Bqs
msc

rad/se, (3)ave B, le hamp magnétique ; c, la vitesse de la lumière ; ms et qs, la masse et la hargede la partiule respetivement (qe = e et qi = Ze ave Z le numéro atomique de l'ion et ela harge élémentaire). Les grandeurs sont prises ii en unités gs, .f. annexe A.Le rayon de Larmor donne l'amplitude du mouvement de la partiule onsidérée dansle plan transverse aux lignes de hamp magnétique :
ρL,s =

c
√
mskTs
qsB

m. (4)Les grandeurs utilisées ii sont en unités CGS [40℄, sauf Ts, la température en eV et k, laonstante de Boltzmann en erg/eV.Dans un tokamak, le hamp magnétique a deux omposantes : une toroïdale et unepoloïdale. La �g. 2 représente e hamp magnétique. Il est généré par un système debobines mis en plae dans le tokamak. L'intensité du hamp magnétique toroïdal BT estenviron 10 fois plus importante que elle du hamp magnétique poloïdal Bp : BT/Bp = 10.Le hamp magnétique est essentiellement proportionnel à 1/R, R étant la distane parrapport à l'axe du tokamak.Toutefois, le tokamak n'assure pas un on�nement parfait ar le plasma génère lui-même des hamps életrique et magnétique. Ainsi, ertaines partiules peuvent être trans-portées du oeur au bord du plasma. On onsidère que le oeur du plasma est délimitépar la Dernière Surfae Magnétique Fermée (DSMF).Dans la on�guration limiteur, la DSMF est dé�nie par un point de ontat ave unobjet matériel, appelé limiteur. Dans le bord du tokamak, les lignes de hamp magnétiquesont ouvertes et renontrent le limiteur (.f. �g. 3). Le tokamak Tore Supra [1℄ présente
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Figure 2 � Champ magnétique dans un tokamak [3℄.notamment ette on�guration.Les partiules qui se trouvent dans le bord du plasma vont poursuivre leur trajetoirele long des lignes de hamp magnétique jusqu'à entrer en ollision ave e limiteur. Cesollisions ont un impat important sur la paroi du limiteur. En e�et, elle-i va émettredes impuretés qui peuvent polluer le plasma entral et ainsi limiter la performane de lamahine.

Figure 3 � Con�guration limiteur d'un tokamak [1℄.Une autre on�guration appelée on�guration divertor ou on�guration à point X (.f.�g. 4) a été envisagée pour limiter ette pollution du plasma par les impuretés provenantdu limiteur. L'idée est d'éloigner du oeur du plasma le ontat plasma-paroi. Dans ebut, une bobine est rajoutée dans le tokamak pour modi�er la on�guration magnétique.La DSMF n'est alors plus dé�nie par un point de ontat ave un objet solide mais par



14 INTRODUCTIONune frontière magnétique, appelée séparatrie. Celle-i se aratérise par le fait qu'elle seroise en un point appelé point X.

Figure 4 � Con�guration divertor d'un tokamak [3℄.Ainsi, le ontat plasma-paroi se trouvant éloigné du oeur, les impuretés provoquéespar les ollisions ont moins de risques d'impater le oeur du plasma. Dans ette on�gu-ration, on parle de plaques de neutralisation pour les parois qui reoivent les partiules. Lapartie délimitée par les plaques de neutralisation et le point X à l'intérieur de la séparatrieest quali�ée de zone privée.Cette on�guration divertor est notamment utilisée dans le tokamak JET [3℄. C'est laon�guration envisagée atuellement pour ITER [4℄, .f. �g. 5.Les �tés intérieur et extérieur dans le plan poloïdal sont quali�és de �tés à hampfort et à hamp faible, es quali�atifs se référant à l'intensité du hamp magnétique quiy irule. En e�et, le hamp magnétique est essentiellement proportionnel à 1/R, R étantla distane par rapport à l'axe du tokamak. Ainsi, pour la partie du tokamak se situant leplus près de l'axe, on parle de �té à hamp fort et pour elle se situant à l'extérieur dutore, de �té à hamp faible.Dans es deux on�gurations, la DSMF délimite la Srape-O� Layer (SOL), zone danslaquelle les lignes de hamp magnétique sont ouvertes ontrairement au oeur du plasma,dans lequel elles-i sont fermées. Dans la suite de e travail, nous quali�erons de borddu plasma, la SOL ainsi que la partie orrespondant aux surfaes magnétiques ferméesles plus externes du oeur. Cette partie du tokamak est elle qui nous intéressera dansle adre de e travail. En e�et, des phénomènes omplexes peuvent avoir lieu au bord duplasma, notamment à ause de l'interation plasma-paroi que l'on vient d'évoquer dans
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Figure 5 � Tokamaks ITER (gauhe) [4℄ et JET (droite) [3℄les on�gurations limiteur et divertor.PlanCe travail est divisé en 5 hapitres.Dans le hapitre 1, on présente le modèle mathématique utilisé dans e travail. Lemodèle le plus omplet pour dérire un plasma onsisterait à expliiter le mouvementde haune de ses partiules. Cependant, étant donné le nombre important de partiulesqui onstitue le plasma, ette desription s'avère bien trop oûteuse pour des simulationsnumériques. Des modèles approhés, dérivant de ette desription sont don néessairesar il est essentiel d'atteindre une préision su�sante pour un oût de alul raisonnable.Certaines de es approhes sont notamment données dans la setion 1.1.Dans le adre de e travail, une approhe �uide fondée sur des relations de fermeture detype Braginskii [14℄ est utilisée. Elle onsiste à assimiler haque espèe de partiules àun �uide, aratérisé par une densité, une vitesse et une énergie. Après avoir présentée modèle, dérivé de l'équation inétique de Vlasov-Boltzmann, on introduit les relationsde fermeture de Braginskii. Celles-i montrent en partiulier que les phénomènes de dif-fusion et de visosité ont un aratère fortement anisotrope suivant les lignes de hampmagnétique.Dans le hapitre 2, nous nous attahons à étudier les e�ets de l'anisotropie de ladi�usion suivant les lignes de hamp magnétique. Une équation de la haleur présentantette aratéristique est modélisée par éléments �nis P1. Di�érents résultats sont présentéstout d'abord sur des problèmes modèles. Dans un seond temps, on onsidère un modèle derayonnement non-linéaire et ave di�usion anisotrope. Di�érentes simulations numériquessur les plasmas de bord des tokamaks de type Tore Supra et ITER sont présentées.



16 INTRODUCTIONDans le troisième hapitre, nous onsidérons un modèle de type Navier-Stokes ave unterme de forçage stationnaire que nous approximons par une méthode de volumes �nis. Leterme de forage permet d'assurer le on�nement du plasma et représente la fore magné-tique J×B qui n'est pas dans le adre de e modèle expliitement alulée. Ce point s'avèredéliat à traiter ar dans le modèle étudié, e hamp de fore est onsidéré indépendantdu temps et don la solution stationnaire du problème est di�ile à maintenir. Di�érentesméthodes sont proposées pour le modéliser. Tout d'abord, une modélisation sous la formede terme fore a montré un déséquilibre arti�iel du plasma dû à la di�érene de dis-rétisation des termes de transport et de e terme de forage. Cette première onlusiona alors onduit à l'implémentation d'un nouveau solveur de Riemann a�n de résoudre leproblème. Pour �nir, une dernière méthode onsistant à évaluer numériquement le �uxassoié à e terme de forage a été mise en plae.Les di�érentes onditions aux limites utilisées dans le adre de e travail sont égalementprésentées. En partiulier, on s'intéresse aux onditions aux limites de Bohm [24, 42, 51℄,représentant les interations plasma-paroi. Ces onditions aux limites sont inhabituellesen méanique des �uides et s'avèrent omplexes à traiter. Celles-i modélisent le fait queles partiules qui se trouvent dans la SOL peuvent sortir du tokamak (aux limiteurs ouaux plaques du divertor selon la on�guration étudiée) à une vitesse sonique, voire mêmesupersonique.Dans le quatrième hapitre, la géométrie torique du tokamak nous a onduit à nousinterroger sur la modélisation volumes �nis dans une géométrie ylindrique. Usuellement,ei revient à traiter les termes de ourbure en termes soures. Toutefois, dans l'espritde [12℄, une autre approhe est étudiée ii, en onsidèrant omme volume élémentaire laellule engendrée par rotation autour de l'axe du tokamak d'une ellule bidimensionnelle,d'où une formulation onservative des équations. Cei onduit à l'apparition naturelle destermes propres à la géométrie ylindrique. Une appliation à la géométrie axisymétriqueest étudiée et des résultats sont présentés pour omparer les deux approhes sur un astest.Le dernier hapitre rassemble les développements numériques des hapitres 3 et 4 etprésente un ensemble de résultats de simulation. Dans un premier temps, les simulationssont e�etuées sur les systèmes Euler, Navier-Stokes et Braginskii pour une géométrie detype Tore-Supra. Les résultats obtenus ave la méthode de volumes-éléments �nis sontnotamment omparés ave une méthode d'éléments spetraux.Dans un seond temps, on étudie l'in�uene du terme de forçage et des résultats obtenusave les di�érentes méthodes, dérites hapitre 4 sont omparés, sur des géométries detype Tore-Supra (on�guration limiteur) et JET (on�guration en point X). Ensuite, onétudie l'évolution du système suite à ertaines perturbations de l'état d'équilibre a�n devéri�er sa stabilité.Pour �nir, on simule l'alimentation en matière du tokamak par injetions de pellets. A�nde prolonger la prodution d'énergie, il est en e�et néessaire de réalimenter le tokamaken matière au ours du proessus. Une méthode envisagée onsiste à injeter à grandesvitesses de la matière enrobée dans une ouhe externe et qui disparaît dans le plasma de



17bord, permettant ainsi aux partiules de pénétrer dans le oeur du plasma. La modélisationde e proédé est e�etué en onsidérant un terme soure de masse loalisé et là enore,nous simulons l'instabilité qui se développe suite à l'injetion de pellets.Les développements numériques de e travail ont été e�etués au sein du logiielFluidBox-PlaTo [5℄.Le travail présenté a été o�nané par l'INRIA Sophia-Antipolis et par le Conseil Ré-gional PACA, ave l'entreprise ASSYSTEM, omme partenaire industriel. Il a été e�etuéau sein de l'INRIA Sophia-Antipolis et du laboratoire Dieudonné de Nie. Ce travail a étée�etué dans le adre du projet de la FR-FCM � Two-�uid numerial modelling of edgeplasma in tokamaks ; appliation to ITER �, de l'ANR ESPOIR et de l'Ation d'EnvergureFUSION de l'INRIA.



18 INTRODUCTION



Chapitre 1Modèle �uideCette première partie s'attahe en premier lieu à dérire le système d'équations surlequel s'appuiera le reste du travail. Le point de départ en est un modèle inétique, re-posant sur l'équation de Boltzmann et dérivant le mouvement de partiules hargées dansun hamp életromagnétique. Ce modèle inétique permet d'obtenir la � desription �u-ide � qui nous intéresse dans le adre de e travail.On donne d'abord une présentation suinte des prinipales approhes de modélisationdu plasma et le passage du modèle inétique au modèle �uide (e.g. [7, 28℄) est dérit. Lesystème �uide obtenu néessitant des relations de fermeture pour les termes di�usifs etvisqueux, les relations établies par Braginskii [14℄ sont étudiées. Finalement, le hapitrese termine par l'adimensionnement du système et par quelques évaluations numériquesdans le adre de la fusion par on�nement magnétique et en partiulier, dans le as destokamaks ITER et JET.1.1 Approhes de modélisation du plasmaDi�érentes méthodes de modélisation du plasma existent et sont notamment dérites etomparées dans [15, 55℄. Celles-i sont onstruites sur des desriptions partiulaire, statis-tique ou �uide, selon les phénomènes observés ou les hypothèses envisagées. On s'attaheii à donner une desription suinte des prinipales approhes.1.1.1 Desription partiulaireLe plasma est par dé�nition onstitué d'un ensemble de partiules. Ainsi, la premièreidée pour modéliser le plasma onsiste à dérire le mouvement de haune de es par-tiules, sahant que elles-i sont soumises à un hamp életromagnétique, dérit par leséquations de Maxwell. 19



20 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEToutefois, dans la pratique, ette méthode n'est pas envisageable. En e�et, le nombreimportant de partiules qui onstitue le plasma (de l'ordre de 1023 pour ITER) ne permetpas d'envisager ette solution. Cette desription mirosopique s'avèrerait bien trop oû-teuse pour des simulations numériques. Une desription statistique est don préférable àune desription méanique exhaustive pour modéliser le plasma.1.1.2 Desription statistiqueL'approhe statistique ou inétique onsiste à ne plus onsidérer haque partiule in-dividuellement mais plut�t la fontion de distribution assoiée fs(x,v, t). Celle-i mesurela probabilité de trouver une partiule de l'espèe s dans le volume in�nitésimal de di-mensions 6, (δx, δv) dans le voisinage de (x,v). L'équation que satisfait ette fontion dedistribution est l'équation de Vlasov-Boltzmann :
∂tfs + v · ∇xfs +

1

ms

Fs · ∇vfs = Cs, (1.1)ave Fs, la fore de Lorentz exerée sur une partiule d'espèe s, de masse ms et Cs, unterme de ollision.L'équation de Boltzmann peut notamment être obtenue à partir de la desription par-tiulaire du plasma (.f. [39, 18℄).Cette desription inétique reste enore très oûteuse à modéliser. En e�et, la fontionde distribution est dérite dans un espae des phases à 6 dimensions.Modèle gyroinétiqueUne première simpli�ation de ette desription statistique est l'approhe gyroinétique[22, 9℄. Celle-i onsiste à réduire l'espae des phases pour l'équation de Boltzmann à 5dimensions : 3 en espae et 2 en vitesse. En e�et, haque partiule e�etue un mouvementylotronique très rapide le long des lignes de hamp magnétique. L'idée est alors de dérirela dynamique du � gyroentre � (.f. �g 1.1) à travers ses 3 oordonnées spatiales, sa vitesseparallèle aux lignes de hamp magnétique et le moment magnétique :
µ =

msv
2
⊥

2B
, (1.2)ave v⊥, la vitesse perpendiulaire au hamp magnétique, d'où la rédution à 5 dimensions(plus la dimension en temps) de la fontion de distribution :

fs(x,v, t) ⇒ fs(x, v�, µ, t). (1.3)Cette approhe est pertinente notamment pour dérire un plasma faiblement ollisionnel.C'est en partiulier le as dans le oeur du tokamak. Ce modèle est notamment utilisédans les odes gyroinétiques GYSELA [32, 31℄ ou ELMFIRE [37℄.



1.1. APPROCHES DE MODÉLISATION DU PLASMA 21
Figure 1.1 � Gyroentre[30℄1.1.3 Desription �uideModèle �uideL'utilisation d'une desription �uide du plasma (e.g. [7, 28℄) permet de réduire enorele nombre de degrés de liberté du problème. Ce type d'approhe est notamment appropriédans le as d'un plasma fortement ollisionnel. Dans le as faiblement ollisionnel, etteméthode n'est pas e�ae et par onséquent l'approhe gyroinétique reste privilégiée.La modélisation �uide dérit le plasma omme un �uide hargé. Elle onsiste don àne plus onsidérer la fontion de distribution mais les moments de elle-i. Le momentd'ordre 0 est alors la densité, elui d'ordre 1 la quantité de mouvement et elui d'ordre

2, l'énergie. Les di�érents moments de l'équation de Boltzmann permettent d'obtenir deséquations pour haune de es grandeurs. Toutefois, la dynamique du moment d'ordre 0est ouplée au moment d'ordre 1, elle d'ordre 1 est ouplée à elui d'ordre 2 et... Il estdon néessaire de faire intervenir des relations a�n de fermer le système.Braginskii [14℄ propose une fermeture pour e système en s'appuyant sur la propriétéphysique selon laquelle la fontion de distribution approhe une fontion Maxwellienne àl'équilibre thermodynamique :
fM(x,v) =

n

(2πT/m)
3
2

exp

(
−(v − u)2

2T/m

). (1.4)Cette modélisation onduit à un système de 5 équations (densité, énergie et 3 om-posantes pour la vitesse) pour haune des espèes (életrons et ions). A es équations,s'ajoutent les équations de Maxwell, permettant de dérire le hamp életrique E et lehamp magnétique B.Ce passage du inétique au modèle �uide est notamment détaillé setion 1.2.Une simpli�ation usuelle onsiste à onsidérer l'hypothèse de quasineutralité :
ne = Zni. (1.5)



22 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEApprohe des vitesses de dériveUne rédution de e modèle �uide repose sur l'approhe des vitesses de dérive. Celle-i est pertinente dans le as d'une évolution lente du plasma par rapport à la fréqueneylotronique, fc,i = ωc,i/2π : t≫ 1
fc,i

.Cette méthode permet de réduire le système �uide à 3 équations pour haune desespèes, en plus des équations de Maxwell pour E et B. En e�et, pour la vitesse, seule restesa omposante parallèle. Un développement selon le paramètre ω
ωc

≪ 1 de l'équation dumouvement permet d'exprimer les omposantes de la vitesse perpendiulaire en fontiondes autres grandeurs. En ne onsidérant pas le mouvement ylotronique ii, la vitesseperpendiulaire devient :
u⊥ =

ω

ωc
(uE + u∗) +

(
ω

ωc

)2

up, (1.6)où uE est la vitesse de dérive életrique, u∗, elle de dérive diamagnétique et up, elle dedérive de polarisation.Ces di�érentes vitesses de dérive sont alors exprimées en fontion des autres grandeurs,d'où la rédution de la dimension du système. Cette méthode est notamment détaillée dans[60℄. Les odes TOKAM-3D [61℄ et SOLEDGE-2D [42℄ reposent notamment sur etteapprohe.Magnétohydrodynamique ou MHDLa MHD ([21, 15℄) est une autre approhe du modèle �uide. Ce modèle est pertinentpour les phénomènes magnétiques lents et à grande éhelle :
t≫ 1

fp
et L≫ λDebye, (1.7)ave fp = ωp/2Π et λDebye, respetivement la fréquene du plasma et la longueur de Debye.Ce modèle utilise aussi l'hypothèse de quasineutralité.Cette méthode onsiste à étudier la dynamique d'un �uide unique. En premier lieu, ononsidère une densité et une vitesse globales :

ρ = neme + Znimi ; V =
nemeVe + ZnimiVi

neme + Znimi
(1.8)Pour �nir, on onsidère la pression totale et la densité de ourant :

P = Pe + Pi,J = ZnieVi − neeVe (1.9)



1.2. DU CINÉTIQUE À LA DESCRIPTION FLUIDE 23Les équations gouvernant es di�érentes variables sont obtenues à partir des équationsdu modèle �uide en onsidérant que l'inertie est dominée par les ions (me/mi ≪ 1). Enpartiulier, le ourant est obtenu par la loi d'Ohm :
J = η(E+V ∧B) (1.10)où η orrespond à la ondutivité.Par onséquent, e modèle MHD permet de réduire le nombre d'inonnues du systèmeà 5 : (ρ, P,V) auquel se rajoute le hamp magnétique, soit un total de 8 inonnues.Une autre approximation peut être envisagée, quali�ée de MHD idéale. Celle-i estutilisée dans le as de plasmas hauds. La ondutivité est alors onsidérée omme in�nieet l'équation (1.10) est simpli�ée :
0 = E+V ∧B (1.11)Ce système a toujours 8 inonnues : (ρ, P,V,B).1.2 Du inétique à la desription �uide1.2.1 Equation de BoltzmannConsidérons le plasma onstitué d'un mélange d'életrons et d'ions. Rappelons quedans e as, l'état du plasma nous est donné grâe à la fontion de distribution fs(t,x,v)permettant de mesurer la probabilité de trouver une partiule de l'espèe s dans un volumein�nitésimal de dimensions 6, (δx, δv), autour de (x,v), l'indie s se référant soit auxéletrons, soit aux ions. Cette fontion de distribution est donnée par l'équation de Vlasov-Boltzmann suivante :

∂tfs + v · ∇xfs +
1

ms

Fs · ∇vfs = Cs, (1.12)où Fs est la fore exerée sur une partiule d'espèe s, de masse ms, loalisée en x aveune vitesse v et Cs, le terme de ollision. En présene d'un hamp életromagnétique (E lehamp életrique, B le hamp magnétique), la fore s'exprime omme une fore de Lorentz,à savoir :
Fs = Zse(E+ v ∧B), (1.13)où Zse est la harge d'une partiule s ave e, la harge élémentaire (e = 1.60.10−19C).Dans le as où le terme de ollision est nul dans (1.12), l'équation dite de Vlasov estobtenue :

∂tfs + v · ∇xfs +
1

ms
Fs · ∇vfs = 0. (1.14)



24 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEL'équation de Boltzmann peut failement être réérite ette fois sous forme onserva-tive :
∂tfs +∇x · (vfs) +

1

ms

∇v · (Fsfs) = Cs. (1.15)Remarque 1.1 Quelques propriétés du terme de ollisionDans l'équation de Boltzmann (1.12) le terme Cs représente les e�ets de ollisions. Lespartiules de l'espèe s peuvent se renontrer entre elles ou ave des partiules d'autresespèes. Par onséquent, le terme Cs peut s'érire sous la forme :
Cs :=

∑

s′

Css′(fs, f
′
s). (1.16)En négligeant les ollisions qui transforment une partiule d'une espèe en une partiuled'une autre espèe, le terme de ollision satisfait la onservation de la masse :∫

IR3

Css′dv = 0. (1.17)De ette façon, le résultat suivant est obtenu ave (1.16) :
∫

IR3

Csdv = 0. (1.18)Si l'on onsidère que la quantité de mouvement et l'énergie sont onservées dans uneollision entre partiules de même espèe, les relations suivantes peuvent être données :∫

IR3

msvCssdv = 0,
∫

IR3

msv
2

2
Cssdv = 0. (1.19)Alors qu'entre partiules d'espèes di�érentes s and s′, nous avons :∫

IR3

msvCss′dv +

∫

IR3

ms′vCs′sdv = 0,
∫

IR3

msv
2

2
Css′dv +

∫

IR3

ms′v
2

2
Cs′sdv = 0. (1.20)Au �nal, les relations suivantes peuvent être déduites des préédents résultats (1.19) et(1.20) ave la dé�nition (1.16) :

∑

s

∫

IR3

msvCsdv = 0,
∑

s

∫

IR3

msv
2

2
Csdv = 0. (1.21)



1.2. DU CINÉTIQUE À LA DESCRIPTION FLUIDE 251.2.2 Desription FluideDans le adre de e travail, nous nous intéressons à une desription �uide du plasmaqui onsiste à ne plus onsidérer les fontions de distributions mais leurs moments, dé�nispar des moyennes statistiques sur l'espae des vitesses.Dé�nition des momentsPour ommener, les premiers moments de la fontion de distribution, fs(t,x,v) vontêtre dé�nis. Pour alléger les notations, l'opérateur < . > suivant sera utilisé :
< ψ >:=

1

ns

∫

IR3

ψ(t,x,v)fs(t,x,v)dv. (1.22)Le moment d'ordre 0 de la fontion de distribution est la densité moyenne de partiules :
ns(t,x) :=

∫

IR3

fs(t,x,v)dv. (1.23)La vitesse moyenne, us(t,x) de l'ensemble des partiules se trouvant en x, à l'instantt, onsidérée omme le moment d'ordre 1 est donnée par :
us(t,x) :=

1

ns

∫

IR3

vfs(t,x,v)dv =< v > . (1.24)Pour �nir, le moment d'ordre 2 est l'énergie es :
es :=

1

2

1

ns

∫

IR3

v2fs(t,x,v)dv =
1

2
< v2 > . (1.25)Pour trouver les équations qui gouvernent es di�érentes grandeurs, les di�érents mo-ments de l'équation de Boltzmann (1.15) vont être onsidérés.Equation de la densitéLe moment d'ordre 0 de l'équation de Boltzmann est pris tout d'abord, autrement ditintégrons par rapport à la variable v l'équation (1.15). Sahant que les variables t, x et vsont indépendantes, on obtient :

∂t

∫

IR3

fsdv +∇x ·
∫

IR3

v.fsdv +

∫

IR3

∇v · (
Fs

ms
fs)dv =

∫

IR3

Csdv, (1.26)Le troisième terme de ette équation est nul grâe au théorème de Green ar la fontionde distribution tend vers 0 quand les vi tendent vers l'in�ni.Par ailleurs, en utilisant les dé�nitions (1.23) et (1.24) et la propriété du terme deollision (1.18), l'équation de onservation de la densité ou équation de ontinuité estobtenue :
∂tns +∇x · (nsus) = 0. (1.27)



26 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEEquation de la vitesseMaintenant, le moment d'ordre 1 de (1.15) est onsidéré. Pour ela, dans un premiertemps, l'équation (1.15) est multipliée par msvi, vi et Fs,i étant respetivement les ièmesomposantes de la vitesse v et de la fore Fs et en développant les divergenes :
msvi∂tfs +msvi∂xj

(vjfs) = −msvi∂vj (Fs,jfs) +msviCs. (1.28)Ensuite, e résultat est intégré par rapport à v, le troisième terme devient alors :
∫

IR3

−msvi∂vj (Fs,jfs)dv = −ms

∫

IR3

(∂vj (viFs,jfs)− Fs,jfs∂vjvi)dv

= ms

∫

IR3

Fs,jfs∂vjvidv. (1.29)Ainsi l'équation (1.28) intégrée par rapport à v donne, ave (1.29) :
ms∂t

∫

IR3

vifsdv +ms∂xj

∫

IR3

vivjfsdv = ms

∫

IR3

Fs,jfs∂vjvidv +Rs. (1.30)
Rs représente le moment qui résulte des ollisions entre partiules de di�érentes es-pèes :

Rs :=

∫

IR3

msvCsdv. (1.31)En reprenant les dé�nitions (1.22) et (1.24) et en sommant sur les di�érentes om-posantes, i données par (1.30), le seond moment de l'équation de Boltzmann est alorsobtenu :
∂tmsnsus +∇x · (msns < v ⊗ v >) = nsFs +Rs. (1.32)D'autre part, il est lassique de déomposer la vitesse v en deux vitesses : la vitessemoyenne us dé�nie en (1.24) et une �utuation v′ telle que < v′ >= 0 :

v = us + v′. (1.33)Par onséquent,
< v ⊗ v >= us ⊗ us+ < v′ ⊗ v′ > . (1.34)Le tenseur de pression Ps, qui mesure l'éart quadratique entre la vitesse moyenne, us,et la vitesse partiulaire, v, est don dé�ni par :
Ps :=

∫

IR3

msv
′ ⊗ v′fs(t,x,v)dv. (1.35)Il peut enore être érit sous la forme :

(Ps)ij = psδij + (σs)ij, (1.36)



1.2. DU CINÉTIQUE À LA DESCRIPTION FLUIDE 27où δij , le symbole de Kroneker et σs, le tenseur de pression diminué de sa omposanteisotrope ps, la pression salaire.L'équation devient alors ave es dernières dé�nitions :
∂tmsnsus +∇x · (msnsus ⊗ us + Ps) = nsFs +Rs. (1.37)Equation de l'énergieLe moment d'ordre 2 est obtenu en multipliant par 1

2
msv

2 et en intégrant par rapportà la vitesse. En utilisant l'indépendane des variables, l'équation suivante est obtenue :
1

2
ms∂t

∫

IR3

v2.fsdv +
1

2
ms∇x ·

∫

IR3

v2v.fsdv

= −1

2
ms

∫

IR3

(∇v · (v2.Fsfs)− 2v.Fsfs)dv +
1

2

∫

IR3

msv
2Csdv. (1.38)En utilisant les dé�nitions préédentes (1.22) et (1.25) et des moments et la dé�nitionde la fore de Lorentz (1.13), on obtient au �nal :

∂tmsnses +∇x · (
msns

2
< v2v >) = ZsensE.us +

∫

IR3

msv
2

2
Csdv. (1.39)En reprenant la déomposition de la vitesse donnée par (1.33), nous obtenons :

< v2v > = < v2(v′ + us) >

= < v2v′ > +2esus

= < v′2v′ > +u2
s < v′ > +2us < v′ ⊗ v′ > +2esus

=
2

msns

qs +
2

msns

Psus + 2esus,où le �ux de haleur qs est donné par :
qs :=

ms

2

∫

IR3

v′2v′fs(t,x,v)dv. (1.40)On obtient alors l'équation �nale pour l'énergie :
∂tmsnses +∇x · (msnsesus + Ps.us) = −∇x · qs + ZsensE.us +Rs.us +Qs. (1.41)

Qs représente la haleur générée par l'espèe s à ause des ollisions ave les autres par-tiules :
Qs :=

∫

IR3

1

2
msv

2Csdv. (1.42)



28 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDESystème inétiqueLe système �nal omplet est le suivant, en introduisant la densité volumique, ρs =
msns :

∂tρs +∇ · (ρsus) = 0

∂tρsus +∇ · (ρsus ⊗ us + Ps) = Zsens(E+ us ∧B) +Rs (1.43)
∂tρses +∇ · (ρsesus + Ps.us) = −∇ · qs + ZsensE.us +Rs.us +QsIl peut enore être érit sous la forme non onservative :
∂tρs +∇ · (ρsus) = 0

ρs∂tus +ρs(us · ∇)us +∇ · (Ps) = Zsens(E+ us ∧B) +Rs (1.44)
ρs∂tes +ρsus∇es +∇ · (Ps.us) = −∇ · qs + ZsensE.us +Rs.us +Qs1.2.3 Les équations d'évolutionDans le adre de e travail, l'hypothèse de quasineutralité du plasma va être prise enompte :

ne = Zni. (1.45)Par onséquent, l'équation de ontinuité pour les ions va être onsidérée :
∂tρi +∇ · (ρiui) = 0 (1.46)Le système inétique (1.43) donne les équations de quantité de mouvement pour ha-une des espèes :

∂tρeue +∇ · (ρeue ⊗ ue + Pe) = −ene(E+ ue ∧B) +Re

∂tρiui +∇ · (ρiui ⊗ ui + Pi) = Zieni(E+ ui ∧B) +Ri (1.47)Toutefois, en utilisant l'hypothèse de quasineutralité et en remarquant que mi >> me,dans le but de sommer les deux équations de quantité de mouvement, ertains termes del'équation pour les életrons peuvent être négligés :
∇ · Pe = −ene(E+ ue ∧B) +Re

∂tρiui +∇ · (ρiui ⊗ ui + Pi) = ene(E+ ui ∧B) +Ri (1.48)



1.2. DU CINÉTIQUE À LA DESCRIPTION FLUIDE 29Ainsi, en rappelant que d'après (1.21), Re +Ri = 0, l'addition de es deux équationsdonne l'équation sur la quantité de mouvement des ions qui nous intéresse :
∂t(ρiui) +∇ · (ρiui ⊗ ui + Pi + Pe) = J ∧B (1.49)en notant le ourant J = Znie(ui − ue)L'équation sur le ourant peut aussi être obtenue en additionnant les équations (1.47)pondérées par qs/ms, qs étant la harge de la partiule s :

∂tJ+
∑

s

∇ · (qsnsus ⊗ us +
qs
ms

Ps) =
∑

s

qs
2

ms
ns(E+ us ∧B) +

∑

s

qs
ms

Rs (1.50)L'équation pour l'énergie s'obtient en sommant les deux équations d'énergie. De lamême façon que préédemment, ertains termes issus de l'équation sur les életrons peu-vent être négligés en remarquant que mi >> me :
∇ · (Pe.ue) = −∇ · qe − eneE.ue +Re.ue +Qe

∂tρiei +∇ · (ρieiui + Pi.ui) = −∇ · qi + eneE.ui +Ri.ui +Qi (1.51)Sahant que d'après (1.21), Qe +Qi = 0, la somme de es équations sur l'énergie nousdonne alors :
∂tρiei +∇ · (ρieiui + Pi.ui + Pe.ue) = −∇ · (qi + qe) + E.J+Ri.ui +Re.ue (1.52)et que d'après la loi d'Ohm, dans le as de la MHD idéale :

E = −ui ∧B, (1.53)l'équation d'énergie devient �nalement :
∂tρiei +∇ · (ρieiui + Pi.ui + Pe.ue) = −∇ · (qi + qe) + (J∧B).ui +Ri.ui +Re.ue (1.54)Ainsi, au �nal, le système bi-�uide est le suivant :

∂tρi +∇ · (ρiui) = 0

∂t(ρiui) +∇ · (ρiui ⊗ ui + Pi + Pe) = J ∧B

∂tJ+
∑

s

∇ · (qsnsus ⊗ us +
qs
ms

Ps) =
∑

s

qs
2

ms
ns(E+ us ∧B) +

∑

s

qs
ms

Rs

∂tρiei +∇ · (ρieiui + Pi.ui + Pe.ue) +∇ · (qi + qe) = (J ∧B).ui +Ri.ui +Re.ue

∂tρeee +∇ · (ρeeeue + Pe.ue) +∇ · qe = −eneE.ue +Re.ue +Qe (1.55)



30 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEEn reprenant les équations sur ρi, ρiui et ρiei et en négligeant les ontributions assoiéesaux életrons, un modèle simpli�é, mono-�uide sera en fait étudié dans e travail :
∂tρ+∇ · (ρu) = 0

∂t(ρu) +∇ · (ρu⊗ u+ P ) = J ∧B (1.56)
∂tρe+∇ · (ρeu+ P.u) = −∇ · q+ (J ∧B).uoù le ourant J est supposé donné. Ce système est prohe du modèle MHD. Une approhepour obtenir e modèle est donnée en annexe B.Remarquons que l'équation de ontinuité ou moment d'ordre 0 de l'équation de Vlasovfait intervenir le moment d'ordre 1 de la fontion de distribution, us. De même, le momentd'ordre 1 de l'équation de Vlasov voit apparaître, Ps, le moment d'ordre 2 de la fontionde distribution et le moment d'ordre 2 de l'équation, qs, le moment d'ordre 3 de fs et ainside suite...Par onséquent, des relations de fermeture sont néessaires pour bouler notre système.Pour ela, nous allons nous intéresser plus partiulièrement dans e travail aux relationsde fermeture de Braginskii, [14℄.1.3 Fermetures de BraginskiiLes fermetures de Braginskii reposent sur la propriété physique selon laquelle la fontionde distribution approhe une fontion Maxwellienne à l'équilibre thermodynamique :
fM(x,v) =

n

(2πT/m)
3
2

exp

(
−(v − u)2

2T/m

). (1.57)A partir d'un développement de Chapman-Enskog et dans l'hypothèse de plasmasollisionnels, la théorie de Braginskii [14℄ permet d'obtenir les relations de fermeture quivont être étudiées ii :� qs = qs(Ts, ns,us),� σs = σs(us).1.3.1 Di�usionUsuellement, en méanique des �uides, la densité de �ux de haleur q est donnée parla loi de Fourier, ave λ, la ondutivité thermique du matériau :
q = −λ∇T . (1.58)Cependant, dans le as du plasma et en présene d'un hamp magnétique, les rela-tions de fermeture de Braginskii donnent la densité de �ux de haleur q qui s'exprimedi�éremment de la loi de Fourier et qui dépend notamment du hamp magnétique :

q = −K�∇�T −K⊥∇⊥T +K∧(b ∧ ∇⊥T ) = K∇T , (1.59)



1.3. FERMETURES DE BRAGINSKII 31ave K, un tenseur. Les notations ∇� et ∇⊥ se réfèrent respetivement aux omposantesparallèle et perpendiulaire au hamp B du gradient et sont dé�nies en (1.62) et (1.64).Dans la suite du travail, le veteur b représentera le veteur du hamp magnétique nor-malisé :
b =

B

|B| . (1.60)Expression du tenseur de di�usionLes di�érents termes de e tenseur de di�usion vont être maintenant expliités.L'opérateur ∇� est introduit :
∇�T = (b · ∇T )b. (1.61)Tout d'abord, le terme de di�usion parallèle au hamp magnétique s'exprime alors par :

K�∇�T = K�b⊗ bt∇T (1.62)
= K�



b1b1 b1b2 b1b3
b2b1 b2b2 b2b3
b3b1 b3b2 b3b3


∇T . (1.63)où, b est donné en oordonnées Cartésiennes par b = b1e1+ b2e2+ b3e3. Ensuite, le termede di�usion perpendiulaire est donné par :

K⊥∇⊥T = K⊥(I − b⊗ bt)∇T . (1.64)Pour �nir, le dernier terme donne :
K∧(b ∧∇⊥T ) = K∧(b ∧∇T ) (1.65)

= K∧




0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0


∇T .Au �nal, l'expression numérique du tenseur de di�usion, K, de la formule (1.59) estobtenu, en fontion des di�érents oe�ients de di�usion et des omposantes en oordon-nées Cartésiennes de b :

K =




(K⊥ −K�)b1b1 −K⊥ (K⊥ −K�)b1b2 − b3K∧ (K⊥ −K�)b1b3 + b2K∧

(K⊥ −K�)b1b2 + b3K∧ (K⊥ −K�)b2b2 −K⊥ (K⊥ −K�)b2b3 − b1K∧

(K⊥ −K�)b1b3 − b2K∧ (K⊥ −K�)b2b3 + b1K∧ (K⊥ −K�)b3b3 −K⊥


(1.66)



32 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDERemarque 1.2 Remarques sur le � terme ross �.Etudions le dernier terme de la densité de �ux de haleur, en utilisant ertaines for-mules données en Annexe A et l'expression de K∧ donnée en (1.68) ∗ :
∇ · (K∧(b ∧ ∇T )) = K∧∇ · (b ∧∇T ) +∇K∧ · b ∧∇T

= K∧(−b · ∇ ∧ (∇T ) +∇∧ b∇T ) +∇T · ∇K∧ ∧ b

= (K∧∇∧ b+∇K∧ ∧ b)∇T

=
5

2

1

ωcm
(nT∇∧ b+ T∇n ∧ b)∇T (1.67)On voit ainsi que e dernier terme agit omme un terme de transport. Cette remarque serad'ailleurs véri�ée numériquement dans la partie 2.2.Dans le adre de la � diamagneti anellation � [23, 59℄, ertains termes de (1.67) seompensent ave les termes liés à la vitesse diamagnétique. L'équation sur la températureobtenue à partir de l'équation d'énergie est :

3

2
n∂tT +

3

2
nu.∇T + p∇ · u = −∇ · q− σ : ∇u+QOr, la vitesse peut se déomposer de la façon suivante :

u = u‖ + u⊥

= u‖ + (uE + u∗),où uE est la vitesse de dérive életrique, u∗ =
b ∧ ∇p
nωcm

est la vitesse diamagnétique.Les termes de l'équation de température liés à la vitesse diamagnétique donnent :
3

2
nu∗.∇T = −3

2

1

ωcm
T (∇n ∧ b).∇T ,

p∇ · u∗ = − 1

ωcm
T (∇n ∧ b).∇T +

1

ωcm
T (n∇T + T∇n).(∇∧ b).Ainsi, les termes liés à la vitesse diamagnétique se ompensent ave le terme en K∧, nelaissant qu'un terme de ourbure :

3

2
nu∗.∇T + p∇ · u∗ +∇ · (K∧(b ∧ ∇T )) = 1

ωcm
T (

7

2
n∇T + T∇n).(∇∧ b).

∗. Dans ette remarque, la température est onsidérée en unités d'énergie (Joule).



1.3. FERMETURES DE BRAGINSKII 33Anisotropie de la di�usionBraginskii donne aussi les expressions des di�érents oe�ients de di�usion. Ii, lesformules pour les ions sont données :
K� = 3.9

nikTiτi
mi

; K⊥ = 2
nikTi
ω2
c,iτimi

et K∧ = 2.5
nikTi
ωc,imi

, (1.68)où k est la onstante de Boltzmann en erg/eV †, τi est le temps de ollision, autrement ditle temps moyen entre ollisions pour un ion et ωc,i, la pulsation ylotronique.Les formules des oe�ients pour les életrons sont données dans [40℄, elles sont similaires,seules les onstantes sont di�érentes.Le temps de ollision et la pulsation ylotronique sont respetivement donnés par lesformules suivantes :
τi =

3

4

√
mi(kTi)

3/2

√
πλnie4

et ωc,i =
BZe

mic
. (1.69)Les di�érentes variables utilisées dans es formules sont en unités CGS, à l'exeption dela température donnée en eV et de la onstante de Boltzmann, en erg/eV. L'équivalent enunités SI est donné en Annexe A. λ est le logarithme de Coulomb que l'on prend dans nosévaluations numériques égale à 15.Les oe�ients K⊥ et K∧ peuvent s'exprimer en fontion de K� :

K⊥ ≃ K�

ω2
c,iτ

2
i

et K∧ ≃ K�

ωc,iτi
. (1.70)Des évaluations numériques ave des valeurs de température et densité pour les plas-mas, en partiulier dans la géométrie d'ITER (|B| ≃ 5T ), permettent d'obtenir le tableau(1.1). Le hamp magnétique varie en 1/R don est di�érent entre le oeur et le bord duplasma à un oe�ient multipliatif près variant entre R/(R+r) = 0.75 et R/(R−r) = 1.5,où R et r, respetivement le grand et le petit rayons d'ITER. Il est pris �té hamp faiblepour le bord du plasma dans e tableau.Les valeurs du produit ωcτ dans l'ensemble du plasma révélent la forte anisotropie dutenseur de di�usion suivant les lignes de hamp magnétique d'après (1.70) :

K� ≫ K∧ ≫ K⊥.Des simulations numériques utilisant ette di�usion fortement anisotrope ont été menéeset les résultats sont présentés dans la partie (2.2).Notons par ailleurs, que d'après les formules (1.68) et l'expression du temps de ollision(1.69), les di�érents oe�ients présentent une non-linéarité en température. En e�et,
K� ∝ T 5/2, K⊥ ∝ T−1/2 et K∧ ∝ T . (1.71)

†. L'erg orrespond à l'unité CGS de l'énergie ; kT est don homogène à une énergie.



34 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEbord du plasma oeur du plasmaTempérature en K 5, 80.105 2, 3208.107Densité en m−3 1019 2.1020B en T 5 3, 75
ωc,i en s−1 4, 79.108 3, 59.108

τi en s 4, 90.10−5 6, 20.10−4

ωc,iτi 2, 35.104 2, 23.105Table 1.1 � Ordres de grandeur des quantités aratéristiques du plasma.1.3.2 VisositéLa tenseur des ontraintes, σ, apparaissant dans l'équation de Navier-Stokes est eluides �uides dit Newtoniens, à savoir que σ est une fontion linéaire du (double du) tenseurde déformation, W :
σ = ηW , (1.72)ave W , dé�ni par :

W = ∇v + (∇v)t − (
2

3
∇.v)I. (1.73)Comme préédemment, le tenseur des ontraintes visqueuses proposé par Braginskiiest di�érent. Il dépend notamment du hamp magnétique et est donné par :

σij = −η0Π0ij − η1Π1ij − η2Π2ij + η3Π3ij + η4Π4ij , (1.74)ave, en utilisant la onvention de sommation d'Einstein,
Π0ij =

3

2
(bibj −

1

3
δij)(bmbn −

1

3
δmn)Wmn

Π1ij = (I⊥imI
⊥
jn +

1

2
I⊥ij bmbn)Wmn

Π2ij = (I⊥imbjbn + I⊥jnbibm)Wmn

Π3ij =
1

2
(I⊥imεjpn + I⊥jnεipm)bpWmn

Π4ij = (bibmεjpn + bjbnεipm)bpWmn

(1.75)
Les notations utilisées ii sont les suivantes :� W est le tenseur de déformation donné par (1.73),� I⊥ = I − b⊗ b,� εijk orrespond au pseudo-tenseur de Levi-Civita.
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εijk =





1 si (i,j,k) est (1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2)
−1 si (i,j,k) est (1,3,2), (2,1,3) ou (3,2,1)
0 si i=j, j=k ou i=k (1.76)Les tenseurs, Πk peuvent s'érire sous la forme générale suivante :

Π0 =
3

2
(b⊗ b− 1

3
I)

[
(b⊗ b− 1

3
I) : W

]

Π1 = W − (W.b⊗ b+ b⊗ b.W ) +
1

2
(b⊗ b : W )(I + b⊗ b)

Π2 = (W.b⊗ b+ b⊗ b.W )− 2(b⊗ b : W )b⊗ b

Π3 =
1

2
(b×WI⊥ − I⊥W × b)

Π4 = (b×W (b⊗ b)− (b⊗ b)W × b)

(1.77)
où le salaire A : B représente le produit ontraté, A : B = AijBji.Le tenseur Π0 peut être réérit en utilisant la propriété de W , selon laquelle la traede W est nulle :

(b⊗ b− 1

3
I) : W = (b⊗ b) :W . (1.78)Par onséquent, le tenseur Π0 peut aussi s'érire :

Π0 =
3

2
(b⊗ b− 1

3
I)(b⊗ b : W ). (1.79)Braginskii donne aussi les expressions des oe�ients, ηk. Les formules données ii sontelles pour les ions :

η0 = 0.96nikTiτi ; η2 = 4η1 = 1.2
nikTi
ω2
ciτi

et η4 = 2η3 =
nikTi
ωci

. (1.80)Les formules pour les életrons sont données dans [40℄.Notons qu'une remarque similaire à elle e�etuée pour la di�usion peut être faite. Ene�et,
η2 ≃

η0
ω2
ciτ

2
i

et η4 ≃ η0
ωciτi

. (1.81)Ainsi, d'après les évaluations données préédemment pour le produit ωciτi du tableau (1.1),le terme η0 est dominant par rapport aux deux autres :
η0 ≫ η4 ≫ η2. (1.82)



36 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDEPar ailleurs, en utilisant les égalités, η2 = 4η1 et η4 = 2η3, ertains tenseurs peuventêtre regroupés. La forme �nale du tenseur des ontraintes visqueuses est alors :
σ = −η0Π0 − η2Π2 + η4Π4, (1.83)ave

Π0 =
3

2
(b⊗ b− 1

3
I)(b⊗ b : W ),

Π2 =
1

4

[
W + 3 (W.b⊗ b+ b⊗ b.W ) +

1

2
(I − 15b⊗ b)(b⊗ b : W )

] ,
Π4 =

1

4

[
M b(W (I + 3b⊗ b))− ((I + 3b⊗ b)W )M b

] . (1.84)
M b étant le tenseur dé�ni par :

M b =




0 −b3 b2
b3 0 −b1
−b2 b1 0




1.3.3 AnisotropieDans le but d'étudier l'anisotropie des termes de visosité et de di�usion de Braginskii,les di�érents termes sont exprimés dans le système de oordonnées loal (x, y, z) ave ladiretion z orrespondant à elle du hamp magnétique : b = ez.Dans le as purement anisotrope, i.e. K⊥ = K∧ = 0, la densité de �ux de haleurdonnée par (1.59), devient, à l'aide de (1.62) :
q = K�



0 0 0
0 0 0
0 0 1


∇T = K�




0
0
∂zT


 . (1.86)On retrouve don que la densité de �ux thermique purement anisotrope dépend alorsseulement du gradient de température dans la diretion du hamp magnétique.Un raisonnement similaire peut être e�etué sur le tenseur des ontraintes visqueuses(1.83), omme dans [14℄, en exprimant les di�érents tenseurs (1.84) dans le même systèmede oordonnées.



1.3. FERMETURES DE BRAGINSKII 37Dans le système de oordonnées loal, le tenseur Π0 devient :
Π0 =

3

2
(b⊗ b− 1

3
I)(b⊗ b : W )

=




−1

2
0 0

0 −1

2
0

0 0 1


Wzz. (1.87)Le tenseur Π2 s'exprime alors par :

Π2 =
1

4

[
W + 3 (W.b⊗ b+ b⊗ b.W ) +

1

2
(I − 15b⊗ b)(b⊗ b :W )

]

=
1

4


W + 3




0 0 Wxz

0 0 Wyz

Wzx Wzy 2Wzz


+

1

2
Wzz



1 0 0
0 1 0
0 0 −14






=
1

4




Wxx +
1

2
Wzz Wxy 4Wxz

Wyx Wyy +
1

2
Wzz 4Wyz

4Wzx 4Wzy 0


 . (1.88)

Pour �nir, le tenseur Π4 devient :
Π4 =

1

4

[
M b(W (I + 3b⊗ b))− ((I + 3b⊗ b)W )M b

]

=
1

4




−2Wxy Wxx −Wyy −4Wyz

Wxx −Wyy 2Wxy 4Wxz

−4Wzy 4Wzx 0


 . (1.89)L'inégalité (1.82) montre que le terme en η0Π0 domine largement les autres termes. Orpour mettre en évidene le aratère anisotrope, distinguons dans e tenseur les partiesassoiées au isaillement et à la ompressibilité :

W = ∇v + (∇v)t − (
2

3
∇.v)I = W ∗ − (

2

3
∇.v)I. (1.90)



38 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDELe tenseur Π0 devient alors ave (1.87) et ette nouvelle formulation de W , (1.90) :
Π0 =




−1

2
0 0

0 −1

2
0

0 0 1


W ∗

zz −




−1

3
0 0

0 −1

3
0

0 0
2

3




∇.v

=



−1 0 0
0 −1 0
0 0 2


 ∂zvz −




−1

3
0 0

0 −1

3
0

0 0
2

3




∇.v (1.91)Compte tenu de η0 ≫ η4 ≫ η2, ette expression montre que le tenseur des ontraintesvisqueuses se aratérise par une forte sensibilité à ∂zvz, i.e. au gradient dans la diretiondu hamp magnétique de la vitesse olinéaire au hamp magnétique, ouplée à un e�et deompressibilité assoié à la présene de la divergene de la vitesse.1.4 AdimensionnementLe système (1.56) onsidéré dans e travail est rappelé :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0 (1.92)

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u+ pI) + ▽.σ = S

∂tρe + ▽.((ρe+ p)u) + ▽.(σu) + ▽.q = S.uLe terme fore S est donné sous la forme suivante :
S = J ∧B. (1.93)La densité de �ux thermique de Braginskii, q, qui a été étudiée plus en détails préédem-ment et qui présente une forte anisotropie suivant les lignes de hamp magnétique et unenon-linéarité, s'exprime sous la forme suivante :q = −K▽T

= −K�∇�T −K⊥∇⊥T +K∧(b ∧∇⊥T ), (1.94)Le tenseur de visosité est lui donné par :
σ = −η0Π0 − η2Π2 + η4Π4. (1.95)L'énergie totale est donnée par :

ρe =
1

2
ρu2 + ρε, (1.96)où ρe est l'énergie totale, ρε, l'énergie interne et 1

2
ρu2, l'énergie inétique.



1.4. ADIMENSIONNEMENT 391.4.1 Adimensionnement des équationsPour adimensionner notre système, les valeurs de référene suivantes sont hoisies :� la longueur de référene (en m) : L∗,� la température de référene (en eV) : T ∗,� la densité de référene (en m−3) : n∗.Les autres grandeurs de référene sont issues de es valeurs, à savoir :� la masse volumique de référene (en kg.m−3) : ρ∗ = min
∗,� la vitesse de référene (en m.s−1) : u∗ = (ecT

∗/mi)
1
2
‡� le temps de référene (en s) : t∗ = L∗

u∗
,� la pression de référene (en N.m−2) : p∗ = ρ∗e∗ = ρ∗u∗2.Par ailleurs, nous hoisissons aussi :� pour les �ux thermiques : q∗ = ρ∗u∗3,� pour le tenseur de isaillement : σ∗ = ρ∗u∗2.Le système adimensionné que l'on obtient alors est le suivant :

∂t̃ρ̃+ ▽̃.(ρ̃ũ) = 0

∂t̃ρ̃ũ + ▽̃.(ρ̃ũ⊗ ũ) + ▽̃p̃+ ▽̃.σ̃ = S̃ (1.97)
∂t̃ρ̃ẽ+ ▽̃.((ρ̃ẽ+ p̃)ũ).ũ + ▽̃.q̃+ ▽̃.(σ̃ũ) = S̃.ũNous nous intéresserons par la suite, plus préisemment à l'adimensionnement destermes de di�usion et de visosité.Remarque 1.3 La loi d'état des gaz parfaits s'érit :

p = (γ − 1)ρε = (γ − 1)(ρe− 1

2
ρu2), (1.98)ave γ = 5

3
.Par onséquent, si on adimensionne ette loi d'état, il est néessaire d'avoir :

p̃ = (γ − 1)ρ̃ε̃ = (γ − 1)(ρ̃ẽ− 1

2
ρ̃ũ2), (1.99)d'où les égalités suivantes :

p∗ = ρ∗e∗ = ρ∗u∗2 (1.100)qui sont onformes à notre adimensionnement.Au ours du alul, on dispose des variables ρ̃, ũ et ẽ qui sont adimensionnées et onveut en déduire p̃, c̃s et T̃ .
‡. T [eV ] orrespond à une énergie de 1, 6.10−19T [eV ] = ecT [eV ].



40 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDELa pression s'obtient par la formule préédente (1.99).En e qui onerne la température :
p(Pa) = necT (eV ) d'où p∗p̃ = n∗ñecT

∗T̃ , (1.101)or
p∗ = ρ∗u∗2 = ρ∗

T ∗ec
mi

= T ∗n∗ec, (1.102)don
p̃ = ñT̃ . (1.103)Pour �nir, la vitesse du son s'obtient par la formule suivante, ave p∗ = ρ∗u∗2 :

c2s = γ
p

ρ
d'où u∗2c̃2s = γ

p∗

ρ∗
p̃

ρ̃
, (1.104)don

c̃s =

√
γ
p̃

ρ̃
. (1.105)L'adimensionnement proposé est don bien ohérent.1.4.2 Adimensionnement du terme de visositéDans un premier temps, nous allons onsidérer l'adimensionnement du terme de vis-osité. Pour ela, rappelons tout d'abord la formule du tenseur de visosité, en notant τi,le temps de ollision et ωci, la fréquene ylotronique. Notons que les ηi orrespondent àdes visosités dynamiques (Pa.s).

σ = −η0Π0 − η2Π2 + η4Π4, (1.106)ave η0 = 0.96neTτi, η2 = 6neT

5ω2
ciτi

et η4 = neT

ωci

§.En adimensionnant le tenseur de visosité ave σ∗ = ρ∗u∗2, on obtient :
σ̃ =

1

ρ∗u∗L∗

(
−η0Π̃0 − η2Π̃2 + η4Π̃4

) . (1.107)Les paramètres ηi font apparaître le temps de ollision τi, son adimensionnement estdon néessaire :
τ̃i = Aτi

T̃ 3/2

ñ
ave Aτi = 1, 39.1012

T ∗3/2

n∗t∗
. (1.108)

§. Les visosités dynamiques sont données ii en unités SI (Pa.s). Par onséquent, l'énergie kT en ergdevient eT en J (e, la harge élémentaire).



1.4. ADIMENSIONNEMENT 41En reportant ette dernière expression de τ̃i dans la dé�nition de η0, nous pouvonsobtenir l'adimensionnement de elui-i :
η0 = 0.96n∗eT ∗t∗ñT̃ τ̃i

= 0.96n∗eT ∗t∗Aτi T̃
5/2. (1.109)De la même façon, on obtient :

η2 =
1.2n∗eT ∗

ω2
cit

∗

1

Aτi

ñ2T̃−1/2 et η4 = n∗eT ∗

ωci

ñT̃ . (1.110)En reportant es di�érentes formules des ηi dans (1.107), on obtient :
σ̃ = −η̃0Π̃0 − η̃2Π̃2 + η̃4Π̃4, (1.111)ave η̃0 = 0.96Aτi T̃

5/2, η̃2 = 1.2

ω2
cit

∗2

1

Aτi

ñ2T̃−1/2 et η̃4 = 1

ωcit∗
ñT̃Remarque 1.4 Il est possible aussi de raisonner en terme de nombre de Reynolds, Redéterminant le rapport entre les fores d'inertie et les fores de visosité. Etant donnéela forme du tenseur du isaillement, 3 nombres de Reynolds peuvent être déterminés ii.Ave les résultats préédents, l'équation de mouvement adimensionnée devient alors :

∂t̃ρ̃ũ + ▽̃.(ρ̃ũ⊗ ũ+ p̃)

− 1

Re0
▽̃.(T̃ 5/2Π̃0)−

1

Re2
▽̃.(ñ2 ˜T−1/2Π̃2) +

1

Re4
▽̃.(ñT̃ Π̃4) = S̃

(1.112)ave les nombres de Reynolds suivants :
Re0 =

1

0.96Aτi

; Re2 = Aτi

ω2
cit

∗2

1.2
et Re4 = ωcit

∗. (1.113)Ces expressions peuvent être reformulées :
Re0 = 7, 66.10−17 n

∗L∗

(T ∗)2
; Re2 = 1, 25.1025

T ∗L∗

n∗
et Re4 = 1, 02.10−4ωci

L∗

√
T ∗

. (1.114)1.4.3 Adimensionnement du terme de di�usionUn raisonnement similaire à elui de la visosité est e�etué pour trouver l'adimen-sionnement du terme de di�usion. Le terme de di�usion s'exprime sous la forme suivante :
q = −K�∇�eT −K⊥∇⊥eT +K∧b ∧∇⊥eT , (1.115)ave K� = 3, 9

neTτi
mi

, K⊥ = 2
neT

miτiω2
ci

et K∧ = 2, 5
neT

miωci
.En proédant à l'adimensionnement de es di�érents termes un à un, omme préédem-ment pour la visosité, nous obtenons :

q̃ = −K̃�∇̃�T̃ − K̃⊥∇̃⊥T̃ + K̃∧b ∧ ∇̃⊥T̃ , (1.116)ave K̃� = 3.9Aτi T̃
5/2, K̃⊥ =

2

ω2
cit

∗2

1

Aτi

ñ2T̃−1/2 et K̃∧ =
2.5

ωcit∗
ñT̃ .



42 CHAPITRE 1. MODÈLE FLUIDE1.4.4 Quelques évaluations pour notre système.Pour adimensionner notre système, nous allons hoisir par exemple, les valeurs deréférene suivantes :� la longueur de référene : L∗ = 2m, le petit rayon d'ITER,� la température de référene, la température à la séparatrie : T ∗ = 100eV ,� la densité de référene, la densité à la séparatrie : n∗ = 1019m−3.De es valeurs, les autres grandeurs de référene peuvent être obtenues, à savoir :� la masse volumique de référene :
ρ∗ = min

∗ = 1, 67.10−8 kg/m3, (1.117)� la vitesse de référene, la vitesse du son pour les ions :
u∗ = (eT ∗/mi)

1
2 = 0, 98.105 m/s, (1.118)� le temps de référene, le temps néessaire à une onde aoustique pour traverser lepetit rayon d'ITER :

t∗ =
L∗

u∗
= 2, 04.10−5 s, (1.119)� la pression de référene :

p∗ = ρ∗e∗ = ρ∗u∗2 = 1, 60.102 N/m2. (1.120)Le nombre sans dimension Aτi donné par (1.108) est alors :
Aτi = 1, 39.1012

T ∗3/2

n∗t∗
= 6, 81. (1.121)La fréquene ylotronique est donnée par la formule (1.69). Le hamp magnétique estde 3, 4T pour JET ou enore 5, 3T pour ITER.

ωc,i = 9, 58.107Bs−1 = 3, 26.108s−1 pour JET. (1.122)Les paramètres de di�usion et visosité adimensionnés sont don :
η̃0 = 6, 54T̃ 5/2 ; η̃2 = 3, 98.10−9ñ2T̃−1/2 ; η̃4 = 1, 50.10−4ñT̃ ;
K̃� = 2, 66.101T̃ 5/2 ; K̃⊥ = 6, 65.10−9ñ2T̃−1/2 ; K̃∧ = 3, 76.10−4ñT̃ . (1.123)Remarque 1.5 En s'appuyant sur (1.114), es appliations numériques (T ∗ = 100eV et

n∗ = 1019m−3) donnent les nombres de Reynolds suivants :
Re0 = 0, 15 ; Re2 = 2, 50.108 et Re4 = 6, 65.103. (1.124)Pour une température T ∗ = 10eV et une densité n∗ = 1019m−3, on obtient les nombres deReynolds suivants :

Re0 = 1, 53.101 ; Re2 = 2, 50.107 et Re4 = 2, 10.104. (1.125)



1.4. ADIMENSIONNEMENT 43Rappelons que les termes en η0 et K� dominent respetivement les autres termesde visosité et de di�usion. Les température et densité de référene (T ∗ = 100eV et
n∗ = 1019m−3) hoisies ii peuvent orrespondre à des valeurs du bord du plasma. Or,les évaluations numériques présentées préédemment onduisent à des visosités en η0 etdes di�usions en K� fortes. De même, le nombre de Reynolds orrespondant au termede visosité dominant est petit : Re0 < 1. Par onséquent, la modélisation �uide aveles fermetures de Braginskii ne semble pas adaptée au plasma dans es onditions detempérature. Toutefois, plus on s'approhe du bord du plasma (T ∗ = 10eV ), plus lenombre de Reynolds Re0 devient important et don plus les fermetures de Braginskiisemblent adaptées.
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Chapitre 2Di�usion anisotrope ave modèle derayonnementDans les tokamaks, le rayonnement est important et peut avoir des onséquenessur le bon fontionnement du tokamak. Dans e hapitre, la présene éventuelle d'im-puretés rayonnantes va être prise en ompte dans des simulations numériques de di�usionanisotrope, sous la forme d'un puits d'énergie. Les onséquenes de tels phénomènes ra-diatifs sur les pro�ls de température du plasma vont être observées.L'étude d'un phénomène de di�usion ave un terme soure de rayonnement a don étémenée. Elle orrespond à l'extension en 2D du modèle 1D proposé par [24℄. Le tenseur dedi�usion est elui donné par les relations de fermeture de Braginskii, f partie 1.3.1, etprésente don une forte anisotropie et une non-linéarité en température.En premier lieu, le modèle onsidéré est présenté ainsi que son approximation, ave uneméthode d'éléments �nis P1 et un shéma impliite en temps. Dans un seond temps, laméthode numérique est validée et étudiée par omparaison ave une méthode d'élémentsspetraux [52℄. En�n, les résultats numériques du modèle de rayonnement sont présentés.2.1 ModélisationLe modèle étudié est une équation de la haleur, ave terme soure modélisant lephénomène radiatif, la ondutivité est fortement anisotrope suivant les lignes de hampmagnétique et non-linéaire en température :
∂tT +∇ · q = S(T ). (2.1)La densité de �ux thermique est donnée sous une forme analogue à elle donnée parBraginskii en (1.59), à savoir :

q = −K�∇�T −K⊥∇⊥T +K∧(b ∧ ∇⊥T ). (2.2)45



46 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENTToutefois, étant donnée la dominane du terme K� par rapport à K⊥ et à K∧ vue dans lapartie (1.3.1), la dépendane en température de es deux derniers oe�ients ne sera pasonsidérée : K� = αT
5
2 ave α, K⊥ et K∧, des onstantes. Cette densité de �ux thermiquepeut s'exprimer à l'aide d'un tenseur, K, .f. l'équation (1.66). Par onséquent, par lasuite, q est donné sous la forme :

q = −K∇T , (2.3)ave K = K(K�, K⊥, K∧,b).Le rayonnement est modélisé par un terme de puits de haleur non-linéaire. Ce termesoure S(T ) s'exprime sous la forme suivante :
S(T ) = −AnZT

2 exp

(
−
(
T − T

∆T

)2
), (2.4)ave A, une onstante ; nZ , la densité en impuretés ; T est la température ritique derayonnement et ∆T , l'éart-type assoié. Le terme T 2 assure l'absene de rayonnementpour une température nulle : S(T = 0) = 0.2.1.1 Shéma spatialGéométrie axisymétriqueCette équation de di�usion a été traitée dans une géométrie axisymétrique.La divergene est exprimée en oordonnées polaires et l'ensemble des variables est onsidéréomme indépendant de θ (∂θ ≡ 0). Par onséquent, la divergene de la densité de �uxs'exprime sous la forme :

∇ · q =
1

r
∂rrqr + ∂zqz = ∇(r,z) · q+

1

r
qr, (2.5)en notant qr et qz les omposantes selon r et z de q.Ii, le terme ∇(r,z) · q = ∂rqr + ∂zqz orrespond à l'expression de la divergene 2D enoordonnées Cartésiennes, on la notera ∇ · q par la suite pour soulager l'ériture.Ainsi, la di�érene notable entre les divergenes 2D et 2D axisymétrique provient du terme

1
r
qr qui apparaît dans le deuxième as. De façon lassique, quand une géométrie axisymétri-que est onsidérée, e terme est disrétisé séparément. Dans le hapitre 4, nous reviendronssur le problème de la oneption d'une méthode volumes �nis en oordonnées ylindriqueset nous étudierons une autre méthode d'approximation qui permet de s'a�ranhir duproblème de la disrétisation des termes soures arti�iels apparaissant en oordonnéesylindriques.En reportant (2.5) dans l'équation modèle (2.1), l'équation à disrétiser est obtenue :

∂tT −∇ ·K∇T − 1

r
(K∇T )r = S(T ). (2.6)



2.1. MODÉLISATION 47Formulation faibleUne méthode d'éléments �nis P1 ([19℄) a été hoisie pour disrétiser ette équationde la haleur, i.e. l'espae d'approximation est elui des fontions ontinues linéaires surhaun des éléments triangulaires, τ . En notant ψi, les fontions de base de l'espae d'ap-proximation et Ω, le domaine étudié, la formulation faible de l'équation (2.6) s'érit :
∫

Ω

∂tTψidΩ−
∫

Ω

ψi∇ ·K∇TdΩ−
∫

Ω

1

r
(K∇T )rψidΩ =

∫

Ω

S(T )ψidΩ. (2.7)En notant Γ, la frontière du domaine Ω et n, le veteur normal à ette frontière, uneintégration par partie, ave le théorème de la divergene, permet de développer le seondterme : ∫

Ω

ψi∇ ·K∇TdΩ =

∫

Γ

ψiK∇T.ndΓ−
∫

Ω

K∇T.∇ψidΩ (2.8)De façon usuelle, les fontions de base ψi hoisies sont égales à 1 pour le point i maiss'annulent sur les autres points du maillages. Par onséquent, l'intégrale sur l'ensemble dudomaine Ω revient à ne onsidérer que les intégrales sur les triangles auxquels le point iappartient. Dans un premier temps, seuls les points i à l'intérieur du système vont êtreonsidérés, le terme de bord de l'équation (2.8) est alors nul. La formulation faible (2.7)devient alors :
∑

τ∋i

∫

τ

∂tTψidτ +
∑

τ∋i

∫

τ

K∇T.∇ψidτ −
∑

τ∋i

∫

τ

1

r
(K∇T )rψidτ

=
∑

τ∋i

∫

τ

S(T )ψidτ

(2.9)L'inonnue T peut être déomposée sur la base des (ψi)i :
T =

∑

j

Tj(t)ψj , (2.10)ave Tj ne dépendant plus de l'espae mais seulement du temps. L'équation de disrétisa-tion est alors obtenue :
∑

τ∋i

∑

j∈τ

∂tTj

∫

τ

ψjψidτ +
∑

τ∋i

∑

j∈τ

Tj

(∫

τ

K∇ψj .∇ψidτ −
∫

τ

1

r
(K∇ψj)rψidτ

)

=
∑

τ∋i

∫

τ

S(T )ψidτ

(2.11)Une ondensation de masse ou � mass lumping �, est e�etuée pour le terme en temps :
∑

τ∋i

∑

j∈τ

∂tTj

∫

τ

ψjψidτ = ai∂tTi (2.12)



48 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENTLes intégrales sur les triangles sont approximées par la méthode de quadrature deGauss. Cei revient à remplaer le alul les intégrales par une somme prise en un ertainnombre de points du domaine d'intégration. Les points de Gauss sont notés xg,τ et leurpoids assoié, ωg,τ . De façon évidente, dans le as des élements �nis P1, les ∇ψj sontonstants. Les premières intégrales se alulent don, ave |τ |, l'aire du triangle :
∫

τ

K∇ψj .∇ψidτ =

(∑

g,τ

|τ |ωg,τK(xg,τ )

)
∇ψj |τ .∇ψi|τ , (2.13)

∫

τ

1

r
(K∇ψj)rψidτ =

∑

g,τ

|τ |ωg,τ
1

rg,τ
(K(xg,τ ).∇ψj |τ )r. (2.14)Pour �nir, de la même façon, l'intégrale de la fontion de rayonnement est aluléomme un terme soure :

∫

τ

S(T )ψidτ = −
∫

τ

nZAT
2 exp

(
−
(
T − T

∆T

)2
)
ψidτ

= −nZA
∑

g,τ

|τ |ωg,τT (xg,τ )
2 exp

(
−
(
T (xg,τ )− T

∆T

)2
)
ψi(xg,τ )Un raisonnement similaire est e�etué pour les points i appartenant aux bords dusystème. Le terme de bord de l'équation (2.8) doit alors être onsidéré. Il sera aluléselon les onditions aux limites hoisies, f la partie 2.1.3.2.1.2 Shéma en tempsDans le as d'un shéma expliite au premier ordre, le problème est résolu au temps

tn, a�n d'obtenir le résultat au temps suivant :
T n+1 − T n

∆t
−∇ ·K(T n)∇T n − 1

r
(K(T n)∇T n)r = S(T n), (2.15)en notant T n, la température au temps tn ; T n+1, elle reherhée au pas de temps suivantet ∆t, le pas de temps.Dans le as d'un shéma impliite, le problème est résolu au temps tn+1 :

T n+1 − T n

∆t
−∇ ·K(T n+1)∇T n+1 − 1

r
(K(T n+1)∇T n+1)r = S(T n+1) (2.16)La di�ulté ii, venant de la dépendane en température deK et S, nous proédons parlinéarisation. Des développements limités permettent d'exprimer les di�érentes fontionsprises en T n+1, en fontion d'expressions onnues, en T n :

K(T n+1) = K(T n) +K ′(T n)δT ,
S(T n+1) = S(T n) + S ′(T n)δT , (2.17)



2.1. MODÉLISATION 49
δT représentant la di�érene T n+1 − T n.Les di�érents termes de la formulation faible donnée par (2.7) sont étudiés suessive-ment. Tout d'abord, le terme de di�usion peut être alulé, en utilisant les développementslimités donnés par (2.17) :

∫

Ω

K(T n+1)∇T n+1.∇ψidΩ =

∫

Ω

K(T n)∇T n.∇ψidΩ+

∫

Ω

K(T n)∇δT.∇ψidΩ

+

∫

Ω

δTK ′(T n)∇T n.∇ψidΩ+

∫

Ω

δTK ′(T n)∇δT.∇ψidΩ

(2.18)Le dernier terme est onsidéré négligeable ar en O(δT 2). Le premier terme est le mêmequ'en expliite. Par onséquent, seuls deux termes restent à étudier. Sahant que δT peuts'exprimer dans la base des ψi, δT =
∑

j δTjψj :
∫

Ω

K(T n)∇δT.∇ψidΩ =
∑

τ∋i

∫

τ

K(T n)∇δT.∇ψidτ

=
∑

τ∋i

∑

j∈τ

∫

τ

K(T n)∇ψj .∇ψiδTjdτ (2.19)
La dérivée du tenseur de di�usion peut être failement obtenue, à partir des formules(1.66) et (2.2), sahant que dans e modèle, seul K� dépend de la température :

K ′(T n) =
5

2
α(T n)

3
2bbT . (2.20)Le dernier terme à aluler devient alors :

∫

Ω

δTK ′(T n)∇T n.∇ψidΩ =
∑

τ∋i

∑

j∈τ

∫

τ

5

2
α(T n)

3
2 δTjψjbb

T∇T n.∇ψidτ . (2.21)Considérons maintenant le terme supplémentaire provenant de la géométrie axisymétrique :
∫

Ω

1

r
(K(T n+1)∇T n+1)rψidΩ =

∫

Ω

1

r
(K(T n)∇T n)rψidΩ

+

∫

Ω

1

r
(K(T n)∇δT )rψidΩ

+

∫

Ω

1

r
δT (K ′(T n)∇T n)rψidΩ

+

∫

Ω

1

r
δT (K ′(T n)∇δT )rψidΩ



50 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENTDe même que préédemment, le dernier terme est négligeable et le premier terme estle même qu'en expliite. Considérons don seulement les deux termes restants.
∫

Ω

1

r
(K(T n)∇δT )rψidΩ =

∑

τ∋i

∑

j∈τ

∫

τ

1

r
(K(T n)∇ψj)rψiδTjdτ ,

∫

Ω

1

r
δT (K ′(T n)∇T n)rψidΩ =

∑

τ∋i

∑

j∈τ

∫

τ

1

r

5

2
α(T n)

3
2 (bbT∇T )rψjψiδTjdτ . (2.22)Pour �nir, le terme de la fontion de rayonnement donne :

∫

Ω

S(T n+1)ψidΩ =

∫

Ω

S(T n)ψidΩ+

∫

Ω

S ′(T n)δTψidΩ.Le premier terme est le même qu'en expliite. Connaissant l'expression de S(T ), donnéepar (2.4), sa dérivée S ′(T ) peut failement être obtenue :
S ′(T ) = −2AnzT

(
1− T

T − T

∆T 2

)
exp

(
−
(
T − T

∆T

)2
). (2.23)Le terme impliite pour le rayonnement peut alors être alulé :

∫

Ω

S ′(T n)δTψidΩ =
∑

τ∋i

∑

j∈τ

∫

τ

S ′(T n)δTjψjψidτ (2.24)Les di�érentes intégrales apparaissant en plus dans le as d'un shéma en temps im-pliite, peuvent failement être alulées par l'intermédiaire des points de Gauss, ommedans (2.13), (2.14) et (2.15)2.1.3 Conditions aux limitesDi�érentes onditions aux limites seront utilisées dans les tests numériques donnés dansla partie (2.2). Nous les dérivons i-après.Condition de Neumann homogèneDans un premier temps, des tests de di�usion anisotrope, sans terme de rayonnementseront menés. La ondition aux limites onsidérée est alors la ondition de Neumannhomogène :
K∇T · n = 0, (2.25)où n est le veteur normal à la frontière. Conrètement, ette ondition revient à an-nuler le terme de bord de (2.8). Les points du bord sont alors alulés de la même façonque eux intérieurs au domaine.



2.1. MODÉLISATION 51Densités de �uxLes tests suivants portent sur un modèle de rayonnement dans une géométrie or-respondant au bord du tokamak. Deux onditions aux limites sont néessaires : l'une àl'interfae entre le oeur et le bord du plasma et l'autre à la paroi du tokamak.A l'interfae oeur-plasma, le oeur étant à une température plus élevée que le bord,on impose une densité de �ux onstante et positive (le veteur normal à la frontière, n,pointant vers l'extérieur du domaine) :
Φe = −K∇T.n = g. (2.26)En tenant ompte de e �ux entrant onstant, ave Γτ , les segments frontières auquelsle point i appartient, on obtient le terme de bord :

∫
Γ
ψiK∇T.ndΓ = g

∫
Γ
ψidΓ

= g
∑

Γτ∋i

∫

Γτ

ψidΓτ . (2.27)A l'interfae plasma-paroi, la paroi est modélisée par une ondition aux limites linéairemixte, i.e. la densité de �ux sortante est proportionnelle à la température :
Φs = −K∇T.n = BT , (2.28)ave B une onstante positive.Le terme de bord devient alors :

−
∫

Γ

ψiK∇T.ndΓ = B

∫

Γ

TψidΓ

= B
∑

Γτ∋i

∑

j∈Γτ

Tj

∫

Γτ

ψjψidΓτ . (2.29)Dans le but d'égaliser les �ux entrant et sortant, une relation peut être établie entreles onstantes, g et B. Dans le as d'une géométrie ylindrique, si on onsidère un ylindrereux de longueur, L, grande par rapport aux rayons intérieur, rmin, et extérieur, rmax,et dont les surfaes sont respetivement à températures T (rmin) et T (rmax) et si on note
λ, la ondutivité, en régime stationnaire, le �ux thermique traversant haque surfaeylindrique est alors (e.g. [57℄) :

Φ = 2ΠλL
T (rmin)− T (rmax)

ln(rmax/rmin)
. (2.30)Don la densité de �ux thermique traversant la surfae intérieure est :

ϕe =
Φ

2ΠrminL
=

λ

rmin

T (rmin)− T (rmax)

ln(rmax/rmin)
. (2.31)



52 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENTEn l'absene de rayonnement, la densité de �ux externe peut alors être déduite de ladensité de �ux interne :
ϕs =

rmin

rmax
ϕe. (2.32)Par onséquent, sahant que dans notre as, λ = K⊥, la densité de �ux entrante, g, estalulée ave (2.31) :

g =
K⊥

rmin

T (rmin)− T (rmax)

ln(rmax/rmin)
. (2.33)Suivant (2.32) et (2.33), la densité de �ux externe peut être évaluée et don le oe�ient

B :
B =

rmin

rmax

g

T (rmax)
. (2.34)2.2 Tests numériques2.2.1 Di�usion anisotrope sans rayonnementDans un premier temps, des tests numériques portant sur les phénomènes de di�usionfortement anisotrope dérits dans la partie (1.3.1) vont être e�etués. Le terme de rayon-nement n'est alors pas pris en ompte.La géométrie onsidérée est de forme arré et est éloignée de la géométrie du tokamak maispermet de se familiariser ave les partiularités de la di�usion de Braginskii, en présened'un hamp magnétique. La ondition au limite hoisie est la ondition de Neumann ho-mogène, f la partie (2.1.3).Condition initiale en pulse ave di�usion anisotropeDans un premier as, une ondition initiale sous la forme d'un pulse, dans un systèmeen température uniforme est onsidérée. Elle est dé�nie par :

T = 10 + exp

(
−(x− 3.5)2 + y2

0.012

) , (2.35)
x et y représentant respetivement l'absisse et l'ordonnée.Cette ondition initiale se rapprohe, de façon simpli�ée de elle proposée par Fisherdans [20℄. Un hamp magnétique irulaire est hoisi pour observer la di�usion le long deslignes de hamp :

b =



− y√

x2 + y2
x√

x2 + y2


 (2.36)



2.2. TESTS NUMÉRIQUES 53où x et y sont les oordonnées du point onsidéré. Celui-i ainsi que la ondition initialesont représentés par la �gure (2.1).La géométrie axisymétrique est disrétisé ave un maillage de 17730 éléments et 9036points. Le shéma en temps est expliite ave une méthode RK4.

Figure 2.1 � Champ b ; CI en "pulse"Les oe�ients de di�usion de la formule (2.2) sont les suivants, K� = T
5
2 et K⊥ =

K∧ = 0. Le pas de temps est ∆t = 1.10−5. Les résultats sont données par les �gures (2.2)pour des temps adimensionnés de t = 0; 0.005; 0.04; 0.1.La di�usion du pulse de température suit omme prévu les lignes de hamp magnétique.Le pulse prend la forme d'un roissant et tend à former un anneau, solution stationnairedu problème. Le phénomène de di�usion est rapide. Cei est dû au fait que le oe�ient
K� dépend de T 5

2 , la di�usion parallèle est don importante.
Condition initiale en pulse ave présene du terme en K∧Le seond as test présenté ii a pour objetif l'étude du terme en K∧ de la densité de�ux donné dans (2.2). Dans le hapitre 1, il a été vu que e terme agit omme un termede transport :

∇ · (K∧(b ∧ ∇T )) = (K∧∇∧ b+∇K∧ ∧ b)∇T . (2.37)Notons que dans le adre de la � diamagneti anellation � [23, 59℄, ertains termes de(2.37) se ompensent ave le terme d'advetion lié à la vitesse diamagnétique u∗, .f. re-marque 1.2.
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Figure 2.2 � CI en "pulse", K⊥ = K∧ = 0, à t = 0; 0.005; 0.04; 0.1.Le oe�ient K� est ii onsidéré omme une onstante et le oe�ient K∧ est pris égal à
K� a�n d'ampli�er le phénomène de transport lié à K∧. La di�usion perpendiulaire estune nouvelle fois onsidérée omme nulle, K⊥ = 0. Les résultats sont donnés par la �gure(2.3) à des temps adimensionnés de t = 0; 0.4; 1; 1.6.De la même façon que préédemment, la di�usion suivant les lignes de hamp est ob-servée, ave la transformation du pulse en un roissant. Toutefois, le oe�ient K� nedépendant pas de la température, le phénomène de di�usion est moins rapide. D'autrepart, ave la présene du terme en K∧, le pulse est transporté vers le haut du arré dealul, validant ainsi la remarque faite dans la partie (1.3.1). Si le oe�ient K∧ est prisde signe opposé, le transport s'e�etue vers le bas.
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Figure 2.3 � CI en "pulse", K� = K∧, à t = 0; 0.4; 1; 1.6.
Condition initiale stationnaireDans les as test suivants, une solution stationnaire au problème de di�usion parallèleaux lignes de hamp magnétique, (K� 6= 0, K⊥ = K∧ = 0) est hoisie omme onditioninitiale.On herhe notamment à omparer la préision entre les méthodes de disrétisationspatiale, méthode des éléments �nis P1 et méthode des éléments spetraux Q4 [52℄. Parailleurs, les résultats obtenus seront aussi omparés à eux obtenus par la méthode deséléments �nis P1 sur un maillage aligné aux lignes de hamps. Des zooms de e maillage



56 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENTsont notamment donnés par la �gure (2.4).

Figure 2.4 � Zoom du maillage aligné suivant le hamp magnétique.Le maillage utilisé pour la méthode SEM (Spetral Element Method) omporte 2304éléments et 37249 points. Pour la méthode FEM (Finite Element Method), il est omposéde 97990 éléments et 49396 points. Dans le as du maillage aligné, on a 135210 éléments et67906 points. Dans la partie de la géométrie orrespondant au réneau, le ra�nement desdeux maillages aligné et non-aligné pour la méthode EF est similaire, le surplus des maillesdans le as aligné se situant en partiulier dans la partie entrale omme on peut le voirsur la �gure (2.4). Le pas de temps onsidéré est de l'ordre de 10−5 pour haun des aluls.La première ondition initiale étudiée est la solution stationnaire en réneau et elle estreprésentée par la �gure (2.5). Elle est dé�nie par :
T =

{
11 si r ∈ [0.5; 0.7]
10 sinon (2.38)ave r =√x2 + y2.Les résultats obtenus à t = 2 sont présentés en �gure (2.6). Les images de haut enbas orrespondent respetivement à la méthode SEM, à la méthode FEM sur maillagenon-aligné et à la méthode FEM sur maillage aligné.Notons que ette ondition initiale est déliate, ar la température est disontinue.Aussi, dans le as SEM Q4, un phénomène de Gibbs sur les bords du réneau est observé
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Figure 2.5 � CI : Créneau sur un anneauet le maximum a varié de 8, 5% par rapport à la solution stationnaire, même si la formedu réneau est globalement maintenue. Dans le as FEM non-aligné, la variation est plusimportante, de l'ordre de 10% par rapport à la solution stationnaire. De plus, la formeen réneau est omplètement perdue. Comme nous pouvions le supposer, l'approximationFEM P1 est peu préise en omparaison à la méthode SEM Q4. Par ontre, le maillagealigné ave disrétisation FEM montre un résultat plut�t satisfaisant : le maximum detempérature est onservé et seuls les bords du réneau ont légèrement évolué.La deuxième ondition initiale onsidérée est un anneau sous la forme d'une Gaussi-enne, omme le montre la �gure (2.7) et est dé�nie par :
T = 10 + exp

(
−(r − r0)

2

δ2

) (2.39)ave r =√x2 + y2, r0 = 0.6 et δ = 0.1.La ondition initiale est don maintenant régulière.Les résultats à t = 2 sont donnés par la �gure (2.8), ave de haut en bas, la méthodeSEM, la méthode FEM sur maillages non-aligné et aligné. Cette fois, la forme en gaus-sienne est bien onservée. Toutefois, une variation du maximum de l'ordre de 7% est toutde même observée pour la méthode FEM sur maillage non-aligné, alors que les maximasont onservés pour les méthodes SEM et FEM aligné.Comme nous pouvions le supposer, la méthode d'ordre élevé SEM Q4 permet d'obtenirde meilleurs résultats que la méthode FEM P1 pour la onservation de la solution station-naire. Toutefois, les résultats obtenus ave ette dernière sur un maillage aligné sur leslignes de hamp magnétique sont satisfaisants. Ainsi, il semble néessaire d'utiliser un
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Figure 2.6 � CI : Créneau, solution à t = 2. - Approx. SEM (N = 4). - Approx. FEM
P1. - Approx. FEM P1, maillage aligné.
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Figure 2.7 � CI : Gaussienne sur un anneaumaillage similaire pour la suite des simulations numériques dans les tokamaks, a�n deapter au mieux les phénomènes liés à l'anisotropie suivant les lignes de hamp magné-tique.2.2.2 Tests ave rayonnementLes tests qui suivent sont e�etués ave la méthode des éléments �nis P1 et un shémaen temps impliite, sur des géométries axisymétriques, plus prohes de la géométrie destokamaks. Dans un premier temps, on donne des résultats sur le plasma de bord d'untokamak irulaire puis pour la géométrie du tokamak ITER.Les oe�ients de di�usion donnés par (2.2), onsidérés dans es simulations sont lessuivants : K‖ = 5.102 T
5
2 , K⊥ = 1 et K∧ = 0. Les ordres de grandeurs des rapports entreles oe�ients donnés dans le hapitre 1 ne sont pas respetés ii. Le terme de rayonnementest pris en ompte et la onstante Anz est prise égale à 1. Les valeurs de la températurede rayonnement T et de ∆T sont dé�nis selon la on�guration étudiée. La zone où latempérature T est atteinte et don où le terme de rayonnement S(T) est le plus importantest appelée par la suite zone de rayonnement ou zone radiative.Les onditions aux limites hoisies sont les onditions de Neumann et mixte, évoquéesdans la partie (2.1.3). Les paramètres sont alors hoisis selon les rayons rmin et rmax etla di�érene de température T (rmin) − T (rmax), suivant les formules (2.33) et (2.34). Lenombre d'itérations sera noté kt.
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Figure 2.8 � CI : Gaussienne sur un anneau, solution à t = 2. Approx. SEM (N = 4). -Approx. FEM P1. - Approx. FEM P1, maillage aligné.



2.2. TESTS NUMÉRIQUES 61Tokamak irulaire : ondition initiale linéaireComme préisé préédemment, les premières simulations sont menées sur une géométrieannulaire. Les lignes de hamp magnétique forment des erles onentriques, la densitéde �ux magnétique orrespondante est représentée par la �gure (2.9).

Figure 2.9 � Densité de �ux magnétique dans le tokamak irulaire.Dans un premier temps, une variation linéaire selon le rayon est prise omme onditioninitiale en température (�g 2.10). La température de rayonnement est hoisie à l'intérieurde et intervalle de rayonnement i.e T (rmin) > T > T (rmax) ave T = 30 et ∆T = 5. Lepas de temps du shéma impliite est ∆t = 10−6.

Figure 2.10 � Evolution du pro�l de température ave une CI linéaire.Les pro�ls de température obtenus à di�érents instants de la simulation sont donnés



62 CHAPITRE 2. DIFF. ANISOTROPE AVEC RAYONNEMENTpar la �gure (2.10). Une zone de rayonnement apparaît au niveau de la température derayonnement, T = 30. Elle se développe peu en peu tout en se déplaçant en diretion duoeur du plasma, suivant ainsi la valeur de température, T = 30. Cette zone radiativese déplae peu à peu en diretion du oeur du plasma et in�ue sur la température duoeur du plasma. Par ailleurs, un maximum de température apparaît à l'arrière de ettezone radiative à ause de la faible di�usion perpendiulairement aux lignes de hampmagnétique.Le seond test onsiste à prendre la même ondition initiale que préédemment maisa�etée par un anneau froid, omme le montre la �gure (2.11). Cette fois, la tempéra-ture de rayonnement T est hoisie dans l'anneau froid et don à l'extérieur de l'intervalle
[T (rmin), T (rmax)], i.e. T (rmin) > T (rmax) > T ave T = 5 et ∆T = 5. Le pas de tempsest ∆t = 10−4.

Figure 2.11 � Evolution du pro�l de température ave la CI de l'anneau froid et om-paraison ave des onditions similaires, en absene de rayonnement.Les résultats sont présentés par la �gure (2.11). En premier lieu, la zone de rayon-nement se déplae radialement mais ette fois, en diretion de la périphérie du tokamak.La ourbe bleue orrespondant à t = 0.5 est prohe de l'état stationnaire ave équilibredes �ux radiatif et injeté. Par ailleurs, la �gure donne aussi la solution obtenue ave lesmêmes onditions initiales et aux limites mais sans terme de rayonnement (ourbe rouge).Les pro�ls de température obtenus sont omplètement di�érents selon les on�gurationsonsidérées (ave et sans rayonnement). En e�et, les températures présentent une dif-férene importante, de l'ordre de 50eV, aussi bien au niveau du oeur du plasma qu'à la



2.2. TESTS NUMÉRIQUES 63périphérie.Tokamak irulaire : le spot froidLa dernière ondition initiale onsidérée est une variation linéaire de la températuremais a�etée ette fois d'un spot froid, omme le montre le zoom du tokamak, �gure (2.12).Les paramètres de rayonnement sont T = 5 et ∆T = 5. La température de rayonnementest prise dans le spot froid mais en dessous de l'intervalle [T (rmax), T (rmin)]. Le pas detemps onsidéré est ∆t = 10−6.

Figure 2.12 � Di�usion parallèle du spot froid. (kt=0 ;4 ;10 ;50)Dans un premier temps, les isothermes de la �gure (2.12) montrent la di�usion duspot froid parallèlement aux lignes de hamp magnétique. Par ailleurs, les pro�ls de la�gure (2.13) révèlent le déplaement radial de la zone de rayonnement en diretion de lapériphérie du tore, poussée par le �ux entrant de la ondition aux limites. L'e�et onjuguéde es deux phénomènes, la di�usion et le �ux entrant entraîne la disparition du spot froidet don de la zone de rayonnement. Le pro�l de température retrouve alors sa variationlinéaire à l'équilibre.
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Figure 2.13 � Evolution du pro�l de température pour la ondition initiale du spot froid.Géométrie ITER : ondition linéaire en températureDans ette partie, on présente les résultats numériques obtenus sur la géométrie d'ITER.La �gure (2.14) représente la densité de �ux magnétique sur ette géométrie, donnée parle ode de alul CEDRES++ [38, 29℄. De même que préédemment, pour le tokamak ir-ulaire, seul le plasma de bord nous intéresse. Les onditions aux limites sont, omme pourla géométrie annulaire, des onditions de Neumann et mixte, traitées dans la partie (2.1.3).

Figure 2.14 � Densité de �ux magnétique sur la géométrie omplète d'ITER, donnée parle ode CEDRES++ [38, 29℄.



2.2. TESTS NUMÉRIQUES 65La première ondition initiale étudiée est similaire à elle de la �gure (2.10). Cepen-dant, étant donnée la omplexité de la géométrie, une expression analytique du pro�l detempérature ne peut pas être donnée. Aussi, la ondition initiale onsidérée est la solutionstationnaire du même problème ave un terme de rayonnement nul, la température estdon quasi-linéaire par rapport au rayon.La température de rayonnement est prise à l'intérieur de l'intervalle de température :
T (rmin) > T > T (rmax) ave T = 20 et ∆T = 5. Le pas de temps est ∆t = 10−6.

Figure 2.15 � Evolution de la température (kt = 0, 5, 50).La �gure (2.15) montre l'évolution global des hamps thermiques au ours du alul etla �gure (2.16), l'évolution d'un pro�l radial. Comme dans le as du tokamak irulaire,une zone radiative se forme et se déplae radialement en diretion du oeur du plasma dontla température est a�etée. Par ailleurs, ertaines di�érenes ave la géométrie irulairesont aussi observées :� auun maximum de température n'apparaît à l'arrière de la zone radiative et àl'équilibre, la température est quasiment onstante dans la SOL (ourbe verte de la�gure (2.16))� les isothermes prennent des formes partiulière au niveau du point X et au dessusdu oeurAinsi, la géométrie partiulière d'ITER peut être la ause des grandes di�érenes ave letokamak irulaire qui est entièrement symétrique.Géométrie d'ITER : le spot froidLe dernier as test présenté sur e problème de rayonnement est similaire à elui dontles résultats sont donnés par la �gure (2.12). En e�et, la ondition initiale onsidérée estla même que pour le test préédent mais la variation quasi-linéaire du pro�l est a�etéepar un spot froid, omme nous le montre la �gure (2.17).
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Figure 2.16 � Evolution du pro�l de température pour la ondition initiale linéaire dansla géométrie d'ITER.La température de rayonnement est prise à l'intérieur de e spot froid et don à l'extérieurde l'intervalle de température, [T (rmin), T (rmax)] ave, T (rmin) > T (rmax) > T , T = 9 et
∆T = 1. Le pas de temps est ∆t = 10−8.

Figure 2.17 � Evolution de la température (kt = 0, 4, 24, 160).Les phénomènes observés au ours du temps, représentés par les �gures (2.17) et (2.18)sont similaires à eux observés dans le tokamak irulaire. En e�et, tout d'abord, la zoneradiative se déplae radialement en diretion de la périphérie du tore, le rayonnement trèsloalisé étant probablement ompensé par la ondition aux limites de �ux d'entrée. Cephénomène entraîne en plus de la forte di�usion parallèle aux lignes de hamp magnétiquela disparition du spot froid à l'équilibre et don du phénomène de rayonnement, la tem-pérature T n'étant plus atteinte dans le système. A l'équilibre, le pro�l de températureredevient quasi-linéaire omme dans le reste de la géométrie.
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Figure 2.18 � Evolution du pro�l de température, au niveau du spot froid, dans lagéométrie d'ITER.
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Chapitre 3Le modèle numériqueSuite à l'étude menée sur la di�usion fortement anisotrope dans le hapitre préédent,on s'intéresse ii au système (1.56) qui est prohe d'un système de Navier-Stokes aveterme de forçage :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u+ pI) + ▽.σ = F (3.1)
∂tρe + ▽.((ρe+ p)u) + ▽.(σu) + ▽.q = F.uRappelons que σ orrespond au tenseur des ontraintes visqueuses et q à la densité de�ux thermique, tous deux donnés par les relations de fermeture de Braginskii. Par ailleurs,la fore permettant de on�ner le plasma au oeur du tokamak est notée F, ave F = J∧B.Certaines simulations seront dans un premier temps menées sur un système de typeEuler. En l'absene des termes visqueux et di�usifs, on a :

∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu+ ▽.(ρu⊗ u+ pI) = F (3.2)
∂tρe + ▽.((ρe+ p)u) = F.uUne méthode de volumes �nis [48℄ a été hoisie pour approximer les termes de transportalors que pour les termes di�usifs et visqueux, on utilise omme dans le hapitre préédent,des éléments �nis P1.Plusieurs points sont abordés dans e hapitre. Le premier problème soulevé onernel'approximation du terme fore F en vue de préserver l'équilibre au sein du plasma. Ceterme de forage permet d'assurer le on�nement du plasma et représente la fore magné-tique J × B. Dans le adre de e modèle, elle-i n'est pas expliitement alulée et elleest onsidérée omme une onstante. 69



70 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUEEn l'absene de vitesse, la préservation de l'équilibre du plasma revient à maintenirl'égalité ▽p = J×B, point qui s'avère di�ile. Dans e but, plusieurs méthodes sont alorsproposées et testées :� approximation du terme soure,� implémentation d'un nouveau solveur de Riemann,� évalution numérique du �ux assoié.La modélisation sous la forme de terme fore montre un déséquilibre arti�iel du plasma(.f. hapitre 5) dû à la di�érene de disrétisation des termes de transport et de e termede forage. Cette première onlusion a alors onduit à l'implémentation d'un nouveausolveur de Riemann a�n de résoudre le problème. Cependant, dans le as de la géométrieaxisymétrique, ette méthode présente aussi un déséquilibre du plasma. Ainsi pour �nir,une dernière méthode onsistant à évaluer numériquement le �ux assoié à e terme deforage a été mise en plae.Ensuite, les onditions aux limites sont traitées ii et notamment la ondition auxlimites de Bohm [24, 42℄, qui modélise l'interation plasma-paroi au niveau des plaquesdu divertor dans les tokamaks. Ces onditions aux limites sont inhabituelles en méaniquedes �uides et sont déliates à traiter. Celles-i modélisent le fait que les partiules quise trouvent dans la SOL peuvent sortir du tokamak à une vitesse sonique, voire mêmesupersonique.3.1 Modélisation du terme équilibre3.1.1 Champ magnétique et hamp de fore assoiéL'équation de Grad-Shafranov [58, 27℄ permet de dérire l'équilibre du plasma à par-tir des équations de la Magnétohydrodynamique (MHD), en partiulier dans le as dela géométrie axisymétrique toroïdale des tokamaks. Les di�érentes étapes permettantd'obtenir ette équation sont brièvement rappelées.La MHD permet de dérire le omportement du plasma en présene d'un hamp éle-tromagnétique. Elle repose sur les équations de Navier Stokes pour l'hydrodynamique,ouplées aux équations de Maxwell, dérivant l'életromagnétisme et elle fournit en parti-ulier les équations suivantes qui nous intéressent ii, ave Dt, la dérivée partiulaire :
ρDtu− µ∆u = J ∧B−∇p (3.3)

∇∧B = µ0J

∇ ·B = 0L'équilibre onsidéré onsiste à herher une solution stationnaire de la MHD, où la



3.1. MODÉLISATION DU TERME ÉQUILIBRE 71vitesse du plasma est nulle. Le système (3.3) devient alors :
J ∧B = ∇p (3.4)
∇∧B = µ0J

∇ ·B = 0La propriété d'axisymétrie aratéristique de la géométrie toroïdale du tokamak doitêtre envisagée. Dans le système de oordonnées ylindriques, (R, θ, Z), l'équation sur ladivergene du hamp magnétique devient :
1

R
∂RRBR + ∂ZBZ = 0 (3.5)Les expressions des omposantes du hamp magnétique poloïdal,Bp sont alors donnéesà partir du potentiel magnétique φ :

BR = − 1

R
∂Zφ et BZ =

1

R
∂Rφ. (3.6)L'expression globale du hamp magnétique est alors :

B = Bθeθ +Bp ave Bp =
1

R
∇φ ∧ eθ (3.7)La omposante toroïdale du hamp magnétique s'exprime à partir d'une fontion F (φ) :

Bθ =
F (φ)

R
. (3.8)En reportant es expressions dans les équations restantes du système (3.4), moyennantquelques aluls ([58℄, [27℄), l'équation de Grad-Shafranov est obtenue :

∆∗φ = −µ0R
2∂φp− F∂φF , (3.9)ave, ∆∗, l'opérateur de Grad-Shafranov donné par :

∆∗φ = R∂R(
1

R
∂Rφ) + ∂2Zφ. (3.10)L'équation de Grad-Shafranov est notamment résolue par les odes de alul JOREK[41, 50℄ ou CEDRES++ [38, 29℄. Le ode JOREK résoud aussi les équations de la MHDréduite et fournit le potentiel magnétique, la température et la densité assoiés à unéquilibre donné sur une géométrie du tokamak JET ainsi qu'un maillage aligné sur leslignes de hamp magnétique. Ces di�érentes données seront utilisées dans les simulationsnumériques du hapitre 4.
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Figure 3.1 � Champ magnétique et ratio Bp/Bt obtenus.Le hamp magnétique est don obtenu (.f. annexe D) et est donné pour le tokamakJET par les �gures 3.1.Dans ette thèse, nous ne onsidérons pas la partie eletromagnétique et nous nousrestreignons à la partie hydrodynamique du problème omplet. La di�ulté est alors demodéliser dans les équations (3.2) la fore F qui maintient l'équilibre. A l'équilibre, on ad'après (3.4) :
J ∧B = ∇peq. (3.11)L'idée développée i-après est don de modéliser le terme équilibre par l'intermédiairedu gradient de la pression à l'équilibre.Le système à approximer sans termes di�usif et visqueux dans un premier temps,devient alors :

∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u + pI) = ∇peq (3.12)
∂tρe + ▽.((ρe+ p)u) = ∇peq.uDe façon évidente, une vitesse nulle et une pression égale à peq onstituent une solutionstationnaire du problème, omme voulu si la ondition initiale représente déjà un équilibredu système. La di�ulté est de préserver au niveau disret ette propriété du problèmeontinu.



3.1. MODÉLISATION DU TERME ÉQUILIBRE 733.1.2 Modélisation sous la forme d'un terme foreConnaissant la valeur de la pression en haun des points du maillage, le gradient deelle-i peut être déterminé aux sommets des éléments de la même façon que le gradientdu potentiel magnétique, utilisé pour déterminer le hamp magnétique, (.f. annexe D).Le gradient de pression étant ainsi évalué en haque point, une modélisation sous laforme d'un terme soure a dans un premier temps été envisagée.Dans le but d'utiliser une méthode de volumes �nis, un bilan loal des �ux dans lesellules de ontr�le doit être e�etué. Dans le adre de e travail, une approhe vertex-entered est envisagée. Les ellules de ontr�le sont alors dé�nies à partir des baryentresdes triangles et des milieux des segments (maillage dual, .f. �gure (3.2)) .
b

b

b

b

b

b

b

b

b
b

bi
Figure 3.2 � Cellule de ontr�le assoié au point i.En notant Ωi, la ellule duale assoiée au point i et |Ωi| son aire, le bilan de �ux dusystème donne alors :

|Ωi|∂tρi +
∫

Ωi

▽.(ρu)dΩi = 0

|Ωi|∂tρiui +

∫

Ωi

▽.(ρu⊗ u + pI)dΩi =

∫

Ωi

∇peqdΩi (3.13)
|Ωi|∂tρiei +

∫

Ωi

▽.((ρe+ p)u)dΩi =

∫

Ωi

∇peq.udΩi



74 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUEPar le théorème de divergene, e bilan de �ux devient, en notant Γi le ontour de laellule duale Ωi et n le veteur normal assoié :
|Ωi|∂tρi +

∫

Γi

ρu.ndΓi = 0

|Ωi|∂tρiui +

∫

Γi

(ρu⊗ u+ pI).ndΓi =

∫

Ωi

∇peqdΩi (3.14)
|Ωi|∂tρiei +

∫

Γi

(ρe + p)u.ndΓi =

∫

Ωi

∇peq.udΩiUtilisant un shéma de Godunov, les �ux des équations d'Euler (sans le terme fore)sur haun des segments qui onstituent Γi sont alulés à l'aide d'un solveur de Riemann([62℄). Dans un premier temps, une approximation du terme équilibre sous la forme d'unterme soure est envisagée :
∫

Ωi

∇peqdΩi = |Ωi|(∇peq)i (3.15)
∫

Ωi

∇peq.udΩi = |Ωi|(∇peq)i.uiToutefois, nos simulations (.f. setion 5.2.1) ont montré que ette méthode de disréti-sation est déliate. En e�et, omme mentionné préédemment, dans le as où la onditioninitiale de pression est prise égale à la pression d'équilibre peq, les di�érents termes de pres-sion doivent se ompenser exatement. Or ii, es termes sont disrétisés di�éremment :l'un est issu du solveur de Riemann alors que l'autre est alulé omme un terme fore.Ces di�érenes peuvent engendrer un déséquilibre arti�iel du plasma.3.1.3 Modélisation dans le solveur de RiemannLa di�érene de disrétisation entre le terme d'équilibre peq en terme soure et le termede pression dans le solveur de Riemann empêhant la onservation de l'équilibre, l'idéesuivie dans un seond temps est de développer un solveur de Riemann prenant en omptele terme fore. Dans e but, le système suivant est étudié :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0
∂tρu+ ▽.(ρu⊗ u+ΠI) = 0
∂tρe+ ▽.((ρe +Π)u) = −peq▽.u

(3.16)ave Π = p− peq et ρe = ρε + 1
2
ρu2.En raison du terme de droite de l'équation de l'énergie, le système n'est plus onservatif.A�n de le résoudre, un shéma de relaxation a été utilisé. De tels shémas ont été introduitspour des systèmes onservatifs dans [43℄ puis ont été étendus au as non onservatifs [8, 13℄.L'idée prinipale sur laquelle repose es shémas est l'utilisation d'un système de relaxation



3.1. MODÉLISATION DU TERME ÉQUILIBRE 75pour lequel la solution est plus faile à aluler. Dans e but, le système 1D suivant estproposé :
∂tρ+ u∂xρ+ ρ∂xu = 0
∂tu+ u∂xu+

1
ρ
∂xΠ = 0

∂tε+ u∂xε+
Π
ρ
∂xu+

peq
ρ
∂xu = 0

∂tΠ + u∂xΠ + Z2

ρ
∂xu = 1

λ
(ρ(γ − 1)ε− peq − Π)

∂tZ + u∂xZ = 0
∂tpeq = 0

(3.17)
ave l'introdution des variables arti�ielles Z et Π.En utilisant le développement de Chapman-Enskog pour Π : Π = p−peq+λΠ

′
+O(λ2), onpeut voir que quand λ tend vers 0, e système (3.17) onverge bien vers le système (3.16)voulu puisqu'il est équivalent à :

∂tρ+ ∂x(ρu) = 0

∂tρu+ ∂x(ρu⊗ u+ΠI) = −λ∂xΠ
′

∂tρe + ∂x((ρe+Π)u) + peq∂xu = −λ∂x(Π
′
u)

(3.18)sahant qu'à l'ordre 0, on trouve : Π′
= (ρc2 − Z2

ρ
)∂xu+ u∂xpeq.Le système à résoudre est alors le suivant :

∂tW + A∂xW = 0 (3.19)ave W , le veteur des variables et A, la matrie Jaobienne du système :
W =




ρ
u
ε
Π
Z
peq




et A =




u ρ 0 0 0 0
0 u 0 1

ρ
0 0

0 Π+peq
ρ

u 0 0 0

0 Z2

ρ
0 u 0 0

0 0 0 0 u 0
0 0 0 0 0 0




(3.20)
Les valeurs propres de ette matrie A sont

λk = {0 ; u− Z

ρ
; u+ Z

ρ
; u}, (3.21)toutes de multipliité 1 sauf u de multipliité 3.



76 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUELes veteurs propres à droite, rλk
assoiés aux valeurs propres λk sont :

ru,1 =




1
0
0
0
0
0



, ru,2 = 0

0
1
0
0
0



, ru,3 = 0

0
0
0
1
0



, r0 = 0

0
0
0
0
1




(3.22)
ru−Z

ρ
=




ρ2

−Z
Π+ peq
Z2

0
0




et ru+Z
ρ
=




ρ2

Z
Π + peq
Z2

0
0



.Les hamps obtenus ii sont linéairement dégénérés, les valeurs propres λk et haundes veteurs propres assoié satisfaisant à la relation :

∇Wλk · rλk
= 0. (3.23)A haune de ses valeurs propres λk, peuvent être assoiés les invariants de Riemann

Iλk
. Ceux-i satisfont la relation :

∇W Iλk
· rλk

= 0. (3.24)Ainsi, les invariants de Riemann suivants sont obtenus :� pour 0 : ρ, u, ε, Π, Z� pour u : u, Π, peq� pour u− Z
ρ
: Z, peq, u− Z

ρ
, (Π + peq)

2 − 2Z2ε, Π+ Zu� pour u+ Z
ρ
: Z, peq, u+ Z

ρ
, (Π + peq)

2 − 2Z2ε, Π− ZuLa variable Z est hoisie de telle façon que les ondes soient rangées dans l'ordre suiv-ant : λu−Z/ρ < λu < λu+Z/ρ. Les aluls sont donnés en Annexe E.Reste alors le problème de l'onde λ0 puisque quatre on�gurations sont possibles. Ces dif-férentes on�gurations vont être étudiées i-après. La solution du problème de Riemannest alors onstante par moreaux et est omposée des états notés : WL, W ∗
L, W ∗, W ∗

R, WR,sahant que WL et WR sont respetivement les états gauhe et droit. Pour haune deson�gurations possibles, les invariants de Riemann permettent le alul des états intermé-diaires, W ∗
L, W ∗, W ∗

R représentés dans la �gure (3.3).� λ0 < λu−Z/ρ < λu < λu+Z/ρ

W ∗
L =




ρL
uL
εL
ΠL

ZL

peq,R



, W ∗ =




ρ∗

u∗

ε∗

Π
∗

ZL

peq,R



, W ∗

R =




ρ∗∗

u∗

ε∗∗

Π
∗

ZR

peq,R




(3.25)
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WRWL

W ∗
L

W ∗
R

W ∗
λ1 λ4

λ2

λ3

Figure 3.3 � Etats à haque interfae.Les valeurs étoiles qui apparaissent dans es di�érents états sont données par lesformules suivantes :




u∗ =
ΠL − ΠR + ZLuL + ZRuR

ZL + ZR

,
Π

∗
= ΠL + ZL(uL − u∗),

1

ρ∗
=

u∗ − uL
ZL

+
1

ρL
,

1

ρ∗∗
=

uR − u∗

ZR
+

1

ρR
,

ε∗ = εL +
(Π

∗
+ peq,R)

2 − (ΠL + peq,R)
2

2Z2
L

,
ε∗∗ = εR +

(Π
∗
+ peq,R)

2 − (ΠR + peq,R)
2

2Z2
R

(3.26)
� λu−Z/ρ < λ0 < λu < λu+Z/ρ

W ∗
L =




ρ∗

u∗

ε∗

Π
∗

ZL

peq,L



, W ∗ =




ρ∗

u∗

ε∗

Π
∗

ZL

peq,R



, W ∗

R =




ρ∗∗

u∗

ε∗∗

Π
∗

ZR

peq,R




(3.27)
Les valeurs ρ∗, ρ∗∗, u∗ et Π∗ sont données par les mêmes formules que préédemment,



78 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUE(3.26).Seules les énergies, ε∗ et ε∗∗ hangent :




ε∗ = εL +
(Π

∗
+ peq,L)

2 − (ΠL + peq,L)
2

2Z2
L

,
ε∗∗ = εR +

(Π
∗
+ peq,R)

2 − (ΠR + peq,R)
2

2Z2
R

(3.28)
� λu−Z/ρ < λu < λ0 < λu+Z/ρ

W ∗
L =




ρ∗

u∗

ε∗

Π
∗

ZL

peq,L



, W ∗ =




ρ∗∗

u∗

ε∗∗

Π
∗

ZR

peq,L



, W ∗

R =




ρ∗∗

u∗

ε∗∗

Π
∗

ZR

peq,R




(3.29)
Les valeurs ρ∗, ρ∗∗, u∗ et Π∗ sont données par (3.26).Seules les énergies, ε∗ et ε∗∗ hangent :





ε∗ = εL +
(Π

∗
+ peq,L)

2 − (ΠL + peq,L)
2

2Z2
L

ε∗∗ = εR +
(Π

∗
+ peq,R)

2 − (ΠR + peq,R)
2

2Z2
R

(3.30)
� λu−Z/ρ < λu < λu+Z/ρ < λ0

W ∗
L =




ρ∗

u∗

ε∗

Π
∗

ZL

peq,L



, W ∗ =




ρ∗∗

u∗

ε∗∗

Π
∗

ZR

peq,L



, W ∗

R =




ρR
uR
εR
ΠR

ZR

peq,L




(3.31)
Les valeurs ρ∗, ρ∗∗, u∗ et Π∗ sont données par (3.26).Seules les énergies, ε∗ et ε∗∗ hangent :
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ε∗ = εL +
(Π

∗
+ peq,L)

2 − (ΠL + peq,L)
2

2Z2
L

ε∗∗ = εR +
(Π

∗
+ peq,L)

2 − (ΠR + peq,L)
2

2Z2
R

(3.32)Une fois dé�nie haune des on�gurations possibles et les di�érents états assoiés quiomposent la solution du problème de Riemann, le �ux numérique peut être alulé suivantla méthode de Godunov. Celle-i exprime le nouvel état à aluler, W n+1
i en fontion dessolutions des deux problèmes de Riemann qui a�etent le point i qui sont notés ii ϑi−1/2et ϑi+1/2 et qui sont représentés par la �gure (3.4) :

W n+1
i =

∆t

∆x

∫ ∆x
2∆t

0

ϑi−1/2(ξ)dξ +
∆t

∆x

∫ 0

− ∆x
2∆t

ϑi+1/2(ξ)dξ. (3.33)
b bb| |

xi−1 xi+1xixi−1/2 xi+1/2

λ+kλ+k′

t

λ−k

t

Figure 3.4 � Méthode de Godunov et notations.L'ajout et la soustration de l'état alulé à l'itération préedente, W n
i permettent defaire apparaître des �utuations, φ+

i−1/2 et φ−
i+1/2 :

W n+1
i = W n

i +
∆t

∆x

∫ ∆x
2∆t

0

(ϑi−1/2(ξ)−W n
i )dξ +

∆t

∆x

∫ 0

− ∆x
2∆t

(ϑi+1/2(ξ)−W n
i )dξ

= W n
i +

∆t

∆x
(φ+

i−1/2 − φ−
i+1/2) (3.34)Ces �utuations sont ensuite alulées :

φ+
i−1/2 =

∑

k

(λ+k δWk)i−1/2

φ−
i+1/2 =

∑

k

(λ−k δWk)i+1/2 (3.35)



80 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUEoù les indies i−1/2 et i+1/2 se réfèrent à haun des problèmes de Riemann qui a�etentle point i (f �gure (3.4)). λ+k et λ−k sont respetivement les valeurs propres positives etnégatives et δWk orrespond au saut à la kième disontinuité, selon le problème de Riemannonsidéré. Les sauts δWk sont don alulés grâe aux états,WL,W ∗
L,W ∗,W ∗

R,WR donnéspréédemment pour haune des on�gurations, (3.25) à (3.32).Des résultats ave e nouveau solveur de Riemann sont présentés setion 5.2.2.3.1.4 Modélisation par ompensation numériqueUne dernière idée a été envisagée pour évaluer les termes fores qui permettent deon�ner le plasma. L'idée ii n'est plus d'utiliser l'égalité ave le gradient de la pressionéquilibre (3.11) mais de les aluler numériquement. Pour ela, dans un premier temps, lesystème sans terme fore mais éventuellement ave les termes de di�usion est onsidéré :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u + pI) + ▽.σ = 0 (3.36)
∂tρe + ▽.((ρe + p)u) + ▽.(σu) + ▽.q = 0Une première itération est e�etuée sur e système pour évaluer numériquement desquantités Fk telles que :

F1 = ▽.(ρequeq)

F2 = ▽.(ρequeq ⊗ ueq + peqI) + ▽.σeq (3.37)
F3 = ρeqeeq + ▽.((ρeqeeq + peq)ueq) + ▽.(σueq) + ▽.qeqLes termes de transport sont alulés ave un solveur de Riemann alors que les termesdi�usifs sont évalués ave une méthode FEM. Ces notations sont don abusives puisqueles quantités Fk sont disrètes et n'ont auun sens en ontinu.Cette simple itération permet d'évaluer les termes de on�nement Fk. Le véritable alulest lui e�etué pour le système omplet auquel es termes de préservation de l'équilibredu plasma sont rajoutés :

∂tρ+ ▽.(ρu) = F1

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u + pI) + ▽.σ = F2 (3.38)
∂tρe+ ▽.((ρe + p)u) + ▽.(σu) + ▽.q = F3Il est évident que sous des onditions initiales identiques, l'équilibre va être préservépuisque le terme de on�nement est évalué de la même manière que la somme des termesdi�usifs et de transport.Cette dernière méthode résout également le problème de la onservation de la matièredans le système onsidéré. En e�et, au niveau des plaques de neutralisation, les onditions



3.2. CONDITIONS AUX LIMITES 81aux limites (onditions aux limites de Bohm, .f partie 3.2 ) induisent un �ux de matièresortant. Des onditions de glissement étant utilisées aux parois du tokamak ainsi qu'auoeur du plasma, on a un déséquilibre ave les onditions de Bohm, qui favorisent la sor-tie de matière dans le divertor, sans méanisme de réalimentation du plasma en partiules.Ave ette dernière méthode d'évaluation numérique du terme de on�nement duplasma, le terme F1 permet d'agir omme une soure de matière sur l'ensemble du systèmeréalimentant don elui-i en partiules et réequilibrant le �ux de matière imposé par lesonditions aux limites de Bohm.Des résultats utilisant ette méthode de ompensation numérique sont présentés setion5.3.3.2 Conditions aux limitesLe but de e travail étant d'étudier les phénomènes qui ont lieu dans le plasma de borddu tokamak, le domaine de alul ne onsidère pas la partie du oeur du tokamak.Les onditions aux limites retenues sont les suivantes.� Aux parois extérieures du tokamak, ainsi que la � zone privée �, partie de la paroisituée entre les deux plaques du divertor, on utilise des onditions aux limites glis-santes.� Au niveau des plaques du divertor, un type partiulier de ondition aux limites, � laondition aux limites de Bohm � intervient pour modéliser les interations entre leplasma et les plaques. Cette ondition permet de modéliser le �ux de partiules quisort du tokamak à une vitesse de l'ordre de la vitesse du son, voire même superson-ique.� Des onditions aux limites doivent également être imposées à l'interfae entre leoeur et le bord du plasma. Ce point s'avère déliat. En e�et, le oeur du plasmadoit alimenter le bord en partiules pour ompenser la perte de matière au niveaudes plaques due aux onditions aux limites de Bohm. Pour ne pas vider le tokamak,il est néessaire que es �ux d'entrée et de sortie se ompensent. Or, il est di�ile enpratique de quanti�er le �ux imposé par les onditions aux limites de Bohm. Le hoixd'une ondition aux limites glissante a été e�etué au niveau du bord, ave l'idéeque le �ux néessaire pour réalimenter le plasma serait modélisé par la présene d'unterme soure dans l'équation de ontinuité. On a alors une réalimentation répartiedu plasma et non plus à l'interfae entre le oeur et le bord.Dans un premier temps, la modélisation des onditions aux limites glissantes est présentée.Ensuite, on étudie les onditions aux limites de Bohm et leur onséquene sur le pro�l de



82 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUEla vitesse.3.2.1 Paroi glissanteDes onditions aux limites glissantes ont été hoisie pour modéliser les parois du toka-mak, zone privée omprise, ainsi qu'à l'interfae ave le oeur. Dans le as Euler, es paroisglissantes reviennent à imposer une vitesse normale au bord nulle : u.n = 0, ave n leveteur normal à la surfae onsidérée.La formulation faible du système d'Euler est rappelée, pour un point du bord ib :
|Ωib |∂tρib +

∑

j∈υ(ib)

∫

δΩibj

ρu.ndl +

∫

δΓib

ρu.ndl = 0

|Ωib |∂tρibuib +
∑

j∈υ(ib)

∫

δΩibj

(ρu⊗ u+ pI).ndl +

∫

δΓib

(ρu⊗ u+ pI).ndl = 0

|Ωib |∂tρibeib +
∑

j∈υ(ib)

∫

δΩibj

(ρe + p)u.ndl +

∫

δΓib

(ρe + p)u.ndl = 0 (3.39)Pour un point du bord, la ellule duale Ωib est dé�nie par les segments reliant le baryentredes triangles auquel le point appartient et le milieu des segments qui sont issus de ib etqui sont ii notés δΩibj , j ∈ υ(ib) signi�ant que le point j appartient au voisinage du point
ib. Les parties ommunes à la ellule duale et au bord sont notées δΓib.Ave des onditions de glissement, les intégrales de bord disparaissent naturellementde la formulation faible :

| Ωib | ∂tρib +
∑

j∈υ(ib)

∫

δΩibj

ρu.ndl = 0

| Ωib | ∂tρibuib +
∑

j∈υ(ib)

∫

δΩibj

(ρu⊗ u+ pI).ndl +

∫

δΓib

pI.ndl = 0

| Ωib | ∂tρibeib +
∑

j∈υ(ib)

∫

δΩibj

(ρe + p)u.ndl = 0 (3.40)Les �ux à travers les segments δΩibj sont alulés de façon lassique, à l'aide du solveurde Riemann. Les onditions aux limites glissantes impatent l'équation de quantité demouvement en rajoutant un terme de pression. Elles n'impatent pas les équations deontinuité et d'énergie.



3.2. CONDITIONS AUX LIMITES 833.2.2 Conditions aux limites de BohmLes partiules hargées sont attirées par la paroi du divertor. Le �ux sortant générépar ette attration des partiules hargées permet de préserver la quasi-neutralité duplasma. Ce phénomène a lieu à l'interfae plasma-paroi au niveau des plaques où les lignesde hamp magnétique sont ouvertes, dans une zone appelée gaine. La transition plasma-gaine n'est pas brutale mais implique l'existene d'une deuxième zone, appelée prégaine.Aux plaques du divertor, la vitesse d'entrée des ions dans la gaine est alors au minimumde l'ordre de grandeur de la vitesse aoustique ionique ([60℄, [15℄), 'est e qu'on appellele ritère de Bohm :
|M | ≥ 1 ave M =

u

C
et C =

√
kT

mi
. (3.41)La ondition de Bohm se présente ainsi omme une inéquation, ar des vitesses su-personiques peuvent apparaître dans le système et qu'il n'y a pas lieu que se développeune ouhe limite. Plusieurs méthodes ont éte testées pour implémenter es onditions deBohm et les trois idées prinipales sur lesquelles reposent es méthodes sont données ii.Di�érentes méthodes pour les onditions aux limites de Bohm� Dans un premier temps, on a imposé en haque point i des plaques, une vitesse

vi = cibi. Cette ondition aux limites est de type Dirihlet. La vitesse imposée n'estpas une onstante mais �utue spatialement et temporellement, selon les valeurs dela vitesse du son ci. Une ondition aux limites de Neumann homogène était imposéesur les variables de densité et d'énergie.Cette méthode ne s'est ependant pas révelée e�ae. En e�et, un nombre de Mahde 1 est bien imposé sur les limiteurs mais des vitesses supersoniques �nissent parapparaître dans le système, e qui n'est pas onsistant ave le fait d'imposer unnombre de Mah stritement égal à 1.� Dans un seond temps, une méthode lassique en volumes �nis a été utilisée. Celle-ionsiste à imposer une ondition aux limites par l'intermédiaire de ellules fant�mesrajoutées au bord du maillage. Cette méthode est notamment dérite par Leveque[48℄ et Toro [62℄.Dans l'ensemble de la géométrie, on alule en e�et des �ux à l'aide de deux étatsvoisins mais pour les noeuds au bord ib, la ellule duale est tronquée en raison del'absene de triangles à l'extérieur du domaine. L'idée est alors d'étendre le domainede alul ave une ouhe de mailles supplémentaires. Un état pour ette ellulefantome if est a�eté selon la ondition aux limites voulue et le �ux assoié estalulé de façon lassique ave les deux états : Uib et Uif . Cette ellule fant�me estreprésentée par la �gure (3.5).Dans le as des onditions aux limites de Bohm, l'idée est d'imposer un Mah de 1dans la ellule fant�me par l'intermédiaire de la vitesse vif = cibbib et une densité
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ib

if
b

b

b

b

b

b

b

Figure 3.5 � Cellule fantome.prohe du vide pour aentuer le �ux sortant. Les autres variables sont prises égalesà elles de l'état Uib. Cette méthode ne s'est pas avérée e�ae ar en pratique, leMah au limiteur est bien prohe de 1 mais ne le dépasse jamais.� La dernière idée a été d'imposer le �ux pour satisfaire le ritère de Bohm. La on-dition aux limites que l'on veut imposer sur la vitesse ave |M | ≥ 1 est équivalenteà :
(ρu)n+1

i = ρn+1
i u∗

i ave u∗
i = max(ci, |uvi |)bi, (3.42)où uvi orrespond aux veteurs vitesse des points voisins de i. Cette expression de u∗permet d'imposer un Mah de 1 en l'absene de vitesses supersoniques à proximitédu bord (u∗ = cb) et le as u∗ = |uv|b permet un Mah supérieur à 1.Le �ux à imposer pour obtenir l'expression (3.42) doit être alulé. Il fait intervenirle �ux de la densité, au point i et au temps tn que l'on notera, F

n,ρ
i :

ρn+1
i = ρni −

∆t

ai
F

n,ρ
i , (3.43)ave ai, l'aire de la ellule duale et ∆t, le pas de temps.En reportant ette expression en (3.42), on obtient :

(ρu)n+1
i = ρn+1

i u∗
i

= ρni u
n
i + ρn+1

i u∗
i − ρni u

n
i

= ρni u
n
i + ρni (u

∗
i − un

i )−
∆t

ai
F

n,ρ
i u∗

i

= ρni u
n
i −

∆t

ai

(
F

n,ρ
i u∗

i −
ai
∆t
ρni (u

∗
i − un

i )
)

(3.44)
Le �ux à imposer sur la quantité de mouvement pour satisfaire le ritère de Bohmest le suivant :

F
n,ρu
i = F

n,ρ
i u∗

i −
ai
∆t
ρni (u

∗
i − un

i ). (3.45)Cette modélisation de la ondition aux limites de Bohm a été privilégiée pour lessimulations. Elle a en e�et onduit au résultat attendu, i.e. d'imposer un nombre deMah supérieur ou égal à 1 aux plaques du divertor.



3.3. CONDITIONS INITIALES DE VITESSE 853.3 Conditions initiales de vitesseLa ondition initiale sur la vitesse s'appuie sur le ritère de Bohm. Comme mentionnépréédemment, la présene d'une prégaine assure l'aélération des ions pour atteindreune vitesse de l'ordre de la vitesse du son au niveau du limiteur. Pour dé�nir la vitessedans ette prégaine, il onvient de onsidérer es omposantes perpendiulaire et parallèleau hamp magnétique, respetivement u⊥ et u‖ :
u = u‖b+ u⊥. (3.46)A l'instant initial, on suppose

u⊥ = 0 partout,
u‖ = 0 à l'intérieur de la séparatrie. (3.47)A l'extérieur de la séparatrie, la ondition initiale pour la omposante parallèle de lavitesse est prise égale à la solution du problème de di�usion unidimensionnel suivant leslignes de hamp magnétique, ave s, la oordonnée le long de ette ligne de hamp :

∂2su‖ = 0. (3.48)La solution de e problème est de la forme :
u‖ = as + b. (3.49)Le ritère de Bohm permet de aluler les onstantes a et b. En e�et, au niveau dudivertor, le Mah étant de 1, la vitesse parallèle est égale à plus ou moins la vitesse du son

c, d'où :
u‖(s = 0) = −c0 et u‖(s = l) = cl, (3.50)ave l, la longueur de la ligne de hamp magnétique et c0 et cl, les vitesses du son auxextrémités de la ligne de hamp. Le signe des onditions aux limites est déterminé par lesens du hamp magnétique, sahant que l'on veut un �ux sortant.La solution analytique est évidente :

u‖(s) =
c0 + cl
l

s− c0. (3.51)Les omposantes perpendiulaires de la vitesse étant onsidérées nulles, à l'extérieurde la séparatrie, on a :
u = u‖b, ave u‖ dé�nie par (3.51) (3.52)Remarque 3.1 L'implémentation de ette solution analytique peut être omplexe dansnos géométries ar il est di�ile d'assoier haun des points d'un maillage non struturéà une ligne de hamp magnétique et à une oordonnée s.Le hoix d'un maillage aligné sur les lignes de hamp magnétique s'avère alors judiieux,ar en parourant les voisins de haque point du maillage, on peut dé�nir la ligne de hampauquel haun appartient et don la solution analytique donnée par (3.51).



86 CHAPITRE 3. LE MODÈLE NUMÉRIQUECette ondition initiale analytique pose quelques di�ultés. En e�et, tout d'abord, unedisontinuité de la vitesse apparaît au niveau de la séparatrie entre la vitesse nulle à l'in-térieur et la vitesse suivant (3.51) à l'extérieur, .f. �gure 3.6. D'autre part, ette onditionest imparfaite. Dans les tokamaks, l'aéleration des ions pour atteindre la vitesse de sonn'est pas onstante mais se produit dans une zone prohe des plaques.

Figure 3.6 � Gauhe : hamp de vitesse azimutal et veteurs de vitesse poloïdale à laondition initiale. Droite : nombre de Mah à la ondition initiale.Une seonde ondition initiale (.f. �gure 3.7) est utilisée ii. La vitesse n'est plusalulée de façon analytique et ne varie plus linéairement suivant les lignes de hampmagnétique. En partiulier, la roissane de la vitesse se produit dans la partie divertor,e qui semble être davantage onforme à la physique. Cette ondition a été obtenue parM. Bilaneri [10℄ ave un ode VF, densité-quantité de mouvement parallèle, fondé surl'approximation en vitesse de dérive, en présene notamment d'un terme de di�usion dedensité perpendiulaire à B. Ave ette nouvelle vitesse, le ritère de Bohm est égalementsatisfait.
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Figure 3.7 � Gauhe : hamp de vitesse azimutal et veteurs de vitesse poloïdale à laondition initiale. Droite : nombre de Mah à la ondition initiale.
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Chapitre 4Modélisation volumes �nis dans unegéométrie ylindriqueA�n de modéliser la géométrie torique du tokamak, une étude relative à la modélisationvolumes �nis dans une géométrie ylindrique est menée ii. En e�et, les opérateurs tels quela divergene ou le gradient, exprimés en oordonnées ylindriques montrent la présene deoe�ients en r ou enore l'apparition de termes non onservatifs. Les équations perdentalors leur aratère onservatif.La méthode usuelle pour traiter es termes de ourbure par une méthode volumes �nis estde les onsidérer en termes soures. Toutefois, dans la ontinuité du travail [12℄, une autreapprohe est proposée ii. Le but est de ne pas disrétiser indépendemment es termes deourbure mais au ontraire de préserver le aratère onservatif des équations. Pour ela,l'idée est de onsidèrer omme volume élémentaire la ellule engendrée par rotation autourde l'axe du tokamak d'une ellule bidimensionnelle, d'où une formulation onservative deséquations, ontrairement à la méthode usuelle. Cei onduit à l'apparition naturelle destermes propres à la géométrie ylindrique.Quelques brefs rappels sur les oordonnées urvilignes sont donnés dans l'annexe C.Dans le as des tokamaks, le système de oordonnées naturel est le système ylindrique
(er, eθ, ez). Dans e système de oordonnées, rappelons la forme des di�érents opérateursprinipaux :� pour le gradient d'un salaire :

(▽f)r = ∂rf

(▽f)θ =
1

r
∂θf

(▽f)z = ∂zf

(4.1)� pour la divergene d'un veteur :
(▽.v) =

1

r
∂r(rvr) +

1

r
∂θvθ + ∂zvz (4.2)89



90 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUE� pour la divergene d'un tenseur :
(▽.T )r =

1

r
∂rrTrr +

1

r
∂θTθr + ∂zTzr −

Tθθ
r

(▽.T )θ =
1

r
∂rrTrθ +

1

r
∂θTθθ + ∂zTzθ +

Tθr
r

(▽.T )z =
1

r
∂rrTrz +

1

r
∂θTθz + ∂zTzz

(4.3)
L'expression de la divergene d'un tenseur (4.3) montre l'apparition de termes nononservatifs, due à la dépendane en θ des veteurs er et eθ. En e�et, en oordonnéesylindriques, les veteurs ek sont indépendants des variables r et z mais pas de θ. Lesdé�nitions des veteurs er et eθ donnent :

∂θeθ = −er et ∂θer = eθ. (4.4)Or, en oordonnées urvilignes, notées ii ξk, la divergene d'un tenseur s'érit (.f. annexeC) :
∇ · T =

1

J

∂

∂ξk
(JT · ek) , (4.5)ave J , le jaobien assoié à la transformation entre les oordonnées Cartésiennes eturvilignes (dans le as ylindrique J = r). Cette forme permet de retrouver les expres-sions (4.3).Ainsi, en oordonnées ylindriques, la divergene d'un tenseur perd don son ara-tère onservatif lorsque ses omposantes sont onsidérées séparément. Le problème ne sepose pas pour la divergene d'un veteur ar, dans e as, auun terme non onservatifn'apparaît. Ainsi, seules les équations d'évolution vetorielles, lorsqu'elles sont traitéesomposantes par omposantes font apparaître e problème de perte du aratère onser-vatif de la divergene.Dans ette thèse, 'est le as partiulier de la géométrie axisymétrique qui nous in-téresse. Les variables sont don onsidérées omme indépendantes de θ ( ∂θ ≡ 0 ). Lesomposantes de la divergene d'un tenseur en géométrie axisymétrique, (4.3) se simpli-�ent :

(▽.T )r = 1
r
∂rrTrr + ∂zTzr −

Tθθ
r

(▽.T )θ = 1
r
∂rrTrθ + ∂zTzθ +

Tθr
r

(▽.T )z = 1
r
∂rrTrz + ∂zTzz

(4.6)Dans le adre d'une approximation volumes �nis, la perte du aratère onservatif de ladivergene d'un tenseur se révèle être une di�ulté pour passer de la géométrie plane à lagéométrie axisymétrique. En e�et, il est néessaire de disrétiser orretement es termesnon onservatifs et la présene des termes en r doit aussi être prise en ompte.



4.1. DISCRÉTISATION SOUS FORME DE TERME SOURCE 91Deux méthodes vont être proposées ii, pour traiter de es deux di�ultés liées àla géométrie axisymétrique. Dans un premier temps, une approximation sous forme determe soure est proposée. Cette méthode est usuelle pour modéliser une telle géométrie.Dans un seond temps, une méthode permettant de onserver le aratère onservatif deséquations et s'appuyant notamment sur l'approhe proposée en [12℄, donnée en annexe C,sera développée.4.1 Disrétisation sous forme de terme soureLa méthode lassique pour traiter une géométrie axisymétrique repose sur le développe-ment des expressions des omposantes de la divergene d'un tenseur. On retrouve alorsdes termes prohes du as Cartésien, omplétés par des termes soures (e.g. [11℄). Ainsi,dans le as d'un tenseur, les omposantes de la divergene données par (4.6) deviennent :
(▽.T )r = ∂rTrr + ∂zTzr +

Trr − Tθθ
r

(▽.T )θ = ∂rTrθ + ∂zTzθ +
Trθ + Tθr

r

(▽.T )z = ∂rTrz + ∂zTzz +
Trz
r

(4.7)De la même façon, la divergene d'un veteur, obtenue à partir de (C.1), peut êtredéveloppée sous la forme :
▽.v = ∂rvr + ∂zvz +

vr
r

= ▽(r,z).v +
vr
r
, (4.8)où l'opérateur ▽(r,z). représente la divergene usuelle en oordonnées Cartésiennes.En utilisant les expressions des divergenes (4.7) et (4.8), le système d'Euler devient,en géométrie axisymétrique :

∂tρ +▽(r,z).(ρu) +
1

r
ρur = 0

∂tρur +▽(r,z).Tr +
1

r
ρ(u2r − u2θ) = 0

∂tρuθ +▽(r,z).Tθ +
2

r
ρuruθ = 0

∂tρuz +▽(r,z).Tz +
1

r
ρuruz = 0

∂tρe +▽(r,z).((ρe+ p)u) +
1

r
(ρe + p)ur = 0

(4.9)
ave :

T = ρu⊗ u+ pI =



Tr
Tθ
Tz


 (4.10)



92 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUELes termes onservatifs dans e système sont alulés de la même façon qu'en oordon-nées Cartésiennes. Ainsi, en utilisant une méthode de volumes �nis, un solveur de Riemannpermet de aluler les �ux traversant la ellule de ontr�le. La di�érene par rapport àla géométrie plane réside en la disrétisation des termes non onservatifs qui apparaissentdans le système (4.9).Considérons le point du maillage i et la ellule duale assoiée, Ωi. Les termes nononservatifs sont alors disrétisés par leur valeur en i, pondérée par l'aire de la ellule
| Ωi | :

∫

Ωi

1

r
ρurdσΩi

≃| Ωi |
1

ri
ρiuri ; ∫

Ωi

1

r
ρ(u2r − u2θ) ≃| Ωi |

1

ri
ρ(ur

2
i − uθ

2
i ) et ... (4.11)4.2 Disrétisation sous forme onservativeL'idée prinipale de ette seonde méthode est d'e�etuer en premier lieu l'intégrationsur le volume de ontr�le a�n de préserver le aratère onservatif de la divergene.
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Figure 4.1 � Cellule de ontr�le en trois dimensions.



4.2. DISCRÉTISATION SOUS FORME CONSERVATIVE 93Dans e as, il s'avère néessaire d'e�etuer l'intégration sur une ellule 3D, Ξi, deontour, Γi.Cette ellule 3D est engendrée à partir de la ellule duale 2D, Ωi par rotation d'angle 2δθ,autour de l'axe du tokamak. On onsidère que la ellule Ωi est plaée dans le plan θ = 0.Un shéma de ette ellule est donné par la �gure 4.1. Par un soui de visibilité, tous lesbords de la ellule n'y sont pas représentés.Le ontour Γi de la ellule Ξi est omposé de di�érentes parties. Les surfaes traverséespar les �ux azimutaux sont notées S−
i et S+

i , respetivement plaées dans les plans −δθ et
+δθ. Les autres surfaes dont les normales n'ont pas de omposante azimutale, sont notées
Υi,k et sont traversées par des �ux que nous quali�erons par la suite de �ux radiaux. Ellessont issues des di�érents segments omposant la ellule duale. Par la rotation d'angle 2δθ,haun de ses segments forme une surfae trononique. Ces notations sont reprises dansla �gure 4.1.Les aluls i-après sont e�etués sur l'équation vetorielle de la quantité de mouve-ment, puisque elle-i s'avère ritique par rapport aux équations salaires. Ave les no-tations dérites préédemment, en utilisant le théorème de la divergene, l'intégration del'équation sur la ellule Ξi donne :

∫

Ξi

∂t(ρu)dV +

∫

Γi

T · ndS = 0 (4.12)
⇔
∫

Ξi

∂t(ρu)dV +

∫

S−

i

T · ndS +

∫

S+
i

T · ndS +
∑

k

∫

Υi,k

T · ndS = 0Le veteur n représente le veteur normal à la frontière onsidérée. Les di�érents termesvont être étudiés suessivement, a�n de souligner les points ritiques pour la modélisationet pour l'implémentation numérique.4.2.1 Terme en tempsPour la géométrie plane, le terme en temps est pondéré par l'aire de la ellule duale :
|Ωi| =

∫

Ωi

drdz. (4.13)Celle-i est en fait le polygone formé alternativement par les milieux des di�érents segmentsissus du point i et par les entres de gravités des triangles Tk auxquels le point i appartient.Par onséquent, l'aire de la ellule duale est alulée par :
∫

Ωi

drdz =
∑

k

1

3
|Tk| (4.14)
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Figure 4.2 � Constrution de la ellule duale Ωi.où |Tk| est l'aire du triangle. Cette formule est obtenue sahant que les médianes du trian-gle Tk déoupent elui-i en 6 triangles de même aire, Tk,l ave l = 1...6, omme le montrela �gure 4.2.Dans le as d'une géométrie ylindrique, on peut exprimer ∂t(ρu) dans le système deoordonnées loal :
∂t(ρu) = ∂t(ρur)er|θ + ∂t(ρuθ)eθ|θ + ∂t(ρuz)ez|θ (4.15)Chaun de es veteurs peut être ramené sur le système de oordonnées loal en θ = 0ave :

er|θ = cos θ er|0 + sin θ eθ|0 (4.16)
eθ|θ = − sin θ er|0 + cos θ eθ|0
ez|θ = ez|0Le terme en temps peut être évalué en passant de la ellule dans l'espae physique,

Ξi à elle dans l'espae de alul, Ξ̂i = Ωi × [−δθ,+δθ]. Etant données les expressions



4.2. DISCRÉTISATION SOUS FORME CONSERVATIVE 95préédentes (4.15) et (4.16), le terme en temps devient alors :
∫

Ξi

∂t(ρu)dV =

∫

Ωi×[−δθ,+δθ]

∂t(ρu)rdrdzdθ

=

∫

Ξ̂i

(∂t(ρur) cos θ − ∂t(ρuθ) sin θ) er|0 rdrdzdθ

+

∫

Ξ̂i

(∂t(ρur) sin θ + ∂t(ρuθ) cos θ) eθ|0 rdrdzdθ

+

∫

Ξ̂i

∂t(ρuz) ez|0 rdrdzdθ (4.17)
= 2 sin δθ

∫

Ωi

∂t(ρur)rdrdz er|0

+ 2 sin δθ

∫

Ωi

∂t(ρuθ)rdrdz eθ|0

+ 2δθ

∫

Ωi

∂t(ρuz)rdrdz ez|0Au �nal, les di�érentes omposantes du terme en temps ne sont plus pondérées parl'aire de la ellule duale (4.13) mais par une aire pondérée par r :
∫

Ξi

∂t(ρu)dV

=

∫

Ωi

rdrdz

[
2 sin δθ

(
∂t(ρur)i er|0 + ∂t(ρuθ)i eθ|0

)
+ 2δθ∂t(ρuz) ez|0

] (4.18)Par analogie au alul de |Ωi| dans le as 2D plan, l'aire pondérée qui intervient dans(4.18) peut être alulée de la façon suivante :
∫

Ωi

rdrdz =
∑

k

1

6
|Tk|(rGTk,1

+ rGTk,2
), (4.19)où GTk,l

représente le entre de gravité du sous-triangle Tk,l et où les triangles Tk,1 et Tk,2sont ommuns à la ellule duale Ωi et au triangle Tk, .f. �g. 4.2.4.2.2 Calul des �ux azimutauxLes termes se rapportant au alul des �ux azimutaux, à travers les surfaes S−
i et S+

isont maintenant onsidérés. De façon évidente, les normales assoiées à es deux surfaessont :
n
S
−

i

= −eθ|−δθ et nS
+

i

= eθ|δθ. (4.20)La notation eθ|−δθ signi�e que le veteur eθ est pris en l'angle −δθ



96 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUELes omposantes du tenseur sont notées :
T = Tijei ⊗ ej . (4.21)Le �ux azimutal traversant la surfae S−

i peut être évalué :
∫

S−

i

T− · n dS = −
∫

S−

i

T− · eθ|−δθ dS (4.22)
= −

∫

S−

i

(
T−
rθer|−δθ + T−

θθeθ|−δθ + T−
zθez|−δθ

)
dSDe la même façon, onernant la surfae S+

i , on obtient le �ux :
∫

S−

i

T+ · n dS =

∫

S+
i

(
T+
rθer|δθ + T+

θθeθ|δθ + T+
zθez|δθ) dS (4.23)En sommant es deux dernières expressions sur le système de oordonnées pris en

θ = 0, sahant que les surfaes S+
i et S−

i sont identiques à la surfae Ωi, on obtient :
∫

S−

i

T− · n dS +

∫

S+
i

T+ · n dS (4.24)
=

∫

Ωi

[ (
(T+

rθ − T−
rθ) cos δθ − (T+

θθ + T−
θθ) sin δθ

)
er|0

+
(
(T+

rθ + T−
rθ) sin δθ + (T+

θθ − T−
θθ) cos δθ

)
eθ|0

+
(
T+
zθ − T−

zθ

)
ez|0] dSSi on s'intéresse dans un premier temps aux termes en cos δθ et à la omposante en

ez de ette expression, on retrouve les approximations des dérivées en θ de la divergene(4.3). En e�et, en onsidérant une ellule duale de setion arrée parallèle aux axes r et zet de volume 2rδθδzδr, es termes deviennent :
1

2rδθδzδr

∫

Ωi

(T+
rθ − T−

rθ) cos δθ er|0 dS ≈ 1

r
∂θTrθ er|0 (4.25)

1

2rδθδzδr

∫

Ωi

(T+
θθ − T−

θθ) cos δθ eθ|0 dS ≈ 1

r
∂θTθθ eθ|0

1

2rδθδzδr

∫

Ωi

(
T+
zθ − T−

rθ

)
ez|0 dS ≈ 1

r
∂θTzθ ez|0ompte-tenu de |Ωi| = δzδr et de l'hypothèse δθ petit.



4.2. DISCRÉTISATION SOUS FORME CONSERVATIVE 97Les termes en sin δθ orrespondent aux termes non onservatifs de la divergene (4.3).Ainsi, sur la même ellule arrée, ave |Ωi| = δzδr et δθ petit, on obtient :
− 1

2rδθδzδr

∫

Ωi

(T+
θθ + T−

θθ) sin δθ er|0 dS ≈ −1

r

(T+
θθ + T−

θθ)

2
er|0

1

2rδθδzδr

∫

Ωi

(T+
rθ + T−

rθ) sin δθ eθ|0 dS ≈ 1

r

(T+
rθ + T−

rθ)

2
eθ|0 (4.26)Remarque 4.1 Pour δθ = π, le volume onsidéré orrespond à un tore et les termes en

sin δθ de (4.24) s'annulent alors.Remarque 4.2 Dans le as partiulier de la géométrie axisymétrique qui nous intéresseii (T+ = T− = T ), l'équation (4.24) devient :
∫

S−

i

T · n dS +

∫

S+
i

T · n dS = 2 sin δθ

(∫

Ωi

TrθdS eθ|0 − ∫
Ωi

TθθdS er|0) (4.27)4.2.3 Calul des �ux radiauxLes termes relatifs aux �ux radiaux traversant les surfaes, Υi,k sont maintenantétudiés. Ces surfaes sont onstruites par la rotation de l'angle 2δθ de haque segmentonstituant la ellule duale. Ces surfaes ont don une forme trononique.Ii, la fore F = T.n que l'on obtient par le solveur de Riemann doit être ensuiteappliquée sur l'ensemble de la surfae trononique. Pour es surfaes, la normale est :
n = γer + βez. (4.28)La fore F est onstante sur les systèmes de oordonnées loaux et peut don être éritesous la forme :

F = (γTrr + βTrz)er|θ + (γTθr + βTθz)eθ|θ + (γTzr + βTzz)ez|θ
= Frer|θ + Fθeθ|θ + Fzez|θ (4.29)La seonde ériture est privilégiée dans un premier temps pour simpli�er l'ériture desaluls.



98 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUEChaun des veteurs de e système de oordonnées loal peut s'exprimer en fontiondu système de oordonnées en θ = 0 :
er|θ = cos θ er|0 + sin θ eθ|0 (4.30)
eθ|θ = − sin θ er|0 + cos θ eθ|0
ez|θ = ez|0La fore F s'exprime alors par :

F = (Fr cos θ − Fθ sin θ) er|0 + (Fr sin θ + Fθ cos θ) eθ|0 + Fz ez|0 (4.31)Chaque surfae trononique est dé�nie à partir de la rotation d'angle 2δθ d'un segment.Nous allons introduire ii les oordonnées des extrémités de e segment (r1, z1) et (r2, z2)ave z1 < z2. L'angle entre l'axe des z et le segment onsidéré sera noté α. Remarquonsque −π
2
< α < π

2
d'où cosα > 0. Il est alors possible d'exprimer r en fontion de α et z :

r = − tanα(z − z1) + r1 (4.32)En prenant en ompte es notations, la fore F (4.31) est intégrée sur la surfae tron-onique :
∫ z2

z1

∫ δθ

−δθ

FdS =

∫ z2

z1

∫ δθ

−δθ

Fr
dθdz

cosα
(4.33)

=

∫ z2

z1

∫ δθ

−δθ

F(− tanα(z − z1) + r1)
dθdz

cosα

=
1

cosα

(
− tanα

(z2 − z1)
2

2
+ r1(z2 − z1)

)∫ δθ

−δθ

FdθEn reprenant l'expression (4.31) de la fore F, on obtient :
∫ δθ

−δθ

Fdθ = 2 sin δθ(Frer|0 + Fθeθ|0) + 2δθFzez|0 (4.34)Le fateur obtenu dans (4.33) peut être réérit sous la forme :
1

cosα

(
− tanα

(z2 − z1)
2

2
+ r1(z2 − z1)

)
=
√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(4.35)Au �nal, en reoupant es derniers aluls et la dé�nition de F (4.29), on obtient :
∫

Υi,k

T · ndS =
√

(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2
r2 + r1

2
×

[
2 sin δθ

(
(γTrr + βTrz)er|0 + (γTθr + βTθz)eθ|0

)
+ 2δθ(γTzr + βTzz)ez|0

] (4.36)



4.2. DISCRÉTISATION SOUS FORME CONSERVATIVE 994.2.4 Equation de bilan des �uxEn reportant les di�érents aluls ménés préédemment dans (4.12), les projetions del'équation de bilan des �ux sur er|0, eθ|0 et ez|0, respetivement donnent alors :
2 sin δθ|Ωi|r∂t(ρur)i +

∫

Ωi

(
(T+

rθ − T−
rθ) cos δθ − (T+

θθ + T−
θθ) sin δθ

)
dS

+2 sin δθ
∑

Υi,k

√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(γTrr + βTrz) = 0

2 sin δθ|Ωi|r∂t(ρuθ)i +
∫

Ωi

(
(T+

θθ − T−
θθ) cos δθ + (T+

rθ + T−
rθ) sin δθ

)
dS

+2 sin δθ
∑

Υi,k

√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(γTθr + βTθz) = 0

2δθ|Ωi|r∂t(ρuz)i +
∫

Ωi

(
T+
zθ − T−

zθ

)
dS

+2δθ
∑

Υi,k

√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(γTzr + βTzz) = 0en notant n = γer + βez, la normale à la surfae Υi,k et |Ωi|r, l'aire pondérée : |Ωi|r =∫
Ωi
rdrdz.Les aluls ont ii été menés dans le as général de oordonnées ylindriques. Or, ii,le as de la géométrie axisymétrique nous intéresse en partiulier. Pour elle-i, les termesonernant les �ux azimutaux vont pouvoir être simpli�és grâe à l'indépendane en θ desvariables (T+ = T−). Ainsi, par division des équations préédentes par 2 sin δθ ou 2δθ, onobtient :

|Ωi|r∂t(ρur)i −
∫

Ωi

TθθdS +
∑

Υi,k

√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(γTrr + βTrz) = 0

|Ωi|r∂t(ρuθ)i +
∫

Ωi

TrθdS +
∑

Υi,k

√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(γTθr + βTθz) = 0

|Ωi|r∂t(ρuz)i +
∑

Υi,k

√
(z2 − z1)2 + (r2 − r1)2

r2 + r1
2

(γTzr + βTzz) = 0 (4.37)Notons qu'alors la dépendane en δθ disparaît.



100 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUECe bilan de �ux nous permet de relever les di�érenes majeures par rapport à unegéométrie plane. Tout d'abord, le fateur du terme en temps n'est plus alulé ave laformule (4.13) mais ave (4.19) prenant en ompte la pondération en r. Ensuite, les ter-mes de �ux radiaux voient apparaître un nouveau fateur en r2+r1
2

. Pour �nir, le termeonernant les �ux azimutaux doit être ajouté au bilan de �ux total.En onlusion, la méthode usuellement utilisée pour modéliser une géométrie axisymé-trique onsiste en premier lieu à projeter l'équation vetorielle et à ensuite intégrer lesdi�érentes omposantes obtenues sur la ellule duale onsidérée, sahant que la premièreétape entraîne l'apparition de termes non onservatifs. Cette perte du aratère onservatifde la divergene dans le as d'une équation d'évolution vetorielle est, dans ette méthodeun point ritique. La seonde méthode développée ii onsiste à ommener par l'inté-gration sur une ellule 3D et ensuite d'e�etuer la projetion sur les di�érents veteurs,onservant ainsi le aratère onservatif de la divergene.4.3 Cas Test de GreshoDes simulations numériques sur une géométrie axisymétrique ont été menées a�n devalider les deux méthodes dérites préédemment. Dans e but, un as test s'appuyantsur elui de Gresho [33℄ a été utilisé. Il onsiste à onsidérer une solution stationnaire dusystème d'Euler isotherme :
{

∂tn+∇. (nV) = 0 ,
∂t(nV) +∇. (nV ⊗V) +∇n = 0 .

(4.38)Cette validation a été menée en partiulier sur les équations des omposantes de lavitesse Vr et Vθ qui font intervenir des termes non onservatifs, .f. (4.3), ainsi que surl'équation de densité. Le système que nous avons étudié est le suivant :




∂tn+ ∂r(rnVr) + ∂θ(nVθ) = 0 ,
∂trVr + ∂r(r(nV

2
r + n)) + ∂θnVrVθ = nV 2

θ + n ,
∂trVθ + ∂rr(nVθVr) + ∂θ(nV

2
θ + n) = −nVrVθ .

(4.39)Dans le as d'une géométrie axisymétrique, la propriété selon laquelle les di�érentesvariables sont indépendantes de θ permet une simpli�ation du système (4.39) :




∂tn + ∂r(rnVr) = 0 ,
∂trVr + ∂r(r(nV

2
r + n)) = nV 2

θ + n ,
∂trVθ + ∂rr(nVθVr) = −nVrVθ .

(4.40)Le as test de Gresho onsiste tout d'abord à hoisir la omposante Vr nulle, le systèmepréédent devient alors :




∂tn = 0 ,
∂trVr + ∂r(rn) = nV 2

θ + n ,
∂trVθ = 0 .

(4.41)



4.3. CAS TEST DE GRESHO 101De façon évidente, herher une solution stationnaire de e problème revient à la on-dition :
r∂r n = nV 2

θ (4.42)Ainsi di�érentes solutions stationnaires sont envisageables telle que elle onsidéréedans [12℄ :
Vr = 0 ; Vθ = 1 et n(r) = n0r, où n0 = n(r = 1). (4.43)Cependant, ii, nous n'avons pas retenu ette solution ar la linéarité de la densitérisquait de favoriser fortement la méthode ave terme soure, puisque dans e as, onintègre une onstante sur la ellule.La solution stationnaire onsidérée est non linéaire, à savoir :

Vr = 0 ; Vθ(r) = √
r et n(r) = exp(r). (4.44)Le domaine onsidéré est retangulaire et le maillage non struturé utilisé est donnépar la �gure (4.3). Conernant les onditions aux limites, il était néessaire de hoisirelles-i de telle façon qu'elles soient traitées de la même manière pour les deux méthodes.Des onditions aux limites de Dirihlet ont été hoisies : dans les deux as, le �ux aluléaux di�érents bords est annulé, d'où ∂tn = ∂tVr = ∂tVθ = 0 et don la valeur initiale estonservée.

Figure 4.3 � Maillage du domaine, 2537 points, 4852 élémentsLes aluls ont montré qu'ave les deux méthodes, la solution stationnaire est préservéeà ondition d'utiliser un shéma d'ordre en espae su�samment élevé. Ii, un shéma detype MUSCL (Monotoni Upstream Centered Sheme for Conservation Laws) est utilisé,



102 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUE.f. [47℄ où e shéma a été introduit. Les pro�ls de densité obtenus à un temps adimen-sionné de t = 515 pour les deux méthodes sont données par la �gure (4.4). Ces pro�ls sontbien onfondus ave elui de la solution exate. La même observation a pu être e�etuéepour le pro�l de la omposante azimutale de la vitesse, Vθ. Par ailleurs, pour les deuxméthodes, la vitesse radiale, Vr, nulle à l'instant initial, est de l'ordre de l'erreur mahine,soit 10−14 à t = 515.

Figure 4.4 � Pro�ls de densité obtenus ave haune des méthodes à t = 515.En onlusion, e as test a permis de valider la deuxième méthode proposée, qui reposesur une formulation onservative des équations. Elle a permis d'obtenir des résultats sim-ilaires à eux de la méthode usuelle, reposant sur l'approximation des termes de ourburepour traiter une géométrie axisymétrique.4.4 Di�usion et visosité en axisymétriqueLa modélisation de la géométrie axisymétrique a été présentée pour les termes detransport et deux méthodes ont été proposées. Les termes de di�usion et de visosité vontmaintenant être introduits. Tout d'abord, le système (3.1) qui nous intéresse est rappelé :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u+ pI) + ▽.σ = F (4.45)
∂tρe + ▽.((ρe+ p)u) + ▽.(σu) + ▽.q = F.uUne di�érene importante entre les deux méthodes présentées, di�érene qui va im-pater sur la modélisation des termes di�usif et visqueux, est la présene ou l'absene



4.4. DIFFUSION ET VISCOSITÉ EN AXISYMÉTRIQUE 103du Jaobien dans le terme en temps. En e�et, la divergene d'un tenseur en oordonnéesurvilignes (4.3) fait intervenir l'inverse du Jaobien. Dans la première méthode, où lestermes de ourbure sont disrétisés en terme soure, e fateur 1/r est laissé tel quel. Parontre, pour la deuxième méthode, les équations onsidérées voient apparaître un fateurde pondération r dans le terme en temps, pour le alul de l'aire de la ellule duale, (4.19).Il est néessaire de prendre en ompte ette di�érene entre les deux méthodes pour ladisrétisation des termes di�usif et visqueux.4.4.1 Di�usionLa disrétisation du terme di�usif dans le as d'une géométrie axisymétrique a étéabordée dans la partie (2.1.1) Ainsi, en s'appuyant sur la divergene du veteur q enoordonnées ylindriques, le terme di�usif à disrétiser dans la géométrie axisymétriqueest donné par :
∂tρe = −(∂rqr + ∂zqz)−

qr
r
+ ...

= −∇(r,z).q− qr
r
+ ..., (4.46)où q = K∇T .La formulation faible de l'équation de quantité de mouvement permet don de alulerla ontribution du terme de di�usion en haun des noeuds ; les étapes du aluls ontété développées dans la partie (2.1.1). Le terme de di�usion devient alors sur un point in'appartenant pas au bord :

−
∫

Ω

ψi∇ ·K∇TdΩ =

∫

Ω

K∇T.∇ψidΩ (4.47)
=

∑

τ∋i

∑

j∈τ

Tj

∫

τ

K∇ψj .∇ψidτ (4.48)En absene de pondération par r de l'aire du triangle pour la première méthode, .f.partie (4.1), la disrétisation des termes di�usifs donne :
∫

τ

K∇ψj .∇ψidτ =

∫

τ

dτ
∑

g,τ

ωg,τK(xg,τ )∇ψj .∇ψi

= |τ |
∑

g,τ

ωg,τK(xg,τ )∇ψj .∇ψi, (4.49)
∫

τ

1

r
(K∇ψj)rψidτ =

∫

τ

dτ
∑

g,τ

ωg,τ
1

rg,τ
(K(xg,τ ).∇ψj)rψi(xg,τ )

= |τ |
∑

g,τ

ωg,τ
1

rg,τ
(K(xg,τ ).∇ψj)rψi(xg,τ ). (4.50)



104 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUEen notant xg,τ , les points de Gauss, ωg,τ , les poids assoiés, rg,τ leur absisse et |τ |, l'airedu triangle τ .La méthode dérite en 4.2 entraîne la pondération par r de l'aire du triangle. Enutilisant les mêmes notations, la disrétisation des termes di�usifs devient alors :
∫

τ

rK∇ψj .∇ψidτ =

∫

τ

rdτ
∑

g,τ

ωg,τK(xg,τ )∇ψj .∇ψi, (4.51)
∫

τ

r
1

r
(K∇ψj)rψidτ =

∫

τ

rdτ
∑

g,τ

ωg,τ
1

rg,τ
(K(xg,τ ).∇ψj)rψi(xg,τ ). (4.52)Or, en notant, G, le baryentre du triangle τ , on a l'égalité :

∫

τ

rdτ = |τ |rG. (4.53)Pour le terme di�usif, la di�érene entre les deux méthodes provient don du fateur
rG, qui apparaît dans le seond as.4.4.2 VisositéPour les �uides Newtoniens, le tenseur des ontraintes visqueuses dépend du (doubledu) tenseur de déformation dé�ni par :

W = ∇v + (∇v)t − 2

3
∇.vI. (4.54)En prenant en ompte la dépendane en θ des veteurs er et eθ, (4.4), le tenseurgradient ∇v devient en oordonnées ylindriques :

∇v =



∂rvr

1
r
(∂θvr − vθ) ∂zvr

∂rvθ
1
r
(∂θvθ + vr) ∂zvθ

∂rvz
1
r
∂θvz ∂zvz


 . (4.55)En partiulier, dans le as d'une géométrie axisymétrique, l'expression de e tenseurgradient se simpli�e (∂θ = 0) :

∇v =



∂rvr −vθ

r
∂zvr

∂rvθ
vr
r

∂zvθ
∂rvz 0 ∂zvz


 . (4.56)Compte tenu qu'en oordonnées ylindriques, la divergene d'un veteur (4.46) s'érit :

▽.v = ∂rvr + ∂zvz +
vr
r
. (4.57)



4.4. DIFFUSION ET VISCOSITÉ EN AXISYMÉTRIQUE 105En utilisant les expressions (4.57) et (4.56), le tenseur de déformation (4.54), pour unegéométrie axisymétrique, peut s'exprimer sous la forme :
W = Wrz +Waxi ave

Wrz =




4

3
∂rvr −

2

3
∂zvz ∂rvθ ∂zvr + ∂rvz

∂rvθ −2

3
(∂rvr + ∂zvz) ∂zvθ

∂zvr + ∂rvz ∂zvθ
4

3
∂zvz −

2

3
∂rvr




et
Waxi = +




−2

3

vr
r

−vθ
r

0

−vθ
r

−4

3

vr
r

0

0 0 −2

3

vr
r




. (4.58)En s'appuyant ette fois sur es expressions, les termes visqueux à disrétiser ii sontdonnées par les équations :
∂tρur = −▽(r,z).σr −

1

r
(σrr − σθθ) + ...

∂tρuz = −▽(r,z).σz −
1

r
σrz + ...

∂tρuθ = −▽(r,z).σθ −
2

r
σrθ + ...

∂tρe = −▽(r,z).(σu)−
1

r
(σu)r + ... (4.59)le tenseur visqueux σ étant dé�ni par

σ = (σr σz σθ). (4.60)Ces équations peuvent enore être mises sous la forme :
∂tρu = −▽(r,z).σ − 1

r
Vσ + ...

∂tρe = −▽(r,z).(σu)−
1

r
(σu)r + ... (4.61)où le veteur Vσ est donné par :

Vσ =



σrr − σθθ
σrz
2σrθ


 (4.62)Dans les di�érentes formes de visosité étudiées dans le adre de e travail, le tenseur desontraintes visqueuses est fontion du tenseur de déformation. Pour un �uide Newtonien,le tenseur est donné par :

σ = ηW , (4.63)



106 CHAPITRE 4. FVM DANS UNE GÉOMÉTRIE CYLINDRIQUEoù η est la visosité dynamique.De même, la visosité de Braginskii donnée par (1.83) et (1.84) dépend aussi du tenseurdes taux de déformation. Le tenseur de visosité peut s'érire en partiulier sous la formesuivante, où b représente le veteur unitaire du hamp magnétique :
σ = fB(W,b) = fB(Wrz +Waxi,b). (4.64)La formulation faible des équations (4.61) peut être obtenue omme pour l'équationde la haleur dans la partie (2.1.1). Considérant un point i de l'intérieur du système, lestermes ommuns aux géométries planes et axisymétriques peuvent être disrétisés suivant :

−
∫

Ω

ψi∇(r,z).σdΩ =
∑

τ∈i

∫

τ

σ.∇ψidτ

=
∑

τ∈i

|τ |
∑

g,τ

ωg,τσ(xg,τ ).∇ψi, (4.65)
−
∫

Ω

ψi∇(r,z).σudΩ =
∑

τ∈i

∫

τ

σu.∇ψidτ

=
∑

τ∈i

|τ |
∑

g,τ

ωg,τ .σ(xg,τ )u(xg,τ )∇ψi. (4.66)Les termes propres à la géométrie axisymétrique sont donnés par :
∫
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VσψidΩ =
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∫
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Vσψidτ

=
∑
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∑
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rg,τ
Vσ(xg,τ )ψi(xg,τ ), (4.67)

∫

Ω

1

r
(σu)rψidΩ =

∑

τ∈i

∫

τ

1

r
(σu)rψidτ

= |τ |
∑

g,τ

ωg,τ
1

rg,τ
(σ(xg,τ )u(xg,τ ))rψi(xg,τ ). (4.68)Dans le as de la géométrie axisymétrique, il a été montré préédemment que le tenseurde déformation, .f. (4.58), pouvait se déomposer :W =Wrz+Waxi. Le termeWrz dépenddes gradients des omposantes de la vitesse et représente par onséquent un tenseur auxomposantes onstantes pour un triangle donné, e qui n'est pas le as pour Waxi.En résumé, le tenseur de visosité pris en un point de Gauss donné peut être évaluépar la forme :

σ(xg,τ ) = η(Wrz +Waxi(xg,τ )) ou σ(xg,τ ) = fB(Wrz +Waxi(xg,τ ),b(xg,τ )) (4.69)



4.4. DIFFUSION ET VISCOSITÉ EN AXISYMÉTRIQUE 107dans les as respetifs Navier-Stokes et Braginskii.Le veteur Vσ(xg,τ ) peut aussi être évalué d'une façon analogue puisqu'il dépend di-retement des omposantes du tenseur σ d'après sa dé�nition (4.62).Les disrétisations présentées ii orrespondent à la première méthode de modélisationde la géométrie axisymétrique, dérite dans (4.1). De la même façon que dans le as dela di�usion, la seule di�érene ave la seonde méthode est la pondération par r de l'airedu triangle, e qui revient lors de la disrétisation à multiplier l'aire par rG, absisse dubaryentre du triangle.
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Chapitre 5Simulations numériquesLes développements informatiques ont été e�etués au sein du logiiel FluidBox-PlaTo[5℄. On a utilisé une mahine SMP omprenant 16 proesseurs Quad-Core et 168 go de mé-moire vive. Les di�érents résultats présentés ii ont été obtenus par des aluls séquentiels.Toutefois, FluidBox-PlaTo présente une arhiteture pour une parallélisation des alulset don moyennant ertaines modi�ations, les développements numériques issus de etravail pourraient être parallélisés.5.1 Systèmes d'Euler et Navier-StokesDans un premier temps, des simulations ont été menées sur le système (3.1) dans lebut de omparer les résultats obtenus ave et sans terme di�usif. Cette partie s'appuiedon sur le système (3.1), en l'absene des termes d'équilibre :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu + ▽.(ρu⊗ u + pI) + ▽.σ = 0 (5.1)
∂tρe+ ▽.((ρe + p)u) + ▽.(σu) + ▽.q = 0Le système obtenu est alors prohe d'un système de Navier-Stokes ou bien d'Euler, enl'absene des termes di�usifs et visqueux. Des simulations numériques ont été menées pourdes géométries planes et axisymétriques. Les résultats ont été obtenus ave une méthodevolumes �nis ouplée à une méthode FEM P1 pour les termes de di�usion et à un shémade Godunov, basé sur un solveur de Riemann de type HLLC [62℄, expliite en temps. Lesrésultats ont été omparés à eux obtenus par éléments spetraux Q4, stabilisés par uneméthode de visosité entropique [34℄.La géométrie onsidérée dans ette partie est irulaire, prohe de elle du tokamakTore-Supra. Le maillage est aligné sur les lignes de hamp magnétique et est représentépar la �gure (5.1). Il est onstitué de 48 000 triangles et 24 360 points.Les onditions initiales onsidérées sont : 109



110 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES� vitesse nulle,� masse volumique onstante de 1, 67.10−7 kg/m3,� pression onstante de 1, 6.104 N/m2.Les onditions aux limites sont des onditions de glissement au bord pour l'extérieur dutokamak, à l'exeption du limiteur où on impose des onditions aux limites absorbantesave un nombre de Mah M = 1 (Condition de Bohm). Au oeur du plasma, un �uxentrant est imposé par l'intermédiaire de ellules fant�mes (.f. partie 3.2.2). La pressionainsi que la masse volumique sont données de façon ohérente ave les onditions initialesdans es ellules fant�mes. Une vitesse entrante normale de u.n = 1, 8.105 m/s y est aussiimposée.

Figure 5.1 � Maillage aligné sur une géométrie de type Tore Supra : 48 000 triangles et24 360 points.5.1.1 Système EulerPour nos premiers tests, le système d'Euler axisymétrique a été onsidéré. Ainsi, lestermes de di�usion sont négligés dans le système (5.1). Les résultats obtenus par la méthodede volumes �nis sont omparés à eux obtenus par la méthode d'élements spetraux, aveun shéma RK4 expliite en temps (dt = 2.10−4). Les hamps de nombre de Mah et dedensité sont donnés ii à un temps �nal adimensionné de 1, .f. �g. 5.2. Comme dité parles onditions de Bohm, le nombre de Mah est de 1 au limiteur dans les deux as. Au furet à mesure de la simulation, un �ux de matière apparaît entre le oeur du plasma où unevitesse est imposée et la paroi absorbante du limiteur. Si on ompare les iso-densités oules iso-Mah pour les deux méthodes, les résultats obtenus au même temps sont similaires.
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(a) (b)

() (d)Figure 5.2 � Système Euler. Mah (a,b) et densité (,d) à t=1, obtenus par des méth-odes SEM (a,) et FVM (b,d), pour Euler axisymétrique.5.1.2 Systèmes Navier-Stokes et BraginskiiOn onsidère maintenant un système Navier-Stokes axisymétrique, en prenant des vis-osité et di�usion salaires onstantes et de valeurs adimensionnées 1.10−2. Les résultatsobtenus par la méthode de volumes �nis, ouplée à une méthode d'éléments �nis P1 pourles termes di�usifs sont omparés à eux donnés par SEM Q4, ave dans les deux as, unshéma RK4 expliite en temps (dt = 4.10−5). Les pro�ls de densité sont donnés pour lesdeux méthodes, à un temps �nal adimensionné de 1, .f. �g. 5.3. Des phénomènes similairespar rapport au système d'Euler apparaissent, à savoir un �ux de matière entre le oeur duplasma et le limiteur. Cependant, par rapport au système d'Euler, les fronts apparaissent



112 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUESsensiblement lissés par la présene des termes di�usifs.

Figure 5.3 � Système Navier-Stokes axisymétrique. Comparaison des pro�ls dedensité à t = 1 pour une visosité salaire onstante obtenus par des méthodes SEM(gauhe) et FVM (droite).Des résultats obtenus ave le ode volumes �nis, dans le as de géométries plane ouaxisymétrique, en onsidérant une visosité salaire onstante (η = 1.10−2) ou bien ten-sorielle (Braginskii, η0 = 1.10−2, η2/η0 ≈ 1.10−10 et η4/η0 ≈ 1.10−5) sont aussi présentésa�n de mettre en évidene l'in�uene des termes de fermeture. Dans le as plan, les pro�lsde densité à t = 1 sont donnés �g. 5.4.a pour le as d'une visosité onstante et, �g. 5.4.b,pour la visosité de Braginskii. Notons que dans le as plan, le troisième tenseur de lavisosité de Braginskii donnée par (1.84) n'in�ue pas. Les �gures 5.4. et 5.4.d donnentles densités pour es deux formes de visosité en géométrie axisymétrique.Comme il se doit, on peut véri�er que les résultats obtenus en géométrie 2D plan sontsymétriques alors qu'une dissymétrie apparaît dans le as 3D axisymétrique à ause destermes de ourbure. Pour es deux géométries, nous pouvons voir en omparant les iso-densités que les visosités onstante et de Braginskii donnent des résultats similaires, signeque les phénomènes de transport sont prépondérants. On observe ependant quelques dif-férenes dans la partie supérieure du plasma : au dessus du oeur, les isoontours présententdes formes di�érentes.
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(a) (b)

() (d)Figure 5.4 � Systèmes Navier-Stokes et Braginskii. Comparaison des pro�ls dedensité à t = 1 ave des visosités salaire onstante (a,) et de Braginskii (b,d), en 2Dplan (a,b) et 3D axisymétrique(,d) par méthode FVM.



114 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES5.2 Terme équilibreDans une seonde phase, des tests ont été e�etués ave la méthode FVM pour unegéométrie 2D plan, ave un shéma RK4 expliite en temps, pour un système d'Eulerprésentant un terme d'équilibre, F, visant à préserver le on�nement du plasma :
∂tρ+ ▽.(ρu) = 0

∂tρu+ ▽.(ρu⊗ u+ pI) = F (5.2)
∂tρe + ▽.((ρe+ p)u) = F.uDi�érentes méthodes pour approximer e terme équilibre ont été proposées dans la partie3.1. Ce terme d'équilibre dépend notamment du gradient de la pression à l'équilibre. Desrésultats obtenus ave es di�érentes méthodes sont présentés ii.5.2.1 Approximation en terme foreDans un premier temps, le terme équilibre a été approximé sous la forme d'un termefore, .f. setion 3.1.2. Cette méthode a été testée tout d'abord sur une géométrie irulaireprohe de Tore Supra en onsidérant des onditions initiales analytiques. On s'est ensuiteintéressé à la géométrie de JET ave la solution équilibre obtenue par le ode JOREK.Géométrie de type Tore SupraLe modèle numérique a été testé pour la géométrie de type Tore Supra dont le mail-lage est donné �gure 5.1. La méthode FVM, dans le as 2D plan, ouplée à un solveur deRiemann de type HLLC a été utilisée ave un shéma RK4 expliite en temps.Une gaussienne est hoisie omme ondition initiale pour la pression et la densité :





p = 1, 60.104 exp
(
− (x−2)2+(y−2)2

0,42

)

ρ = 1, 67.10−7 exp
(
−3

5
(x−2)2+(y−2)2

0,42

) . (5.3)La vitesse initiale est prise nulle.La fore F du système (5.2) est alulée d'après ette ondition initiale. En e�et, àpartir de l'expression de la pression, on en déduit :
F = ∇p =



−2(x− 2)p

0.42

−2(y − 2)p

0.42


 (5.4)Ce terme d'équilibre sera alors approximé sous la forme d'un terme fore.



5.2. TERME ÉQUILIBRE 115Comme préédemment, les onditions aux limites sont des onditions de glissementau bord, à l'exeption du limiteur, où on impose des onditions aux limites absorbantes(ellules fant�mes ave un état prohe du vide, .f. setion 3.2.2 ), ave un nombre deMah M = 1. Au oeur du plasma, la méthode des ellules fant�mes est aussi utilisée, enimposant une vitesse nulle dans elles-i. La pression ainsi que la masse volumique sontdonnées de façon ohérente ave les onditions initiales dans es ellules fant�mes.

Figure 5.5 � Approximation en terme fore, géométrie de type Tore-Supra.Pro�ls de pression à t=0 ;0.47 ;0.5 ;0.57 à droite, le long des segments traés sur les �guresde gauhe.
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Figure 5.6 � Approximation en terme fore, géométrie de type Tore-Supra.Pro�ls de densité à t=0 ;0.47 ;0.5 ;0.57 à droite, le long des segments traés sur les �guresde gauhe.
Des pro�ls de pression et de densité obtenus au �l de la simulation sont donnés �gures5.5 et 5.6. Tout d'abord, pour la pression, le pro�l le plus éloigné du limiteur est globale-ment maintenu. Celui situé à proximité du limiteur est onservé dans le oeur du plasmaalors que les onditions de Bohm, en imposant un �ux de matière vers la sortie, entraînentune hute de pression à proximité du limiteur. Des résultats similaires sont observés pourla densité. En e�et, la gaussienne de densité est onservée mais on remarque une pertede matière au limiteur, e qui est ohérent ave les onditions aux limites de Bohm. En



5.2. TERME ÉQUILIBRE 117l'absene de réapprovisionnement en partiules au niveau du oeur, le tokamak �nirait parse vider.Le hamp de température est donné �gure 5.7. On remarque que la température aug-mente fortement au niveau du limiteur, où les parois ave des onditions de glissementet de Bohm sont en ontat. En e�et, la ondition de glissement au bord extérieur im-pose l'annulation du terme de transport, à travers la ondition u.n = 0. Au ontraire, àproximité du limiteur, une vitesse apparaît imposée par les onditions de Bohm, e quientraîne une prodution d'énergie assoiée au terme d'équilibre : F.u.

Figure 5.7 � Approximation en terme fore, géométrie de type Tore-Supra.Gauhe : Champ de température à t = 0.47. Droite : Pro�ls de log(T) à t=0 ;0.47 ;0.5 ;0.57à proximité du limiteur.Ce déséquilibre énergétique inlut l'apparition de vitesses supersoniques à proximitédu limiteur (.f. �gure 5.8). Toutefois, la ondition de Bohm est ii imposée sous la formed'une paroi absorbante. Cette méthode permet d'imposer un éoulement sonique au niveaudes limiteurs mais interdit un éoulement supersonique (.f. partie 3.2). Par onséquent,même si les hamps de pression et de densité semblent bien maintenus, la ondition auxlimites imposée au limiteur ne semble pas su�sante pour évauer toute l'énergie produite.
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Figure 5.8 � Approximation en terme fore, géométrie de type Tore-Supra.Gauhe : norme de la vitesse à t = 0.57. Droite : Nombre de Mah à t = 0.57.Solution équilibre sur géométrie JETLa méthode d'approximation sous forme d'un terme fore a aussi été testée sur lagéométrie de JET, i.e. une géométrie à on�guration en point X. Le maillage aligné sur leslignes de hamp magnétique est donné �gure 5.9, il est omposé de 6636 triangles et 3436points. Une méthode FVM, en géométrie 2D plan, ouplée ave un solveur de Riemann detype HLLC et un shéma expliite RK4 en temps, est utilisée.Les onditions initiales de pression et de densité sont les solutions issues d'un équilibreet sont données par la �gure 5.10 ; la vitesse initiale est nulle. Le terme fore F = ∇peq estobtenu en haque point du maillage par l'intermédiaire des fontions de base de haundes triangles.Des onditions aux limites similaires à la géométrie de type TORE-SUPRA sont util-isées :� onditions de glissement au bord extérieur,� onditions aux limites de Bohm, imposées par des onditions absorbantes aux plaquesdu divertor,� ellules fant�mes au oeur ave l'état suivant : vitesse nulle, pression et densitéidentiques à l'intérieur du système.
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Figure 5.9 � Maillage aligné sur les lignes de hamps du tokamak JET : 6636 triangleset 3436 points.La �gure 5.11 présente l'évolution d'un pro�l radial de pression et montre que mêmesi la forme du pro�l est onservée, la pression ne esse d'augmenter au �l du alul, equi n'est pas physique. Par ailleurs, on observe sur la �gure 5.12 que le hamp de densitén'est également pas onservé. Ainsi, dans ette géométrie à on�guration à point X, l'ap-proximation utilisée ii du terme équilibre ne permet pas de onserver numériquement leon�nement du plasma. Ce déséquilibre numérique provient de la di�érene de disrétisa-tion entre le terme F = ∇peq évalué en terme fore et elui en ∇p alulé par le solveurde Riemann.
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Figure 5.10 � Gauhe : Condition initiale de pression. Droite : Condition initiale dedensité.

Figure 5.11 � Approximation en terme fore, géométrie JET. Pro�ls de pressionà t=0 ;1.7 ;7.3 ;14.7 à droite, le long du segment donné par la �gure de gauhe.
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Figure 5.12 � Approximation en terme fore, géométrie JET. Champs de densitéà t = 0 (gauhe) et à t = 1.7 (droite).5.2.2 Nouveau solveur de RiemannLa deuxième méthode onsidérée pour approximer le terme équilibre est l'intégrationde e terme au sein du solveur de Riemann (.f. partie 3.1.3). Cette méthode a été testéesur la on�guration JET qui posait problème ave l'approximation sous forme d'un termesoure. Le alul a été mené ave une méthode volumes �nis ouplée au nouveau solveurde Riemann, en géométrie plane, ave un shéma en temps expliite RK4. Le maillageest aligné sur les lignes de hamp magnétique et est onstitué de 30000 points et 59000triangles.Maintien du on�nement du plasmaDes onditions aux limites de glissement sont utilisées partout pour e as test et sontimposées par l'intermédiaire de ellules fant�mes. Les onditions initiales onsidérées sontidentiques à elles utilisées préédemment (�g. 5.10).La �gure 5.13 ompare les pro�ls de pression à l'instant initial et au temps t = 20. Onobserve ii que les deux pro�ls sont onfondus. Par ailleurs, le hamp de vitesse obtenu aumême temps est aussi donné �gure 5.13. La norme de la vitesse poloïdale est de l'ordrede 10−10, soit de l'ordre de l'erreur mahine, la vitesse de référene étant de l'ordre de
105 m2/s. Par onséquent, e premier test semble plut�t enourageant : l'intégration du
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Figure 5.13 � Nouveau solveur de Riemann, maintien du on�nement duplasma. Haut : Pro�ls de pression à t = 20 et de peq à droite, le long du segment dela �gure de gauhe. Bas : Composantes horizontale (gauhe) et vertiale (droite) de lavitesse à t = 20 (200000 it.)
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Figure 5.14 � Nouveau solveur de Riemann, perturbation du plasma. Pro�ls depression à t = 12.4 et de peq, à droite, le long du segment donné par la �gure de gauhe.terme équilibre à l'intérieur du solveur de Riemann permet de préserver le on�nement duplasma.Un seond test a été e�etué sous des onditions analogues au alul qui vient d'êtredérit mais ave une pression initiale perturbée par rapport à elle d'équilibre. Une per-turbation homogène de l'ordre de 1% est utilisée. Au temps t = 12.4, la �gure 5.14 montreque le pro�l est revenu à la ondition d'équilibre. Ainsi, la perturbation mise en plae netrouble pas l'équilibre du plasma. La on�guration onsidérée apparaît ainsi stable.



124 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUESCon�nement du plasma ave ondition de BohmLe alul est mené en présene des onditions aux limites de Bohm. Le maillage on-sidéré est le même que préédemment. Les onditions aux limites sont de type glissementau oeur du plasma, ainsi qu'au bord extérieur à l'exeption des plaques du divertor. Desonditions aux limites de Bohm sont imposées sur es dernières par la méthode du �ux,omme proposée dans le paragraphe 3.2.2.

Figure 5.15 � Gauhe : Mah signé à la ondition initiale. Droite : hamp de vitesseazimutal et veteurs de vitesse poloïdale à la ondition initiale.Les onditions initiales utilisées ii sont les mêmes que préédemment pour la densitéet la pression (.f. �g. 5.10). La ondition initiale de vitesse est onstruite à partir desonditions aux limites de Bohm, omme dérit dans la partie 3.2. Ainsi, à l'intérieurde la séparatrie, la vitesse est nulle. A l'extérieur, la vitesse est purement olinéaire auhamp magnétique. Elle est onstruite à partir des onditions aux limites de Bohm et varielinérairement le long d'une ligne de hamp magnétique (.f. setion 3.2.2). Cette onditioninitiale de vitesse et le hamp de Mah assoié sont donnés �gure 5.15.La méthode FVM utilise le solveur de Riemann inluant le terme équilibre ave unshéma en temps expliite RK4. La géométrie onsidérée est 3D axisymétrique mais les



5.2. TERME ÉQUILIBRE 125termes roisés de la divergene d'un tenseur sont dans un premier temps négligés, assimi-lant la géométrie à un ylindre (� géométrie slab �).Le hamp de vitesse au ours de la simulation est donné �gure 5.16. Une zone de ir-ulation apparaît au niveau du point X dans un premier temps, probablement due à lagéométrie torique du tokamak. Ce phénomène de reirulation s'estompe au �l du alul,laissant plae à un hamp de vitesse olinéaire au hamp de magnétique, la ondition auxlimites de Bohm imposant un �ux de matière en diretion des plaques du divertor.La �gure 5.17 présente l'évolution du nombre de Mah au ours du alul. Les iso-Mah
M = 1 et M = −1 sont en partiulier représentés. Ils montrent l'apparition de vitessessupersoniques à proximité des plaques. Ce phénomène est notamment expliqué dans [24℄.Remarquons qu'auune ouhe limite ne se développe au niveau des plaques, la méthodedu �ux imposé satisfait don bien l'inéquationM ≥ 1, voulue par la ondition aux limitesde Bohm.La �gure 5.19 présente l'évolution d'un pro�l de densité. Malgré la présene des on-ditions de Bohm qui imposent un �ux de matière en diretion du divertor, le hamp dedensité est maintenu dans le oeur du plasma, en raison de la présene du terme d'équili-bre. De façon évidente, en prolongeant le alul, la SOL aura tendane à se vider, le plasmaétant attiré par les onditions de Bohm. Toutefois, ii, auun méanisme de réapprovision-nement du plasma n'est présent. Dans l'esprit de e qui se fait pour les modèles fondés surl'approximation en vitesse de dérive [60℄, elui-i pourrait être modélisé par un terme dedi�usion de densité perpendiulaire au hamp magnétique, e qui permettrait à la SOLde réupérer de la matière provenant du oeur du plasma.Dans un seond temps, un alul similaire a été mené en 3D axisymétrique, en présenedon des termes roisés de la divergene des tenseurs. Des résultats pour la vitesse et leMah sont présentés �gure 5.18. On peut observer qu'en présene de es termes radiaux, lemaintien du on�nement du plasma semble davantage problématique. En e�et, au niveaudu point X, un �ux de matière est observé, engendrant don un déséquilibre du plasma.
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Figure 5.16 � Nouveau solveur de Riemann, on�nement du plasma ave on-dition de Bohm. De haut en bas et de gauhe à droite : hamp de vitesse azimutal etveteurs de vitesse poloïdale à t=0 ;6.61 ;10.74 ;16.52.
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Figure 5.17 � Nouveau solveur de Riemann, on�nement du plasma ave on-dition de Bohm. De haut en bas et de gauhe à droite : hamp de nombre de Mah signéà t=0 ;6.61 ;13.21 ;20.65.
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Figure 5.18 � Nouveau solveur de Riemann, ondition de Bohm, géométrieaxisymétrique. Haut : nombre de Mah à t = 13.21; 20.65. Bas : hamp de vitesseazimutal et veteurs de vitesse poloïdale à t = 13.21; 20.65.
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Figure 5.19 � Nouveau solveur de Riemann, on�nement du plasma ave on-dition de Bohm. Pro�ls de densité à t= 0 ;5.8 ; 11.6 ; 20.6 à gauhe, le long du segmentdonné par la �gure de droite.5.3 Perturbations de l'équilibreDeux problèmes majeurs ont été révélés par les derniers tests.� Les onditions de Bohm provoquent un �ux de matière en diretion des plaquesdu divertor sans qu'auun méanisme de réapprovisionnement ne vienne ompenserette perte.� Dans le as de la géométrie axisymétrique toroïdale, un déséquilibre du plasma ap-paraît au niveau du point X ave le nouveau solveur de Riemann.C'est pourquoi une dernière méthode d'approximation a été proposée dans le paragraphe3.1.4. Elle onsiste à évaluer numériquement les termes d'équilibre sur la quantité de mou-vement et sur l'énergie mais aussi sur la densité, e qui permet de modéliser une sourede matière réalimentant le plasma. Si le système est physiquement stable, en l'absene deperturbation, l'équilibre est alors parfaitement préservé.Di�érents types de perturbations ont été utilisés a�n d'évaluer leur impat sur l'équili-bre du plasma. Ainsi, le terme d'équilibre est évalué numériquement à partir des quantitésnon perturbées mais e sont les hamps perturbés qui sont pris omme onditions initiales.Les onditions aux limites onsidérées ii sont les mêmes que préédemment :� ondition de Bohm aux plaques par la méthode du �ux imposé,� ondition de glissement au bord extérieur, zone privée omprise,� ondition de glissement au oeur du plasma.



130 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUESLes aluls ont été menés sur une géométrie axisymétrique ave une méthode volume�nis, ouplée à un solveur de Riemann de type HLLC. Le shéma est d'ordre 2 en espaeet expliite en temps (RK4). Le maillage est le même que préédemment.A l'équilibre, les onditions de pression et de densité onsidérées sont données �g. 5.10.Les onditions initiales de vitesse et de Mah sont obtenues de façon analytique, la vitesseparallèle varie linéairement suivant les lignes de hamp magnétique. Elles sont données �g.5.20.

Figure 5.20 � Gauhe : hamp de vitesse azimutal et veteurs de vitesse poloïdale à laondition initiale. Droite : nombre de Mah à la ondition initiale.
5.3.1 Perturbation homogène de la densitéDans un premier temps, une perturbation homogène de la densité, de l'ordre de 1%, aété imposée :

ρ0 = ρeq(1 + 0.01a), (5.5)où a est un réel aléatoire, de densité de probabilité uniforme, ompris entre −1 et 1. Lapression à l'équilibre ainsi que la vitesse sont onservées mais la température est modi�éeonformément à la perturbation de la densité :
T0 =

peqmi

ρ0e
, (5.6)



5.3. PERTURBATIONS DE L'ÉQUILIBRE 131où mi est la masse ionique et e, la harge életronique.Les résultats obtenus suite à ette perturbation sont donnés �gure 5.21. Les �utuationsde pression les plus importantes se développent dans un premier temps au niveau de laséparatrie et se propagent ensuite dans la SOL. Cela orrespond au fait qu'à la séparatrie,le terme permettant le maintien du plasma est le plus important. Conernant la normede la vitesse, des remarques similaires peuvent être émises. En e�et, les �utuations lesplus importantes sont observées au niveau de la séparatrie et dans la SOL. Cependant,de faibles �utuations de vitesses apparaissent aussi dans le oeur du plasma. On peutsupposer que elles-i tendent à remettre le plasma dans les onditions d'équilibre. Pourhaune des visualisations, on peut remarquer que les �utuations sont en partiulierimportantes au niveau du point X. En e�et, dans ette zone, le maintien du on�nementest déliat ar 4 zones distintes sont limitrophes : le oeur, la zone privée, le bord �téhamp fort et elui �té hamp faible.5.3.2 Perturbation loalisée de densitéSurdensité loalisée sans modi�ation de la vitesseDans un seond temps, une perturbation loalisée de la densité a été onsidérée :
ρ0 = ρeq + ρ exp

(
−(x− 2, 3)2 + (y − 0, 1)2

2(0, 04)2

) (5.7)ave ρ = 9, 5.10−8. Les onditions de vitesse et de pression sont les mêmes que préédem-ment mais le hamp de température est modi�é (.f. éq. (5.6)).Cette perturbation onsiste don à imposer une surdensité isobare, loalement dans laSOL, de forme gaussienne. Celle-i est représentée �g. 5.22.Rappelons que le alul ayant été mené sur une géométrie axisymétrique, la pertur-bation introduite dans la SOL modélise en fait un anneau de surdensité dans le tore.La �gure 5.23 présente les résultats obtenus pour les hamps de densité et de vitessepoloïdale au ours du alul. Les di�érentes visualisations montrent l'évolution de la per-turbation le long des lignes de hamp magnétique. En e�et, la perturbation est entraînéepar la vitesse poloïdale initiale. Par ailleurs, un phénomène de reirulation apparaît àl'avant de la perturbation et suit le pi de densité qui est transporté. Toutefois, ette per-turbation reste loalisée dans la SOL, n'atteignant pas la séparatrie. Elle n'a�ete donpas le oeur du tokamak.Surdensité loalisée ave modi�ation de la vitesseCe dernier test de perturbation de l'équilibre est prohe du préédent. En e�et, lamême perturbation de la densité est mise en plae (éq. (5.7) et (5.6)). La pression estelle de l'équilibre. Par ontre, la surdensité est ette fois a�etée d'une vitesse poloïdale
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Figure 5.21 � Perturbation homogène de la densité. Haut : �utuation de pressionrelative à t = 0.072, 0.196. Bas : �utuation de la norme de la vitesse à t = 0.072, 0.196.
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Figure 5.22 � Surdensité loalisée sans modi�ation de la vitesse. Conditionsinitiales de la vitesse poloïdale et du hamp de densité, en présene d'une perturbationloale.radiale, omme le montre la première vignette de la �gure 5.24. Le reste du hamp devitesse est le même que préédemment.La �gure 5.24 présente les résultats de la simulation pour la densité et la vitesse poloï-dale. Dans un premier temps, on remarque que la vitesse radiale a�etée à la surdensitéentraîne elle-i en diretion de la séparatrie. Toutefois, le terme d'équilibre, plus impor-tant à e niveau, stoppe la progression radiale de la matière. La surdensité ommene alorsà se propager suivant les lignes de hamp magnétique, entraînée par la vitesse poloïdale.Ainsi, même en présene d'une vitesse radiale, ette perturbation de l'équilibre ne traversepas la séparatrie et n'impate don pas le oeur.
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Figure 5.23 � Surdensité loalisée sans modi�ation de la vitesse. De haut en baset de gauhe à droite : Densité et vitesse poloïdale à t = 1.24, 2.27, 3.72, 5.37.
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Figure 5.24 � Surdensité loalisée ave modi�ation de la vitesse. De haut enbas et de gauhe à droite : Densité et vitesse poloïdale à t = 0, 0.09, 0.19, 0.29.



136 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES5.4 Injetion de pelletsLe but de ette setion est de présenter des résultats obtenus pour la modélisationd'injetions de pellets. En e�et, le phénomène de fusion nuléaire repose sur la réationD-T. A�n de prolonger la prodution d'énergie, il est néessaire de réalimenter le tokamaken Deutérium et Tritium au fur et à mesure du proessus. Il existe plusieurs méthodes pourproéder à ette réalimentation. Un premier proédé, le Gaz Pu� [54℄ onsiste à injeterdes partiules dans la hambre à vide, elles-i peuvent ensuite pénétrer le plasma et êtreionisées. Ce système est toutefois moins e�ae que les injetions de pellets [49℄, à savoirl'injetion à grandes vitesses des glaçons de D-T. Ceux-i sont protégés par leur ouheexterne qui disparaît dans le plasma de bord, permettant ainsi au deutérium et au tritiumde pénétrer dans le oeur du plasma.Une modélisation de e proédé est notamment proposée dans [56℄ sous la forme determes soures :
∂tρ+ ▽.(ρu) = m(t, ρ)

∂tρu+ ▽.(ρu⊗ u+ pI) = F (5.8)
∂tρe + ▽.((ρe + p)u) = F.u + T m(t, ρ)Le terme soure de matière est modélisé ii sous la forme :

m(t, ρ) =
ρ

C
exp

(
−(t− 0.3)2

2(0.15)2

)
exp

(
−(x− 2.44)2 + (y − 0.1)2

2(0.02)2

) (5.9)ave x et y, les oordonnées radiale et vertiale et C = 103.Notons que la présene du terme soure de masse implique un terme supplémentairedans l'équation de l'énergie.Remarquons que e terme soure est loalisé en espae, sous la forme d'une gaussienneentrée dans le oeur du plasma, où a lieu usuellement la propagation du pellet. Cettegaussienne déborde aussi à l'extérieur de la séparatrie. Par ailleurs, l'injetion de matièreest progressive et limitée dans le temps : l'injetion est maximale à t = 0.3 et quasimentterminée à t = 0.6.Les aluls ont été menés en géométrie axisymétrique ave une méthode volumes �nis,ouplée à un solveur de Riemann de type HLLC. Le shéma est d'ordre 2 en espae etexpliite en temps de type RK4. Le terme d'équilibre est alulé numériquement, ommedans les dernières simulations présentées.Les onditions aux limites onsidérées ii sont identiques aux aluls préédents :� ondition de Bohm aux plaques par la méthode du �ux imposé,� ondition de glissement sur le bord extérieur, zone privée omprise,� ondition de glissement au oeur du plasma.



5.4. INJECTION DE PELLETS 1375.4.1 Vitesse analytique linéaireLes onditions initiales onsidérées sont les onditions de l'équilibre, qui permettentde aluler le terme de ompensation numérique. Elles sont données �gures 5.10 et 5.20.Le maillage est le même que préédemment (environ 30000 noeuds et 59000 triangles). Letemps de alul est d'environ 26h pour 30000 itérations (tfinal = 1.24). Notons qu'ii laperturbation va provenir de la présene des termes soures et non plus de la modi�ationdes onditions initiales.

Figure 5.25 � Pellet, vitesse analytique linéaire. De gauhe à droite : �utuationde densité à t = 0.1, 0.31, 0.72.Les �utuations de densité sont présentées �gure 5.25. Celles-i se manifestent sous laforme d'une gaussienne, e qui est ohérent ave le terme soure mis en plae. La gaussi-enne onsidérée impatant la séparatrie et le bord du plasma, une �utuation de densitéapparaît à l'extérieur de la séparatrie et se propage dans la SOL, entraînée par la vitessepoloïdale. Une zone de sous densité apparaît alors au niveau de la séparatrie.Comme présenté �gure 5.26, des �utuations de pression apparaissent et tendent à sepropager dans le plasma. Aux troisième et quatrième visualisations, l'injetion est quasi-ment terminée. La surpression se répand alors, aussi bien dans la SOL que dans le oeur.La matière injetée paraît don se propager dans le reste du tokamak, permettant ainsison réapprovisionnement.La �gure 5.27 présente les �utuations de la norme de la vitesse. Comme pour lesautres quantités, elles apparaissent à l'endroit de l'injetion de matière. Elles s'ampli�entnotamment dans la SOL où les vitesses initiales sont plus importantes. Une fois l'injetionterminée, ette �utuation de vitesse se propage dans le bord du plasma. La �gure 5.26présente aussi la vitesse poloïdale. Nous pouvons remarquer que l'orientation des veteurssemble peu impatée par et apport de matière. Par onséquent, l'injetion du pellet nesemble perturber que légèrement le plasma et n'impate pas son équilibre global.
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Figure 5.26 � Pellet, vitesse analytique linéaire. De haut en bas et de gauhe àdroite : �utuation de pression à t = 0.1, 0.31, 0.56, 0.72.
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Figure 5.27 � Pellet, vitesse analytique linéaire. De haut en bas et de gauhe àdroite : Flutuation de la norme de la vitesse à t = 0.02, 0.1, 0.31, 0.56.



140 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUES5.4.2 Vitesse à l'équilibreMaillage aligné sur les lignes de hampLe as test onsidéré ii est similaire à elui présenté préédemment exepté pour lesonditions initiales. Les hamps magnétique, de pression et de densité orrespondent àun équilibre di�érent. La vitesse n'est plus alulée de façon analytique et ne varie pluslinéairement suivant les lignes de hamp magnétique. En partiulier, la roissane de lavitesse se produit dans la partie divertor, e qui semble être davantage onforme à laphysique. Cette ondition a été obtenue ave un ode VF, densité-quantité de mouve-ment parallèle, fondé sur l'approximation en vitesse de dérive, en présene notammentd'un terme de di�usion de densité perpendiulaire à B, [10℄. Ave ette nouvelle vitesse,le ritère de Bohm est également satisfait. Les onditions initiales de densité, pression,Mah et vitesse sont données �gure 5.28. Le maillage onsidéré ii est toujours aligné surles lignes de hamp magnétique et omporte 3564 points et 6834 triangles (.f. �g 5.33).Le temps de alul est de 33min pour 7500 itérations (tfinal = 1.14).Pour ette simulation, on onsidère le même terme soure (.f. éq. 5.9) pour modéliserl'injetion du pellet. La �gure 5.29 montre la �utuation de densité au ours du alul.Un phénomène similaire à la simulation préédente se produit, ave apparition de matièreà l'endroit du pellet, toujours modélisée par un terme soure de forme gaussienne entréedans le oeur du plasma mais traversant la séparatrie. Aussi, la surdensité qui est injetéeà l'extérieur de la séparatrie se propage dans le bord, advetée par la vitesse. Toutefois, onpeut remarquer que ette propagation semble être plus lente que dans le as d'une vitessevariant linéairement suivant les lignes de hamp. Cei est ohérent ave le fait qu'au niveaudu pellet, la vitesse est moins importante pour ette simulation que pour la préédente,la variation de vitesse se situant dans la partie divertor. A la �n de l'injetion, la matièreajoutée ommene à se propager dans le oeur.La �gure 5.30 présente les �utuations de vitesse au ours du alul. Celles-i apparais-sent à l'endroit de l'injetion du pellet. Toutefois, au ours de la simulation, les maximasde es �utuations se déplaent vers le bord extérieur du plasma, les vitesses étant plusimportantes à l'extérieur de la séparatrie que dans le oeur du plasma. Ces �utuationsde vitesse se propagent ensuite suivant les lignes de hamp magnétique, à l'extérieur duplasma. Remarquons que omme pour la simulation préédente, l'injetion de matière, quiest modélisée par terme soure, n'engendre que de faibles perturbations du plasma et n'apas d'impat sur son équilibre global.



5.4. INJECTION DE PELLETS 141

Figure 5.28 � Pellet, vitesse à l'équilibre. De haut en bas et de gauhe à droite :onditions initiales de densité, pression, nombre de Mah et vitesse.
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Figure 5.29 � Pellet, vitesse à l'équilibre. De haut en bas et de gauhe à droite :�utuation de densité à t = 0.02, 0.3, 0.42, 0.57.
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Figure 5.30 � Pellet, vitesse à l'équilibre. De haut en bas et de gauhe à droite :�utuation de la norme de la vitesse à t = 0.02, 0.1, 0.28, 0.47.



144 CHAPITRE 5. SIMULATIONS NUMÉRIQUESLe alul mené pour e nouveau test est le même que préédemment mais l'amplitudedu terme soure modélisant l'injetion de pellet est augmentée :
m(t, ρ) =

ρ

C
exp

(
−(t− 0.3)2

2(0.15)2

)
exp

(
−(x− 2.44)2 + (y − 0.1)2

2(0.02)2

) (5.10)ave C = 1.L'injetion est don 1000 fois plus importante que préédemment. Les onditions initialessont inhangées par rapport aux dernières simulations.La �gure 5.31 présente la �utuation de densité à di�érents instants ave ette injetionplus importante. La dynamique générale reste la même : de la matière apparaît à l'endroitde l'injetion. Une partie de la matière injetée se trouve à l'extérieur de la séparatrieet au ours du alul, elle se propage suivant les lignes de hamp magnétique, advetéepar le hamp de vitesse. Notons que de façon évidente, ette injetion plus importante dematière par rapport aux simulations présentées préédemment entraînent des �utuationsde densité plus fortes, le rapport 1000 étant retrouvé.En�n, la �gure 5.32 présente les �utuations de pression et de vitesse. Une surpressionapparaît à l'endroit de l'injetion de pellet et se propage dans le reste du plasma, traversantla séparatrie. Toutefois, dans e as, on note que ette �utuation de pression modi�e trèssensiblement le pro�l de vitesse poloïdale. En e�et, à l'instant initial, le hamp de vitesseest parallèle au hamp magnétique mais les résultats présentés montrent que dans le planpoloïdale, la vitesse devient perpendiulaire aux lignes de hamp magnétique. En e�et, laforte perturbation liée à l'injetion se déplae en diretion du bord extérieur et une foisque elui-i est atteint, la perturbation se propage dans le plasma, modi�ant les pro�ls devitesse. L'équilibre global du plasma semble alors être fortement perturbé. Cei soulignele fait que l'injetion de matière doit être dosée a�n d'éviter de perturber le on�nementdu plasma.
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Figure 5.31 � Pellet d'amplitude plus importante, vitesse à l'équilibre. De hauten bas et de gauhe à droite : �utuation de densité à t = 0.01, 0.3, 0.42, 0.57.
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Figure 5.32 � Pellet d'amplitude plus importante, vitesse à l'équilibre. De hauten bas et de gauhe à droite : �utuation de pression et veteurs de vitesse poloïdale à
t = 0.01, 0.3, 0.42, 0.57.



5.4. INJECTION DE PELLETS 147Maillage ra�né loalementL'un des avantages de la méthode volumes �nis telle qu'implémenter dans FluidBox-PlaTo est d'être utilisable sur des maillages non-struturés. Ainsi, le maillage aligné sur leslignes de hamp magnétique utilisé préédemment a pu être ra�né loalement à l'endroitde l'injetion de pellets. Les onditions initiales sont les mêmes que préédemment. Cera�nement et l'interpolation de la ondition initiale ont été respetivement obtenus parles logiiels mmg2d et mshint [16℄. Ce maillage ra�né est donné �g. 5.33 et omporte 5358points et 10359 triangles.Le terme soure modélisant l'injetion de pellet reste analogue aux tests préédents :
m(t, ρ) =

ρ

C
exp

(
−(t− 0.3)2

2(0.15)2

)
exp

(
−(x− 2.44)2 + (y − 0.1)2

2(0.02)2

) (5.11)ave C = 104.Comme préédemment, les aluls ont été menés en géométrie axisymétrique ave uneméthode volumes �nis, ouplée à un solveur de Riemann de type HLLC. Le shéma estd'ordre 1 en espae et expliite en temps de type RK4. Ii, le temps de alul est de 12minutes pour 4500 itérations (tfinal = 1.03).La �g. 5.34 présente la �utuation de densité à di�érents temps. La première visual-isation montre le début de l'injetion du pellet. Ave e maillage ra�né loalement, lagaussienne modélisant le terme soure est mieux dé�nie par rapport au maillage aligné surles lignes de hamp. Ensuite, le maximum de �utuation de densité se déplae en diretiondu bord du plasma, en traversant la séparatrie. Une zone de sous densité apparaît auniveau de la séparatrie alors que la matière injetée se trouvant dans le bord se propage,advetée par la vitesse de la SOL.Les �utuations de pression sont montrées �gure 5.35. Comme pour la densité, la�utuation de pression apparaît au niveau de l'injetion de pellet. Mais au ours de lasimulation, ette surpression se propage dans le reste de la géométrie. En e�et, elle traversenotamment la séparatrie en diretion de la SOL. Cette évolution de la surpression nouson�rme que la matière injetée par pellet se propage bien dans le système et en partiulierdans le oeur, omme souhaité.La �gure 5.36 donne l'évolution de la �utuation de la norme de la vitesse et desomposantes poloïdales du veteur vitesse. Au début de la simulation, le maximum de�utuation de vitesse apparaît à l'endroit de l'injetion et traverse ensuite la séparatriepour atteindre la SOL, où les vitesses sont plus importantes. Remarquons que la diretiondes veteurs vitesses est peu impatée par ette injetion de matière.
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Figure 5.33 � Maillages pour la vitesse à l'équilibre. Haut : Zooms du maillagealigné lassique, 3564 points et 6834 triangles. Bas : Zooms du maillage ra�né loalement,5358 points et 10359 triangles.Au �nal, on peut remarquer que la dynamique générale après l'injetion de pellet obtenuesur e maillage ra�né loalement est semblable à elle du maillage aligné. En e�et, leon�nement global du plasma semble être peu impaté par ette perturbation.
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Figure 5.34 � Pellet, maillage ra�né loalement. De haut en bas et de gauhe àdroite : �utuation de densité à t = 0.02, 0.14, 0.34, 0.50.
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Figure 5.35 � Pellet, maillage ra�né loalement. De haut en bas et de gauhe àdroite : �utuation de la pression à t = 0.02, 0.14, 0.34, 0.50.
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Figure 5.36 � Pellet, maillage ra�né loalement. De haut en bas et de gauheà droite : �utuation de la norme de la vitesse et veteurs de vitesse poloïdale à t =
0.02, 0.14, 0.34, 0.50.
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ConlusionDans le adre de la Fusion par Con�nement Magnétique, la prodution d'énergie né-essite de on�ner le plasma dans des hambres toriques, les tokamaks, a�n de favoriserles réations Deutérium-Tritium. L'essentiel des réations se produisent dans le oeur duplasma. Toutefois, le bord du plasma joue aussi un r�le important. En e�et, le ontatplasma-paroi peut engendrer l'apparition d'impuretés dans le reste du tokamak et ainsilimiter les performanes de la mahine. Les interations plasma-paroi doivent don êtreoptimisées a�n de préserver le on�nement et d'éviter la détérioration des omposantssolides. Par ailleurs, a�n de prolonger la prodution d'énergie, il est néessaire d'envisagerdes méthodes qui permettent la réalimentation du plasma et qui doivent passer par lebord du tokamak. Ce travail a ainsi porté sur la simulation du plasma de bord dans lestokamaks.Dans une première setion, le modèle �uide sur lequel s'appuie le travail a été présenté.Di�érentes approhes de modélisation du plasma peuvent être utilisées : desriptions mi-rosopique, inétique ou enore �uide. La première est trop oûteuse pour des simulationsnumériques. Les approhes inétique et �uide dérivent de ette desription partiulaire.Le hoix de la méthode utilisée dépend don des phénomènes à observer ou enore de lazone du tokamak étudiée. L'utilisation d'une méthode �uide est appropriée dans le as duplasma de bord, où les ollisions sont importantes.Cette approhe �uide dérive de l'équation de Boltzmann et est ouplée ave les rela-tions de fermeture de Braginskii. Ainsi, les termes de di�usion et de visosité ne présententpas les formes usuelles de la méanique des �uides mais se aratérisent par une forteanisotropie suivant les lignes de hamp magnétique. Toutefois, des évalutions numériquesdes oe�ients montrent des di�usions et des visosités importantes pour des tempéra-tures de l'ordre de 100eV, e qui pose alors le problème de la pertinene de es relationsde fermeture dans es onditions.Dans la setion 2, des simulations numériques ont été menées a�n d'étudier les e�etsd'anisotropie de la di�usion suivant les lignes de hamp magnétique. Un problème modèle,portant sur une équation de haleur présentant une densité de �ux thermique non-linéaireen température et fortement anisotrope suivant B, a été onsidéré ave une méthode d'élé-ments �nis P1. Les résultats obtenus ont notamment été omparés à des résultats élémentsspetraux. De façon évidente, les éléments �nis P1 entraînent une di�usion numérique im-153



154 CONCLUSIONportante par rapport à la méthode SEM. Toutefois, l'utilisation de maillages alignés surles lignes de hamp permettent de limiter ette di�usion.Un problème de rayonnement ave di�usion non-linéaire et anisotrope a ensuite étéétudié sur des géométries irulaire et de type ITER. Ce rayonnement est modélisé parun terme puits de haleur non-linéaire. Les simulations ont montré que suivant les rayon-nements étudiés, eux-i peuvent avoir un impat sur le oeur du plasma et par onséquentsur le on�nement. C'est le as en partiulier pour un anneau radiatif. Au ontraire, unrayonnement plus loalisé (omme dans le as du spot) disparaît naturellement sans im-pater le oeur.La setion 3 a présenté le modèle utilisé dans la suite du travail : un modèle de typeNavier-Stokes ave terme de forçage stationnaire. Ce modèle est approximé par une mé-thode volumes-éléments �nis. Le terme de forçage permet d'assurer le on�nement duplasma dans le tokamak. Une première di�ulté ii est de d'évaluer e terme, en l'absened'information sur le ourant : plusieurs méthodes ont été proposées et les résultats orre-spondants ont été donnés setion 5. A l'équilibre, e terme de forçage est égal au gradientde pression. Ainsi, une première méthode onsiste à approximer elui-i sous la forme d'unterme soure. Cependant, ette méthode ne s'est pas avérée onluante, les simulationsnumériques présentant un déséquilibre arti�iel, provoqué par la di�érene de disrétisa-tion entre le gradient de pression inlu dans le solveur de Riemann et elui alulé parterme soure. L'implémentation d'un nouveau solveur de Riemann inluant le terme deforçage a ensuite été proposée, en utilisant un shéma de relaxation. Toutefois, même siles simulations paraissent onluantes en géométrie plane, le passage à la géométrie axisy-métrique provoque de nouveau un déséquilibre numérique du on�nement à l'endroit dupoint X. La dernière méthode onsiste à évaluer numériquement le �ux orrespondant à eterme de forçage. Ce dernier proédé a l'avantage de permettre une réalimentation globaledu plasma, équivalente à la perte de matière qui s'éhappe par les limiteurs ou les plaquesde neutralisation.Une deuxième di�ulté ii est la modélisation des onditions de Bohm pour imposer lasortie des partiules à la vitesse sonique, voire supersonique aux limiteurs ou aux plaquesde neutralisation, suivant la on�guration onsidérée. L'idée retenue est d'imposer un �ux,sur les points du bord onerné, dépendant de la vitesse du son et des vitesses des pointsvoisins a�n d'imposer un nombre de Mah : M ≥ 1. Des onditions aux limites glissantessont utilisées pour le reste de la géométrie (parois et oeur du plasma).Une étude a été menée pour la modélisation volumes �nis dans une géométrie ylin-drique dans la setion 4. La di�ulté ii est de disrétiser les termes de ourbure, propres àe système de oordonnées, qui apparaissent dans les équations vetorielles. Usuellement,la méthode est de projeter l'équation vetorielle et ensuite d'intégrer haun des termes. Learatère onservatif de l'équation est alors perdu, les termes de ourbure étant onsidérésomme des termes soures. La seonde approhe proposée ii onsiste à onsidérer ommevolume élémentaire, la ellule engendrée par la rotation autour de l'axe du tokamak d'une



155ellule bidimensionnelle. Ainsi, l'équation vetorielle onservative est intégrée sur e volu-me 3D. Les termes propres à la géométrie ylindrique apparaissent alors naturellement lorsde l'étape de la projetion. Une appliation à la géométrie axisymétrique a été e�etuéeet des simulations sur un as test ont montré que les deux méthodes étaient équivalentes,en géométrie axisymétrique.La dernière setion dérit les di�érentes simulations qui ont été menées. Des systèmes detypes Euler, Navier-Stokes et Braginskii ont d'abord été onsidérés. Les résultats obtenuspar la méthode volumes-éléments �nis ont été omparés ave une méthode d'élémentsspetraux, sur une géométrie de type Tore-Supra. Ces simulations montrent que les vis-osités usuelle et de type Braginskii onduisent à des dynamiques générales similaires bienque les résultats présentent tout de même quelques di�érenes.En�n, des simulations sur les injetions de pellets ont été onduites. En e�et, a�n deprolonger la prodution d'énergie, il est néessaire de réalimenter le plasma en matière.L'un des proédés onsiste à injeter à grandes vitesses des glaçons de Deutérium-Tritium,la ouhe externe disparaissant dans le bord du plasma et permettant ainsi à la matièred'atteindre le oeur. Cette injetion est modélisée par un terme soure de matière loalisé.Cette perturbation se traduit par des �utuations de densité et de pression qui apparais-sent à l'endroit de l'injetion mais qui se propagent ensuite dans le système, traversantnotamment la séparatrie. La matière injetée semble alors bien réalimenter le système.Le modèle �uide utilisé ii pour simuler le plasma de bord du tokamak a été simpli�é.Du point de vue de la modélisation, l'étape suivante serait de prendre en ompte uneéquation sur le ourant, permettant ainsi de aluler expliitement le terme de forçageà haque instant. La on�guration en point X pose aussi une di�ulté géométrique ardi�érentes zones sont limitrophes à et endroit : la zone privée, les bords �tés à hampsfaible et fort et le oeur du plasma, provoquant des gradients intenses qui peuvent s'avèrerdéliats à traiter numériquement. Les simulations numériques ont été menées sur la basedu logiiel FluidBox-PlaTo en mode séquentiel. Du point de vue de l'implémentationnumérique, e ode possèdant l'arhiteture pour une parallélisation des aluls, l'étapesuivante serait de paralléliser les développements qui ont été menés.
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Annexe AFormulaireLes formules de ertains oe�ients utiles en physique des plasmas sont données dansette annexe. La grande majorité de es expressions est tirée du formulaire NRL [40℄. Parailleurs, ette annexe rappelle aussi quelques identités vetorielles utilisées dans le adrede ette thèse.A.1 Quelques formules de oe�ientsSI CGSMasse kg gEnergie J ergTemps s sDensité m−3 cm−3Charge C statCChamp magnétique T GTable A.1 � Unités des systèmes SI et CGSLes prinipales unités dans les systèmes SI et CGS sont données par le tableau A.1.Le tableau A.2 donne quelques onstantes usuelles en unités SI et CGS. Par ailleurs,usuellement en physique des plasmas, on exprime la température en eV . Les prinipauxfateurs de onversion sont les suivants :� Energie[J℄.107 = Energie[erg℄� q[C℄.3.109 = q[statC℄� B[T℄.104 = B[G℄� n[cm−3].106 = n[m−3] 157



158 ANNEXE A. FORMULAIRE� T[eV℄.11604 = T[K℄ SI CGSConstante de Boltzmann k 1, 3807 10−23 J/K 1, 60 10−12 erg/eVCharge élémentaire e 1, 6022 10−19 C 4, 8032 10−10 StatCVitesse de la lumière c 2, 9979 108 m/s 2, 9979 1010 m/sMasse de l'eletron me 9, 1094 10−31 kg 9, 1094 10−28 gMasse du proton mp 1, 6726 10−27 kg 1, 6726 10−24 gTable A.2 � Constantes usuelles en unités SI et CGSEn utilisant les fateurs de onversion préédents et les onstantes données dans letableau A.2, ertaines grandeurs aratéristiques des plasmas sont données ii, en unitésCGS et SI (λ est le logarithme de Coulomb dont la valeur sera prise à 15 pour les aluls) :� le temps de ollision, temps moyen entre deux ollisions pour une partiule donnée :
τi =

3
√
mi(kTi)

3/2

4
√
πλnie4

en unités CGS, T en eV et k en erg/eV ;
= 1, 39 106

T
3/2
i

ni
s ave ni en unités CGS, Ti en eV ;

= 1, 11 106
T

3/2
i

ni

s ave ni et Ti en unités SI ;
τe =

3
√
me(kTe)

3/2

4
√
2πλnee4

en unités CGS, T en eV et k en erg/eV ;
= 2, 29 104

T
3/2
e

ne

s ave ne en unités CGS, Te en eV ;
= 1, 83 104

T
3/2
e

ne
s ave ne et Te en unités SI ;� la pulsation ylotronique ∗, le nombre de rotations par seonde d'une partiule au-tour d'une ligne de hamp :

ωc,i =
BZe

mic
en unités CGS ;

= 9, 58 103BZ rad/s, ave B en unités CGS ;
= 9, 58 107BZ rad/s, ave B en unités SI ;

∗. La fréquene est obtenue failement à partir de la pulsation : f = ω/2π.
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ωc,e =

Be

mec
en unités CGS ;

= 1, 76 107B rad/s, ave B en unités CGS ;
= 1, 76 1011B rad/s, ave B en unités SI ;� la pulsation plasma ∗, pulsation aratéristique des ondes du plasma :

ωp,i =

√
4πniZ2e2

mi
rad/se, en unités CGS ;

= 1, 32 103Z
√
ni rad/se, ave ni en unités CGS

= 1, 32 Z
√
ni rad/se, ave ni en unités SI

ωp,e =

√
4πnee2

me
rad/se, en unités CGS ;

= 5, 64 104
√
ne rad/se, ave ne en unités CGS

= 5, 64 101
√
ne rad/se, ave ne en unités SI� la vitesse thermique :

vTi
=

√
kTi
mi

m/s, en unités CGS ;
= 9, 78 105

√
Ti m/s, ave T en eV

= 9, 08 101
√
Ti m/s, ave T en unités SI ;

vTe =

√
kTe
me

m/s, en unités CGS ;
= 4, 19 107

√
Te m/s, ave T en eV

= 3, 89 103
√
Te m/s, ave T en unités SI ;� la longueur de Debye :

λD =

√
kT

4πne2
m, en unités CGS ;

= 7, 43 102
√
T

n
m, ave T et n en unités CGS ;

= 6, 90 101
√
T

n
m, ave T et n en unités SI ;� le rayon de Larmor ou gyroradius, amplitude du mouvement de la partiule dans leplan transverse aux lignes de hamp magnétique :

rL,i =
vTi

ωc,i
m, en unités CGS ;

= 1, 02 102
√
Ti

ZB
m, ave T et B en unités CGS ;

= 9, 47 10−7

√
Ti

ZB
m, ave T et B en unités SI ;
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rL,e =

vTe

ωc,e
m, en unités CGS ;

= 2, 38

√
Te
B

m, ave T et B en unités CGS ;
= 2, 21 10−8

√
Te
B

m, ave T et B en unités SI ;Le tableau A.3 présente les ordres de grandeur obtenus pour es di�érentes formulespour des valeurs aratéristiques du bord et du oeur du plasma. Notons que les valeurs duoeur sont elles utilisées par Freidberg dans [21℄ et les formules préédentes permettentd'obtenir des valeurs similaires à [21℄.bord du plasma oeur du plasmaTempérature en K 5, 80.105 2, 3208.107Densité en m−3 1019 2.1020B en T 5 5
τi en s 4, 90.10−5 6, 20.10−4

τe en s 8, 08.10−7 1, 02.10−5

fc,i en s 1, 31.10−8 1, 31.10−8

fc,e en s 7, 14.10−12 7, 14.10−12

fp,i en s 1, 51.10−9 3, 36.10−10

fp,e en s 3, 53.10−11 7, 87.10−12

λD en m 1, 66.10−5 2, 35.10−5

rL,i en m 1, 44.10−4 9, 12.10−4

rL,e en m 3, 36.10−6 2, 13.10−5Table A.3 � Ordres de grandeurs des quantités aratéristiques du plasma.A.2 Quelques identités vetorielles utilesSoient f, un salaire, u, v et w des veteurs et Π, un tenseur.� ∇.(fu) = u∇f + f∇.u� ∇.(u ∧ v) = v.(∇∧ u)− u.(∇∧ v)� ∇ ∧∇u = 0� u.(v ∧w) = v.(w ∧ u) = w.(u ∧ v)� ∇.(fΠ) = ∇f.Π + f∇.Π� ∇.(vΠ) = v∇.Π + Π : ∇v� ∇.v ⊗ v = ∇.vv + (v.∇)v



Annexe BEquations onservatives de la MHDL'approhe proposée par Kominsky [45℄ pour obtenir les équations onservatives dela MHD est donnée ii. Dans e but, rappelons le système inétique (1.43) obtenu pourhaune des espèes s, életron et ion :
∂tρs +∇ · (ρsus) = 0

∂tρsus +∇ · (ρsusus + Ps) = Zsens(E+ us ∧B) +Rs (B.1)
∂tρses +∇ · (ρsesus + Ps.us) = −∇ · qs + ZsensE.us +Rs.us +QsL'idée est don de sommer es équations sur les életrons et sur les ions a�n d'obtenir unsystème mono-�uide. Dans ette annexe, nous nous noterons uv, le produit tensoriel.B.1 Equation de ontinuitéDé�nissons dans un premier temps, la masse volumique et la quantité de mouvementtotales :

ρ = ρe + ρi et ρu = ρeue + ρiui. (B.2)De façon évidente, en sommant les équations de ontinuité du système (B.1) sur ha-une des espèes (életron et ion), on obtient failement :
∂tρ+∇ · (ρu) = 0. (B.3)B.2 Equation du mouvementDe la même façon, les équations sur la quantité de mouvement du système (B.1) sontadditionnées :

∂tρu+
∑

s

∇ · (ρsusus + Ps) =
∑

s

Zsens(E+ us ∧B) +
∑

s

Rs. (B.4)161



162 ANNEXE B. EQUATIONS CONSERVATIVES DE LA MHDEn rappelant que d'après (1.21), Re+Ri = 0 et que d'après l'hypothèse de neutralité,
ne = Zni, ette équation devient alors :

∂tρu+
∑

s

∇ · (ρsusus + Ps) = J ∧B, (B.5)où le ourant J est donné par : J = Znie(ui − ue).Rappelons la dé�nition du tenseur de pression Ps (1.35) :
Ps := ρs < v′

s
v′
s
> , (B.6)ave la vitesse v (variable indépendante de l'équation de Boltzmann), déomposée en lavitesse moyenne us, dé�nie en (1.24), et une �utuation v′

s
telle que< v′

s
>= 0, v = us+v′

s
.Une vitesse ws va être dé�nie ii par :

us = ws + u (B.7)et nous allons introduire le tenseur de pression global P , sahant que v−u = v−us+ws =
v′

s +ws :
P =

∑

s

ρs < (v − u)(v − u) >

=
∑

s

ρs < v′
s
v′
s
> +

∑

s

ρswsws

=
∑

s

Ps +
∑

s

ρswsws. (B.8)Remarquons ensuite, l'égalité suivante qui nous sera utile par la suite :
∑

s

ρsws =
∑

s

ρs(us − u) = 0, (B.9)d'après la dé�nition de u, .f. (B.2).En utilisant ette dernière égalité (B.9), le terme suivant devient :
∑

s

ρsusus =
∑

s

ρs(ws + u)(ws + u)

=
∑

s

ρswsws + ρuu+ 2u
∑

s

ρsws

=
∑

s

ρswsws + ρuu. (B.10)En reprenant les résultats (B.8) et (B.10), l'équation globale de quantité de mouvementest obtenue :
∂tρu+∇ · (ρuu+ P ) = J ∧B. (B.11)



B.3. EQUATION DE L'ÉNERGIE 163B.3 Equation de l'énergieUn raisonnement similaire peut être e�etué onernant les équations d'énergie dusystème (B.1) :
∑

s

∂tρses +
∑

s

∇ · (ρsesus + Ps.us) = −
∑

s

∇ · qs +
∑

s

ZsensE.us +
∑

s

Rs.us +
∑

s

Qs(B.12)Dans e but, dans un premier temps, la pression salaire globale orrespondant autenseur P , dé�ni en (B.8) est introduite, sahant que < v′
s >= 0 :

p =
1
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s

ρs Tr(< (v′
s +ws)(v

′
s +ws) >)

=
γ − 1
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∑
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ρsw
2
s . (B.13)En utilisant (B.10) et (B.13), la somme des énergies permet d'introduire l'énergie totale

ρe :
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γ − 1
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1
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∑

s

ρsws
2 +

1

2
ρu2

=
p

γ − 1
+

1

2
ρu2

= ρe (B.14)Nous allons maintenant onsidérer les autres termes de l'équation (B.12). Pour ela, lesénergies ρses sont déomposées a�n de faire apparaître les énergies internes et inétiquesorrespondantes.Ainsi, d'après (B.13), on obtient pour les énergies internes :
∑

s

psus = u
∑

s

ps +
∑

s

psws

= pu− u
γ − 1

2

∑

s

ρsw
2
s +

∑

s

psws (B.15)Ensuite, le terme orrespondant à l'énergie inétique peut s'érire sous la forme suiv-



164 ANNEXE B. EQUATIONS CONSERVATIVES DE LA MHDante, en s'appuyant sur (B.9) :
∑

s

ρsu
2
sus =

∑

s

ρs
(
u2u+ u2ws +w2

su+w2
sws + 2(u.ws)u+ 2(u.ws)ws

)

= ρu2u+
∑

s

ρsw
2
su+

∑

s

ρsw
2
sws + 2u.

∑

s

ρswsws (B.16)En sommant les résultats (B.15) et (B.16) pour les énergies internes et inétiques, onobtient :
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∑
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= ρeu+
1
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∑
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∑
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2
sws + u.

∑
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ρswswsAve (B.8), le terme orrespondant au tenseur de pression devient :
∑

s

Psus =
∑

s

Psu+
∑

s

Psws = Pu−
∑

s

ρswsws.u+
∑

s

Psws (B.18)Comme pour le tenseur de pression global (B.8), dé�nissons maintenant le �ux dehaleur global :
q =
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s +ws)

2(v′
s +ws) >
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1
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s.ws)v
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s > .ws)ws)

=
∑
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(qs +
1

γ − 1
psws +

1

2
w2

sws +ws.Ps) (B.19)d'après la dé�nition (1.40) et ave < v′
s >= 0.En regroupant les formules (B.17), (B.18) et (B.19), on obtient au �nal :

∑

s

(ρsesus + Psus + qs) = ρeu+ Pu+ q (B.20)Le terme onernant le hamp életrique devient :
∑

s

ZsensE.us = J.E = (J ∧B).u (B.21)



B.3. EQUATION DE L'ÉNERGIE 165ar d'après la loi d'Ohm, dans le as de la MHD idéale : E = −u ∧B.Au �nal, l'équation de l'énergie mono-�uide obtenue est :
∂tρe+∇ · (ρeu+ P.u) = −∇ · q+ (J ∧B).u (B.22)sahant que d'après (1.21), Qe +Qi = 0 et en négligeant ∑sRs.us.Au �nal, les équations mono-�uides et onservatives de la MHD sont don bien retrou-vées et orrespondent au système étudié dans e travail :

∂tρ+∇ · (ρu) = 0

∂tρu+∇ · (ρuu+ P ) = J ∧B

∂tρe+∇ · (ρeu+ P.u) = −∇ · q+ (J ∧B).u (B.23)
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Annexe CFinite Volume Method in CurvilinearCoordinates for hyperboli onservationlaws AbstratThis paper deals with the design of �nite volume approximation of hyperboli on-servation laws in urvilinear oordinates. Suh oordinates are enountered naturally inmany problems as for instane in the analysis of a large number of models oming frommagneti on�nement fusion in tokamaks. In this paper we derive a new �nite volumemethod for hyperboli onservation laws in urvilinear oordinates. The method is �rstdesribed in a general setting and then is illustrated in 2D polar oordinates. Numerialexperiments show its advantages with respet to the use of Cartesian oordinates.C.1 IntrodutionWe are onerned with the onstrution of �nite volume methods in urvilinear oordi-nates for hyperboli onservation laws. Suh shemes are ruial when one is interested inapturing aurately the properties of the physial model under onsideration in whih o-ordinates system play an important role. The physial models of interest are for instanethose desribing harged partiles motion in solar winds in the frame of astrophysialplasmas [26℄ or the transport of harged partiles in a tokamak, a Magneti Fusion Con-�nement devie dediated to the ignition of ontrolled thermonulear fusion reations onearth [26, 44, 63℄.More preisely, in magnetized plasma, there are two distint behaviours of partiles,along and aross magneti �eld lines. This leads to highly anisotropi �ows of the plasma.As a onsequene, Cartesian oordinates do not onstitute an appropriate system to de-sribe the physis that takes plae in the plasma. Instead, other systems of oordinatesare preferred, as for instane �eld aligned oordinates systems [6, 17℄, Boozer oordinatesor Hamada oordinates [36℄. The �eld governing equations written in these generalized167



168 ANNEXE C. FVM IN CURVILINEAR COORDINATESurvilinear systems are generally not in strit onservation laws form : spatially varyingmetri oe�ients multiply the di�erential terms and additional soure terms appear inthe equations. Therefore the design of a �nite volume method is not as straighforward as itis in Cartesian oordinates and additionally important onservation properties an be lostby the disretisation. Another relevant question that arises in this ontext onerns therepresentation of vetors and the hoie of the basis in whih these vetors are expressedsine in urvilinear oordinates, the basis are spatially dependent. For instane, the pro-jetion of a vetor in the loal basis of the orresponding oordinates system introduessoure terms oming from the variations of loal basis with respet to the variables of thehosen urvilinear oordinates, and the onservation laws form of the equation is thereforelost. From a numerial point of view, �nding an appropriate approximation of this kindof terms that keeps the onservation properties of the system of equations remains a hal-lenge, for this purpose it is useful to think about soure terms in shallow water systems,or to Coriolis fore term in geophysial equations [53℄.Our approah onsists in onstruting the �nite volume approximation of the onsid-ered equations in general urvilinear oordinates, without any preliminar projetion whendealing with vetor equations. Averaged quantities are arefully hosen so that the on-struted �nite volume sheme is apable of apturing the prinipal harateris of thephysial models. This approah allows to automatially approximate the non-onservativeterms in a onsistent manner independently of the urvilinear system used.This paper is organized as follows. In setion C.2, prerequisites on urvilinear oordi-nates are realled. Finite volume methods in these urvilinear oordinates are designed insetion C.3. Numerial tests using two-dimensional ylindrial oordinates as example arethen onsidered in setion C.4 in order to illustrate our approah. Finally, onlusion isgiven in setion C.5.
C.2 Geometrial toolsLet us onsider a physial model de�ned on a physial domain Ω(x) ⊂ R

3, whereeah point M(x) of Ω(x) is loalized by its Cartesian oordinates x = t(x1, x2, x3).Suppose now the physial model under onsideration an be easily desribed in anotheroordinates systems, so that the physial model an be looked through the domain Ω(ξ),where ξ = t(ξ1, ξ2, ξ3). The domain Ω(ξ) will be referred to as the omputational domain,and the orresponding oordinates system ξ as urvilinear oordinates. Obviously, thereexists an one-to-one map φ : ξ 7→ x, whih is assumed to be at least a C1-di�eomorphism,



C.2. GEOMETRICAL TOOLS 169whih means that J the determinant of the Jaobian matrix MJ of φ de�ned by
MJ =




∂x1

∂ξ1
∂x1

∂ξ2
∂x1

∂ξ3

∂x2

∂ξ1
∂x2

∂ξ2
∂x2

∂ξ3

∂x3

∂ξ1
∂x3

∂ξ2
∂x3

∂ξ3


is positive. To introdue the ompat expressions of the gradient and the divergene oper-ators, ∇, ∇·, with respet to urvilinear oordinates ξ that will be used in this paper, itis useful to de�ne the loal ovariant basis ek assoiated to the transformation φ given by

ek =
∂x

∂ξk
=
∂x1

∂ξk
i+

∂x2

∂ξk
j +

∂x3

∂ξk
k ,where k = 1, 2, 3, and i, j and k are vetors of the anonial basis orresponding tothe Cartesian oordinates system. The ontravariant basis ek assoiated to ek is providedthrough the relations

ek · ej = δkj ,where δkj is the Kröneker tensor.With these quantities, the gradient of the vetor �eld V (ξ) is given by
∇V =

∂V

∂ξk
⊗ ek =

(
∂V i

∂ξk
+ V mΓi

mk

)
ei ⊗ ek .(The Einstein summation onvention is assumed through this paper.) Here Γi

mk are theChristo�el symbols given by
∂em

∂ξk
= Γi

mkei ,and represent the projetion onto ei of the hange of the vetor em aording to ξk.The divergene of the vetor �eld V (ξ) is de�ned as the ontration of the gradient
∇ · V =

∂V

∂ξk
· ek =

(
∂V i

∂ξk
+ V mΓi

mk

)
ei · ek =

∂V k

∂ξk
+ V kΓi

ki . (C.1)By using the identity 1

J

∂J

∂ξk
= Γi

ki, one gets the ompat expression
∇ · V =

1

J

∂(JV · ek)

∂ξk
.Considering a tensor �eld T , its gradient is given by

∇T =
∂T

∂ξk
⊗ ek .



170 ANNEXE C. FVM IN CURVILINEAR COORDINATESThe above relation an be expanded as follows
∇T =

(
∂T ij

∂ξk
+ TmjΓi

mk + T imΓj
mk

)
ei ⊗ ej ⊗ ek . (C.2)The divergene of the tensor �eld T is given by

∇ · T =
∂T

∂ξk
· ek .Using relation (C.2) this leads to

∇ · T =
1

J

∂

∂ξk
(
JT · ek

)
.We are now ready to design a �nite volume methods in urvilinear oordinates forhyperboli onservation laws.C.3 Contrution of �nite volume shemes in urvilinearoordinatesLet us onsider a general hyperboli onservation law equations written in a oordinatefree manner as

∂W

∂t
+∇ · F (W ) = 0 ,where W is the state variable and F (W ) is its �ux.Let us also onsider a urvilinear transformation φ : ξ 7→ x, whose determinant ofJaobian is J . Using the results of the previous setion and noting that ∂tJ = 0, it an beseen that in this oordinates system, the above equation beomes

∂JW

∂t
+

∂

∂ξk

(
JF (W ) · ek

)
= 0 .In order to see the ontour of the problem, we will study separately the onstrutionof �nite volume method into two di�erent ases. The �rst one deals with the salar ase,that is the state variable W is a salar and its �ux F (W ) is a vetor. In a seond step,we will onsider the ase where W is a vetor while its �ux F (W ) is a tensor.C.3.1 Salar equationThis orresponds to takeW = S a salar and F (W ) = V a vetor, then the hyperboliequation beomes

∂(J S)

∂t
+

∂

∂ξk

(
JV · ek

)
= 0 . (C.3)



C.3. FV SCHEMES IN CURVILINEAR COORDINATES 171Typial examples for instane are the equations of ontinuity and energy in �uid dynamis.Aording to the �nite volume philosophy, the disrete equations are simply obtained byintegrating (C.3) on a ontrol ell. To be more preise, let us onsider a subdivision of theomputational domain Ω(ξ) into ontrol volumes (Ωi)i∈N
. Then integrating equation (C.3)over a ell Ωi and dividing the result by the volume |Ωi|, one gets

1

|Ωi|

∫

Ωi

∂(J S)

∂t
dΩ +

1

|Ωi|

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JV · ek

)
dΩ = 0 ,whih an be rewritten as

∂

∂t

(
1

|Ωi|

∫

Ωi

J S dΩ

)
+

1

|Ωi|

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JV · ek

)
dΩ = 0 .Introduing the average Si =

1
|Ωi|

∫
Ωi
J S dΩ yields,

∂

∂t

(
Si

)
+

1

|Ωi|

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JV · ek

)
dΩ = 0 .The �ux term is also immediately tratable, sine by the divergene theorem, one has

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JV · ek

)
dΩ =

∫

∂Ωi

JVk
(
n · ek

)
dσ(Ω) , (C.4)where ∂Ωi is the boundary of Ωi, n is the outward pointing unit vetor normal to thesurfae ∂Ωi, and dσ(Ω) the Lebesgue measure on this surfae. The right hand side of (C.4)is immediately alulable as soon as one has numerial �uxes [35, 25, 62℄. For this ase, itis readily seen that there is no di�erene between the onstrution of �nite volume methodin urvilinear oordinates system and in a Cartesian one.C.3.2 Vetorial equationThis ase deals with W = V a vetor and F (W ) = T a tensor, then the hyperboliequation turns into

∂(J V )

∂t
+

∂

∂ξk

(
JT · ek

)
= 0 . (C.5)Momentum equation in �uid dynamis is suh a kind of equations.By using the same proedure as in salar ase, one gets the following disrete sheme,

∂

∂t

(
1

|Ωi|

∫

Ωi

J V dΩ

)
+

1

|Ωi|

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JT · ek

)
dΩ = 0 , (C.6)and at �rst glane, this ase seems similar to the salar one. However, sine V is a vetor,it has to be stored omponent by omponent on a given basis. The traditional approahonsists in taking the salar produt of equation (C.5) by the basis vetors ek (resp. ek)



172 ANNEXE C. FVM IN CURVILINEAR COORDINATESand then to obtain salar equations for the ovariant omponents of the vetor �eld V k(resp. ontravariant omponents Vk). Then these salar equations are disretized using theresults of setion C.3.1. In the sequel, we will designate this method as the projetion-integration method. This approah has one important shortoming : beause the basisvetors are spatially dependent, they do not ommute with the di�erential operators andtherefore soure terms appear in the equations (see equation (C.22) for instane). The ap-proximation of these terms is di�ult and moreover it depends on the spei� urvilinearsystem used.We therefore advoate the use of the following proedure that we will be alled theintegration-projetion method.First we de�ne an average basis in the ell Ωi by :
ei,k =

1

|Ωi|

∫

Ωi

J ek dΩ ,so that one obtains, assuming that Vi,k is onstant in a ell,
1

|Ωi|

∫

Ωi

J V dΩ = Vi,k ei,k .Here, ei,k is the kth average vetor in the ell Ωi with respet to the hosen urvilin-ear oordinates, and by de�nition Vi,k represents the average value of V along the kthvetor aording to the orresponding urvilinear oordinates. The disrete �nite volumeapproximation is then de�ned by
∂

∂t
Vi,k +

ei,k

|Ωi|
.

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JT · ek

)
dΩ = 0 , (C.7)where (ei,k)k is the ontravariant basis assoiated to (ei,k)k.This proedure is quite simple and it allows for a general (and impliit) disretisation ofthe soure terms. In the next setion we detail it in the ase of 2D polar oordinates.C.4 Appliation to 2D polar oordinatesThe onstrution of �nite volume method proposed in setion C.3 is illustrated in 2Dpolar oordinates.C.4.1 2D polar oordinates and �nite volume methodLet us onsider 2D polar oordinates denoted by (r, θ) ∈ (0, +∞[×[0, 2π) related toCartesian oordinates (x, y) by (x, y) = φ(r, θ) as follows,

{
x = r cos θ ,
y = r sin θ .



C.4. APPLICATION TO 2D POLAR COORDINATES 173We onsider the usual orthonormal basis (ex, ey) of R
2, and then the ovariant basisassoiated with the oordinates (r, θ) is given by

er =

(
cos θ
sin θ

)
, eθ =

(
−r sin θ
r cos θ

)
.The determinant assoiated to the transformation φ is J = r while the ontravariant basiswith respet to (er, eθ) is given by

er =

(
cos θ
sin θ

)
, eθ =

1

r

(
− sin θ
cos θ

)
.Working with the ovariant vetor eθ and the ontravariant vetor eθ leads to a salefator r, it is then appropriate to onsider their assoiated unit vetors,

ẽθ =
1

r
eθ , ẽθ = r eθ .Then, for instane a vetor V an be written as V = V rer + V θẽθ.Equipped with these notations, we an write down the expressions of gradient anddivergene operators. The gradient of a salar funtion S in polar oordinates writes

∇S = ∂rS er +
1

r
∂θS ẽθ .Let us write the vetor V as V = V rer + V θẽθ, its divergene is given by

∇ · V =
1

r
∂r(r V

r) +
1

r
∂θ(r V

θ) = ∂rV
r +

1

r
V r + ∂θV

θ .Now, onsider a tensor T deomposed as
T = T r,r er ⊗ er + T r,θ er ⊗ ẽθ + T θ,r ẽθ ⊗ er + T θ,θ ẽθ ⊗ ẽθ .The divergene of T is given by the following formula,
∇ · T =

1

r
∂r(rT · er) +

1

r
∂θ(rT · ẽθ)

=
1

r
∂r(r T

r,r er + r T r,θ ẽθ) +
1

r
∂θ(r T

θ,r er + r T θ,θ ẽθ) .Now, let V = V rer + V θẽθ be a vetor whih temporal evolution is governed by,
∂(J V )

∂t
+

∂

∂ξk

(
JT · ek

)
= 0 , (C.8)where T is a tensor.



174 ANNEXE C. FVM IN CURVILINEAR COORDINATESApplying the proedure developed in the previous setion, one gets the followingsheme,
∂Vi,r
∂t

ei,r +
∂Vi,θ
∂t

ei,θ +
1

|Ωi|

∫

Ωi

∂

∂ξk

(
JT · ek

)
dΩ = 0 , (C.9)where Vi,r and Vi,θ are average values of V r and V θ, respetively in the ell Ωi, while ei,rand ei,θ are average vetors in the ell Ωi,

ei,r =
1

|Ωi|

∫

Ωi

rer dΩ , ei,θ =
1

|Ωi|

∫

Ωi

rẽθ dΩ .

1
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4

1 2 3 4

A

B

C

D

θA
θB

Fig 1: A ell in polar oordinates.For simpliity, the tensor T is assumed to be symmetri, i.e. T r,θ = T θ,r. We also hosea tensorial mesh so that the ell Ωi an be loalized by the segments produt [rD, rA] ×
[θA, θB ] (see Figure 1). Then the average vetors ei,r and ei,θ an be expressed as

ei,r =
1

θB − θA
( ˜eθA − ˜eθB) ,

ei,θ =
1

θB − θA
(erB − erA) ,where

erA = erD =

(
cos θA
sin θA

)
, ˜eθA = ˜eθD =

(
− sin θA
cos θA

)
,and

erB = erC =

(
cos θB
sin θB

)
, ˜eθB = ˜eθC =

(
− sin θB
cos θB

)
.Finally, for any salar funtion f = f(r, θ), we use the following approximations :

f̂|rD ≈ f(rD, θ) , f̂|rA ≈ f(rA, θ) , ∀ θ ∈ [θA, θB] ,

f̂|θA ≈ f(r, θA) , f̂|θB ≈ f(r, θB) , ∀ r ∈ [rD, rA] .



C.4. APPLICATION TO 2D POLAR COORDINATES 175Then equation (C.9) beomes,
|Ωi| (∂tVi,r ei,r +∂tVi,θ ei,θ) +

(
rA T̂

r,r
|rA

− rD T̂
r,r
|rD

)
(eθA − eθB)

+
(
rA T̂

r,θ
|rA

− rD T̂
r,θ
|rD

)(
erB − erA

)

+ (rD − rA)
(
T̂ r,θ
|θB

erB + T̂ θ,θ
|θB

eθB − T̂ r,θ
|θA

erA − T̂ θ,θ
|θA

eθA

)
= 0 .

(C.10)It is interesting to expand equation (C.10) on the pair of orthogonal vetors ei,r and ei,θ,whih yields
|Ωi| ∂tVi,r + (θB − θA) (rA T̂

r,r
|rA

− rD T̂
r,r
|rD

)

+
θB − θA

2

sin(θB − θA)

1− cos(θB − θA)
(rA − rD) (T̂

r,θ
|θB

− T̂ r,θ
|θA

)

− (θB − θA) (rA − rD)
T̂ θ,θ
|θB

+ T̂ θ,θ
|θA

2
= 0 ,

(C.11)
|Ωi| ∂tVi,θ + (θB − θA) (rA T̂

r,θ
|rA

− rD T̂
r,θ
|rD

)

+
θB − θA

2

sin(θB − θA)

1− cos(θB − θA)
(rA − rD) (T̂

θ,θ
|θB

− T̂ θ,θ
|θA

)

+ (θB − θA) (rA − rD)
T̂ r,θ
|θB

+ T̂ r,θ
|θA

2
= 0 .

(C.12)Equations (C.11)-(C.12) an be onsidered as results of integration over Ωi followed byprojetions onto ei,r and ei,θ of (C.8). This operation is referred to as integration-projetionproedure.It is onvenient to ompare equations (C.11)-(C.12) with the result of the traditionalapproah, that is projetion-integration proedure applied to (C.8). The projetion of (C.8)onto er and eθ leads to,
∂t(r Vr) + ∂r(r T

r,r) + ∂θT
r,θ = T θ,θ , (C.13)and

∂t(r Vθ) + ∂r(r T
r,θ) + ∂θT

θ,θ = −T r,θ . (C.14)Equations (C.13)-(C.14) are no longer onservative sine they own right hand side soureterms, the onservative harater of the original equation (C.8) is lost during the projetionoperation. This is due to variations of vetors er and eθ with respet to θ. This kind ofsoure terms does not appear if Cartesian oordinates are onsidered in lieu of polaroordinates.Now, integrating (C.13)-(C.14) yield,
|Ωi| ∂tVi,r + (θB − θA) (rA T̂

r,r
|rA

− rD T̂
r,r
|rD

) + (rA − rD) (T̂
r,θ
|θB

− T̂ r,θ
|θA

)

=

∫

Ωi

T θ,θ(r, θ) dr dθ ,
(C.15)
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|Ωi| ∂tVi,θ + (θB − θA) (rA T̂

r,θ
|rA

− rD T̂
r,θ
|rD

) + (rA − rD) (T̂
θ,θ
|θB

− T̂ θ,θ
|θA

)

= −
∫

Ωi

T r,θ(r, θ) dr dθ .
(C.16)The omparison of equation (C.11) with (C.15), and (C.12) with (C.16) is summarizedin the following result.Proposition 1 The integration-projetion proedure and projetion-integration operationapplied to vetorial equation written in 2D polar oordinates are equivalent if and only ifthe soure terms are disretized as follows

∫

Ωi

T θ,θ(r, θ) dr dθ = (θB − θA) (rA − rD)
T̂ θ,θ
|θB

+ T̂ θ,θ
|θA

2

+

(
1−

θB − θA

2

sin(θB − θA)

1− cos(θB − θA)

)
(rA − rD) (T̂

r,θ
|θB

− T̂ r,θ
|θA

) ,

∫

Ωi

T r,θ(r, θ) dr dθ = (θB − θA) (rA − rD)
T̂ r,θ
|θB

+ T̂ r,θ
|θA

2

−
(
1− θB − θA

2

sin(θB − θA)

1− cos(θB − θA)

)
(rA − rD) (T̂

θ,θ
|θB

− T̂ θ,θ
|θA

) .

(C.17)
Moreover, this disretisation is onsistent both on r and θ.Note that the disrete version of eah soure term an be split into a entered (�tra-ditional�) term and a visous-like term. The expression of this visous term is new to thebest of our knowledge. Note speially that it ouples the omponents of the tensor T .C.4.2 Tools for pratial implementationIn this setion we gather together tools that are important for pratial implementationof a part or of the full model system omposed of a ontinuity and momentum equations

{
∂tn+∇. (nV ) = 0 ,

∂t(nV ) +∇. (nV ⊗ V + nI) = 0 .
(C.18)Here, n is the density per unit mass, V is the veloity and I the unit tensor. Boththe Cartesian version of system (C.18) and its ounterpart in 2D polar oordinates areinvestigated, and the results obtained by both methods are ompared.The ells of the mesh used in Cartesian oordinates are quadrilaterals while they areurved ones in 2D polar oordinates system. In the two ases, we use the same nodes toonstrut the mesh, but we emphasize that the ells are di�erent from one oordinates



C.4. APPLICATION TO 2D POLAR COORDINATES 177system to another. In Figure 2 are displayed two suh kinds of meshes where the numberof radial ells Nr = 3 while those of azimuthal ones is Nθ = 6. The radial and azimuthalmesh steps are denoted by ∆r and ∆θ aordingly, so that for a uniform mesh in azimuthaldiretion, one has ∆θ = 2π
Nθ
.

Fig 2: Cartesian and polar meshes.In �nite volume method implementation, we need to know the value of areas of meshells. Consider a generi ellΩi in 2D polar oordinates loalized by its four nodes A, B, C,and D as in Figure 1, the measure of this area is given by,
|Ωi|r,θ =

(
r +

∆r

2

)
∆r∆θ . (C.19)If these nodes are used to onstrut a ell Ωi in a Cartesian oordinates, the measure ofthe area of this ell will be

|Ωi|x,y =
(
r +

∆r

2

)
∆r sin∆θ . (C.20)Now, by taking ∆θ small i.e. ∆θ → 0 in equation (C.20), one gets

|Ωi|r,θ ≈ |Ωi|x,y ,whih makes obvious the fat that for large Nθ, meshes obtained in Cartesian and 2Dpolar oordinates systems are approximately equal.Next, we are interested in evaluating the integral of normal vetors along edges of meshells. The triky one seems to be those orresponding to urved edges as shown in Figure 3.Thanks to the divergene theorem,
∮

n dl = 0 ,



178 ANNEXE C. FVM IN CURVILINEAR COORDINATESwe dedue ∫

ÂB

n dl =

∫

AB

n dl ,whih an be immediately alulated by knowning only the oordinates of the nodes Aand B.
A

B

n n

Fig 3: Normals.We are now onerned with the onstrution of numerial �uxes for hyperboli equa-tions written in general urvilinear oordinates in 2D. Assume we have in our hand anumerial �ux proedure, onsult [35, 25, 62℄ for more details. The following is a possiblealgorithm that allows us to onstrut a numerial �ux in general urvilinear oordinatesof ells Ωi and Ωj :� Write the vetorial quantities of ells Ωi and Ωj aording to the orthogonal basis
(nij , τij) of the interell boundary ∂Ωij between the ells Ωi and Ωj , (nij being theoutward pointing unit vetor normal to the ∂Ωij direted from the ell Ωi to the ell
Ωj , τij is an unit vetor orthogonal to nij). Let Ωi and Ωj be the results of this step ;� Compute the �uxΦij with the states Ωi and Ωj with respet to the interell boundary
∂Ωij by using a hosen numerial �ux [35, 25, 62℄ ;� Projet the �ux Φij onto the ells Ωi and Ωj to get �uxes Φi and Φj respetively,aording to

Φi = (Φij · ei,r) ei,r + (Φij · ei,θ)ei,θ ,

Φj = (Φij · ej,r)ej,r + (Φij · ej,θ) ej,θ ,where (ei,r, ei,θ) is the average vetor basis in the ell Ωi, (ej,r, ej,θ) is those of theell Ωj .We turn now to numerial tests in 2D polar oordinates in order to validate our ap-proah.C.4.3 Advetion equation testThe �rst test onerns a salar advetion equation with a onstant azimuthal veloity,
∂tn +∇. (nV ) = 0 ,whih in polar oordinates takes the form,

∂trn+ ∂r(rnVr) + ∂θ(nVθ) = 0 .We onsider the following initial onditions (Fig. 4) : ∀(r, θ) ∈ Ω :



C.4. APPLICATION TO 2D POLAR COORDINATES 179� for the density : n(r, θ) = n0 ,� for the veloity : Vr(r, θ) = 0 and Vθ(r, θ) = V0,where n0 and V0 are onstants. For our test, n0 = 1 and V0 = 0.5.For the boundary onditions we set a null �ux.

Fig 4: IC with Cartesian mesh.In this ase, we obtain similar results with Cartesian and polar methods : the solutionsare preserved as expeted. The error in both ases is in the order of mahine epsilon. Notethat for salar equation, only the ell areas are di�erent but the �ux is the same whenethe similar results.C.4.4 Isothermal Euler systemThe following tests onern the isothermal Euler system. Here, we onsider a salarand a vetorial equations. As onsequene, as well as the areas, the omputation of the�uxes is di�erent.More preisely, we are interested in the following dimensionless system where the tem-perature is supposed onstant,
{

∂tn +∇. (nV ) = 0 ,
∂t(nV ) +∇. (nV ⊗ V ) +∇n = 0 .

(C.21)We use this system for two test ases. The �rst one onsiders a onstant density andan azimuthal veloity. With the seond one, the Gresho test, we an ompare the twomethods on a stationary solution.



180 ANNEXE C. FVM IN CURVILINEAR COORDINATES

Fig 5: Cartesian results for density at t = 0.83, 1.69 on �rst line ; polar results fordensity at t = 0.82, 1.65 on seond line.Constant density and veloityThe initial onditions in this test are a onstant density and an azimuthal veloity :� for the density : n(r, θ) = n0, ∀ (r, θ) ∈ Ω,� for the veloity : Vr(r, θ) = 0 and Vθ(r, θ) = V0, ∀ (r, θ) ∈ Ω,where n0 and V0 are onstants, typially n0 = 1 and V0 = 0.5 for our test.For the boundary onditions we impose slippery walls.Figures 5 represent the Cartesian and polar results.



C.4. APPLICATION TO 2D POLAR COORDINATES 181Note here that a radial veloity appears and omes from the soure term. Indeed, if weonsider the isothermal Euler system in polar oordinates, we obtain :




∂tn+ ∂r(rnVr) + ∂θ(nVθ) = 0 ,
∂trVr + ∂r(r(nV

2
r + n)) + ∂θnVrVθ = nV 2

θ + n ,
∂trVθ + ∂rr(nVθVr) + ∂θ(nV

2
θ + n) = −nVrVθ .

(C.22)With the initial onditions, the seond equation of the system (C.22) beomes,
∂trVr = nV 2

θ .As onsequene, a entripetal fore appears and then a radial veloity is reated.We note that the numerial results (Fig. 5) math those of physial problems in whih aradial veloity appears and then a new pro�le of the density is obtained. Nevertheless, evenif the Cartesian and the polar methods present similar results, it is di�ult to omparethe two approahes in absene of a stationary solution.Gresho testThe aim of this last test is to ompare expliitly the polar and the Cartesian methodswith a stationary solution.To have a stationary solution, �rst, we suppose,
Vr = 0 and ∂θ = 0 .With these assumptions, system (C.22) beomes,




∂tn = 0 ,
∂trVr + r∂rn = nV 2

θ ,
∂tVθ = 0 .

(C.23)We have a stationary solution if the veloity and the density satisfy,
r∂rn = nV 2

θ . (C.24)For example, if we hoose the veloity as a onstant,
Vθ = 1 ,with equation (C.24), we obtain the following density pro�le,

n(r) = n(1)r .For the boundary onditions we hoose in�ux and out�ux omputed from the densityand the veloity analyti pro�les.
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Fig 6: Density pro�les for stationary, polar and Cartesian solutions.Figure 6 shows density pro�les for stationary solution (blak) and polar and Cartesianmethods (respetively, blue and red) with a small Nθ = 4, where n(1) = 2 is hosen.Note that even if the mesh is not re�ned in θ, the polar method gives a solution lose tothe stationary one whereas the Cartesian method solution is ompletely di�erent. As on-sequene, in this ase, when Nθ is small, the polar method is better than the Cartesian one.Figure 7 shows the L2−error for the density omputed with polar and Cartesian meth-ods, whih on�rms the superiority of the polar sheme over the Cartesian one. Errorsremain small when the polar method is used for small Nθ. Nevertheless, as we alreadynoted in the previous part, when Nθ beomes large, the polar and Cartesian methods tendto be equivalent, as it should be. In addition, we note that whatever the Nθ hosen, the
L2−error is the same in polar method. Indeed, the error depends only on the hosen Nr(Fig. 8).
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Fig 8: Density pro�les for polar solutions in the ases : stationary and Nr = 10, 20, 50with Nθ = 4.C.5 ConlusionIn this paper, �nite volume methods in general urvilinear oordinates for hyperbolionservation laws have been investigated. This approah has been applied to realistiproblems oming from �uid dynamis in tokamak geometry, preisely in 2D polar oordi-nates. Comparison with �nite volume in Cartesian oordinates system has on�rmed theadvantage to use our approah.Fourthoming works will onsist in extending our approah to toroidal geometry, andto unstrutured meshes, and to apply the obtained shemes to physial problems of fusionin tokamaks, for instane ELM instabilities and edge turbulene plasmas simulations.
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Annexe DConstrution de BL'expression globale du hamp magnétique est :
B = Bθeθ +Bp ave Bp =

1

R
∇φ ∧ eθ (D.1)Les expressions des omposantes du hamp magnétique poloïdal,Bp sont don donnéesà partir du potentiel magnétique φ :

BR = − 1

R
∂Zφ et BZ =

1

R
∂Rφ. (D.2)La omposante toroïdale du hamp magnétique s'exprime à partir d'une fontion F (φ) :

Bθ =
F (φ)

R
. (D.3)En utilisant les formules (D.2), on peut onstruire le hamp magnétique à l'aide desvaleurs du potentiel magnétique aux sommets des triangles. En e�et, dans un premiertemps, le gradient du �ux magnétique peut être alulé sur haque triangle τ à l'aide desgradients des fontions de base, ψk dé�nies sur haun des triangles :

(∇φ)τ =
∑

k∈τ

φk∇ψk. (D.4)Ensuite, on évalue le gradient du �ux magnétique au sommet i en pondérant les gra-dients obtenus sur haque triangle, τ , auquel i appartient, par l'aire de elui-i, Aτ :
(∇φ)i =

1∑

τ∋i

Aτ

∑

τ∋i

Aτ (∇φ)τ . (D.5)A partir des formules (D.2), on obtient le hamp magnétique poloïdal au point i :
BR,i = − 1

Ri
(∇φ)Zi et BZ,i =

1

Ri
(∇φ)Ri , (D.6)185



186 ANNEXE D. CONSTRUCTION DE Boù (∇φ)Ri et (∇φ)Zi représentent les oordonnées radiale et vertiale de (∇φ)i et Ri, ladistane du point i à l'axe du tokamak.Dans les équilibres étudiés dans e travail, la fontion F (Ψ) est une onstante, F (Ψ) =
C. La dernière omposante du hamp magnétique est alors :

Bθ,i =
C

Ri
. (D.7)



Annexe ESolveur de Riemann : Caluls annexes.Les impédanes aoustiques, ZR et ZL sont hoisies de telle façon que les ondes soientlassées dans l'ordre suivant :
uL − ZL

ρL
≤ u∗ ≤ uR − ZR

ρR
. (E.1)Dans le but de simpli�er les aluls, on pose :

ZR = aRρR et ZL = aLρL ave aL = aR. (E.2)E.1 Classement des ondes et positivité des densités in-termédiairesEn reprenant l'expression de u∗ donnée par (3.26), les deux inégalités du seond ordreà résoudre (E.1) sont :� 0 ≤ u∗ − uL + ZL

ρLAve (E.2) et en supposant ZL + ZR > 0, ette inégalité devient :
(ρL + ρR)a

2
R + ρR(uR − uL)aR +ΠL − ΠR ≥ 0 (E.3)Le disriminant de ette inégalité est :

∆L = ρ2R(uR − uL)
2 − 4(ρL + ρR)(ΠL − ΠR) (E.4)d'où

mρ,1 =
−ρR(uR − uL) +

√
∆L

2(ρL + ρR)
. (E.5)187



188 ANNEXE E. SOLVEUR DE RIEMANN : CALCULS ANNEXES.� 0 ≤ uR + ZR

ρR
− u∗De même, ette inégalité devient :

(ρL + ρR)a
2
R + ρL(uR − uL)aR +ΠR − ΠL ≥ 0 (E.6)Le disriminant de ette inégalité est :

∆R = ρ2L(uR − uL)
2 − 4(ρL + ρR)(ΠR −ΠL) (E.7)d'où

mρ,2 =
−ρL(uR − uL) +

√
∆R

2(ρL + ρR)
(E.8)Le maximum de mρ,1 et mρ,2 sera don hoisie omme valeurs de aL et aR a�n quel'inégalité (E.1) soit bien satisfaite.Notons qu'alors les valeurs ρ∗ et ρ∗∗ sont positives :

1

ρ∗
=

1

ZL
(u∗ − (uL − ZL

ρL
)) ≥ 0 (E.9)ar les ondes sont lassés dans l'ordre dé�ni préédemment. On a le même résultat pour ρ∗∗.E.2 Positivité des ε∗ et ε∗∗D'autre part, les valeurs de ZR et ZL sont hoisies de telle façon que les énergies ε∗ et

ε∗∗ soient positives. Pour ela, haune des expressions de ε∗ et ε∗∗ ((3.25) à (3.32)) sontonsidérées. Sous l'hypothèse (E.1) et en utilisant la formule de Π
∗ donnée par (3.26) :� ε∗ = εL +

(Π
∗

+peqL )2−(ΠL+peq,L)
2

2Z2
L

≥ 0L'inégalité suivante est obtenue :
Aa2L +BaL + C ≥ 0 ave A = 2ρ2L(ρL + ρR)

2εL + ρ2Lρ
2
R(uL − uR)

2

B = 2I2ρLρR(uL − uR)

C = I22 − (ρL + ρR)
2(ΠL + peq,L)

2

I2 = ρRΠL + ρLΠR + peq,L(ρL + ρR)Le disriminant ∆ = B2 − 4AC permet d'avoir :
mε,1 =

−B +
√
∆

2A
. (E.10)



E.2. POSITIVITÉ DES ε∗ ET ε∗∗ 189� ε∗ = εL +
(Π

∗

+peq,R)2−(ΠL+peq,R)2

2Z2
L

≥ 0L'inégalité suivante est obtenue :
Aa2L +BaL + C ≥ 0 ave A = 2ρ2L(ρL + ρR)

2εL + ρ2Lρ
2
R(uL − uR)

2

B = 2I1ρLρR(uL − uR)

C = I21 − (ρL + ρR)
2(ΠL + peq,R)

2

I1 = ρRΠL + ρLΠR + peq,R(ρL + ρR)Le disriminant ∆ = B2 − 4AC permet d'avoir :
mε,2 =

−B +
√
∆

2A
(E.11)� ε∗∗ = εR +

(Π
∗

+peq,R)2−(ΠR+peq,R)2

2Z2
R

≥ 0L'inégalité suivante est obtenue :
Aa2L +BaL + C ≥ 0 ave A = 2ρ2R(ρL + ρR)

2εR + ρ2Lρ
2
R(uL − uR)

2

B = 2I1ρLρR(uL − uR)

C = I21 − (ρL + ρR)
2(ΠR + peq,R)

2Le disriminant ∆ = B2 − 4AC permet d'avoir :
mε,3 =

−B +
√
∆

2A
(E.12)� ε∗∗ = εR +

(Π
∗

+peq,L)
2−(ΠR+peq,L)

2

2Z2
R

≥ 0L'inégalité suivante est obtenue :
Aa2L +BaL + C ≥ 0 ave A = 2ρ2R(ρL + ρR)

2εR + ρ2Lρ
2
R(uL − uR)

2

B = 2I2ρLρR(uL − uR)

C = I22 − (ρL + ρR)
2(ΠR + peq,L)

2Le disriminant ∆ = B2 − 4AC permet d'avoir :
mε,4 =

−B +
√
∆

2A
(E.13)A�n de s'assurer la positivité de haune des énergies intermédiaires ainsi que l'ordredes ondes, aL et aR auront pour valeur le maximum de 0, mρ,1, mρ,2, mε,1, mε,2, mε,3 et

mε,4.
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Modélisation numérique par approximation �uide du plasma de bord destokamaks (projet ITER)Résumé : La Fusion par Con�nement Magnétique (FCM) permet de favoriser les réationsde fusion et don la prodution d'énergie par l'utilisation d'une eneinte de géométrietorique, appelée tokamak, soumise à d'importantes fores életro-magnétiques dans le butde on�ner le plasma. A�n d'étudier le omportement du plasma de bord dans le adrede la FCM, nous onsidérons un système �uide, obtenu à partir du modèle inétiqueVlasov-Maxwell ave fermeture de Braginskii. Une méthode de volumes/éléments �nisest hoisie pour approximer le modèle. Le système obtenu est de type Euler, ou Navier-Stokes anisotrope si on tient ompte de la di�usion, auquel des termes modélisant leon�nement du plasma sont rajoutés. Plusieurs méthodes sont proposées pour approximeres termes ainsi que pour modéliser les onditions aux limites de Bohm, aratéristiques destokamaks. Par ailleurs, une étude sur la modélisation volumes �nis en géométrie ylindriqueest menée dans laquelle on onsidère omme volume élémentaire la ellule engendrée parrotation autour de l'axe du tokamak d'une ellule bidimensionnelle, d'où une formulationonservative des équations. Di�érents résultats numériques sont présentés, notammentsur un problème de di�usion anisotrope ave rayonnement ou enore sur des simulationsd'injetion de pellets, glaçons de matière permettant le réapprovisionnement du tokamak.Mots lés : Simulation des plasmas, modèle �uide, fermeture de Braginskii, di�usionanisotrope, ondition aux limites de Bohm, méthode volumes/éléments �nis, oordonnéesylindriques.Numerial modeling with �uid approah of the plasma edge region oftokamaks (ITER projet).Abstrat : Magneti on�nement fusion allows to favour fusion reations and energyprodution with tori devies, alled tokamaks, using an eletro-magneti �eld in order toon�ne the plasma. To study the edge plasma of tokamak, we use a �uid model, obtainedfrom the Vlasov-Maxwell kineti model and the Braginskii losure. A �nite volume/elementmethod is hosen to approah the model. The system is similar to the Euler or anisotropiNavier-Stokes systems, with additional terms to model the plasma on�nement. We pro-pose some methods to approah these terms and to model Bohm boundary onditions,harateristi of tokamak. Moreover, a �nite volume method in ylindrial oordinates isproposed in order to preserve the onservative form of the equations. Thus, we onsideras elementary volume, the ell whih is given by rotation around the tokamak axis ofthe 2D ell. Several numerial results are given, e.g. for an anisotropi di�usion problemwith radiation and also for simulations of pellet injetions (matter ie ubes) to refuel thetokamak.Keywords : Plasma simulation, �uid model, Braginskii losure, anisotropi di�usion,Bohm boundary ondition, �nite volume/element method, ylindrial oordinates.
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