Exercice

N. Aguillon & J. Sainte-Marie

23 mars 2022

On considere un écoulement ’shallow water’ modélisé par les équations de Saint-Venant. L' écou-
lement a lieu sur une topographie donnée par x — z;(x).
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FIGURE 1 — Notations pour les équations de Saint-Venant.

On rappelle I’expression des équations de Saint-Venant

OH O(Ha)
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ol p; = cste est la densité du fluide, H(x,7) est la hauteur d’eau du fluide et i(x,#) sa vitesse,
voir figure 1. On néglige les effets de la pression atmosphérique et de la viscosité du fluide.
1. Rappeler brievement comment sont obtenues les équations de Saint-Venant.
2. Quelle est I’équation d’énergie vérifiée par le systeme (1)-(2) ? Comment est-elle obte-
nue ?
3. Quel est I’effet du frottement entre le fluide et la topographie ? Comment sont modifiées
les équations (1)-(2) lorsqu’un frottement de type Navier est considéré entre le fluide et

la topogrphie ?
4. On remplace I’équation (2) par
2 (Hi fH):—H— S/(H, i),
5 g (TS 8H 55 TS/ (HL )

ou le terme Sy (H i) correspond a un frottement entre le fluide et la topographie. A quelle
condition le terme S¢(H, i) correspond-il a une dissipation d’énergie ?

On considére maintenant la situation décrite par la figure 2. La topographie x — z;(x) est consti-
tuée d’un matériau ’trés dur’ qui ne se déforme pas au cours du temps. Un second fluide dé-
nommé fluide 2, de densité p, = cste, de hauteur Hj(x,?) et ayant pour vitesse u(x,t) est présent.
Les fluides 1 et 2 ne sont pas miscibles.
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FIGURE 2 — Notations pour la modélisation du glissement de terrain.

. Comment se réécrit le systeme (1)-(2) pour tenir compte de la nouvelle topographie

x — zp(x) + Hp(x,1)

. Rappeler ce que signifie I’hypothese hydrostatique pour un écoulement gouverné par les

équations de Navier-Stokes.

. En supposant que I’écoulement dans le fluide 1 est hydrostatique, quelle est I’expression

de la pression dans le fluide 1 ?

. En supposant que I’écoulement dans le fluide 2 est hydrostatique, quelle est I’expression

de la pression dans le fluide 2 ?

. En supposant que I’écoulement dans le fluide 2 est de type ’shallow water’, comment

s’écrivent les équations de Saint-Venant dans le fluide 2 ?

On suppose que it < gH et u;, < gHp, montrer que le systeme formé des équations (1)-(2)
complété par le modele obtenu a la question 9 s’écrit

oH | O(Hn)
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J(Hii) Zb+Hb)
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OHy | 3(Hyuny)
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5t (5H) = e rSarr ©

Montrer que le systeme (3)-(6) est hyperbolique si et seulement si

P,

P2

Proposer un schéma HLL pour approximer le systeme (3)-(6).
Simuler numériquement (3)-(4) dans le cas out Hj, est connu, de la forme F(x — ct).

Comment faudrait-il modifier les équations (4) et (6) pour modéliser un frottement de
type Navier entre les fluides 1 et 27

On suppose maintenant que z;, = zg = cste. Montrer que le fluide 1 vérifie I’équation des

ondes
°H 0 (  oH\ _ 9 ( oH )
o2 ox\&"ox ) T Eax\"ox )¢
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Dans I’équation (7), on suppose H = Hy + h avec Hy = cste et h < Hy. De plus, on
consideére que Hj, = Hp(x,t) est de la forme

H, =F(x—ct),
avec ¢ = cste. Montrer que # satisfait 1’équation

9%h 9h ”
On cherche des solutions de 1’équation (8) sous la forme h(x,t) = h(x — c1t). A quelle
condition sur ¢; peut-on avoir un effet de résonance ?

Remark 0.1. Pour répondre aux questions 12 et 13, il faut avoir vu le chapitre traitant de
[’approximation numérique.

Correction

1.

On fait un développement limité des équations de Navier-Stokes incompressible a sur-
face libre. L’hypothese hydrostatique couplée a une intégration des équations (continuité
et moment) selon 1’axe vertical donne le résultat.

. On multiplie I’équation (2) par i et apres manipulation, on obtient

JE 0 8.
2= L 2a(E fH):O,
5t o (B4
avec by
o &8
EZEMZ‘FE(WZ—Z%)-

. Le frottement entre la topographie et le fluide a tendance a ‘ralentir’ ce dernier. Le frot-

tement correpond a une dissipation d’énergie par effet Joule.
En présence d’un frottement de type Navier de coefficient k, I’équation (2) devient

Jd(Hi) (

_|_7

0
S o (Hi §H2) — eHZ® i

2 ox

. Pour que le frottement S;(H, i) corresponde a une dissipation d’énergie, il faut

Sf(H,IZ)lZ <0.
. Le systeme (1)-(2) devient
JH J(Hi)
5+ o (Hu +5n ) = —gH =, (10)

. Cela consiste a négliger ’accélération verticale du fluide, I’équation des moments selon

I’axe vertical se réduit a
adp
az - pga

ol p est la densité du flude.
On obtient alors I’expression de la pression sous la forme

n
P =p“+/ pgdz,
Z
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(p® = p*(x,t) est la pression atmosphérique, 1 est la cote de la surface libre) ou encore

p=p"+pg(n—z),

lorsque p = cste.

. Pour le fluide 1, la pression vaut

p1=p1(H+2z+H,—7).

. Pour le fluide 2, la pression vaut

p2=p1H+p2(zp+Hp—2).

. Les équations du mouvement du fluide 2 sont donc données par

OHy _ 3(Hpus)

% T 0 (1)
d(Hpup) = 0 2, 82\ _ 9% P, OH
ot gy (Hud 4 SH) = ey 52— PR 12)

En négligeant Hii*> dans I’équation (2) et bel;% dans I’équation (12), on obtient le résultat.

Le systéme s’écrit sous forme

X X
L AZE =8(X),
ar TA%x =5&)
avec X = H,Hii, H,, Hpuy, et
0 i H 0 0
d
_ | —&HY | e 0 gH, O
S(X) = 0 A= 0 0 u H,
P
—gHb% ng—; 0 gH, O

Les valeurs propres de A sont solutions de I’équation
P(z) =B rlr,
p2

avec P(Z) = (Z* — Zuy, — gH})(Z* — Zii — gH?) qui dans le cas général admet 4 racines
distinctes des que P(0) < 1.

Voir le chapitre correspondant a 1’approximation numérique du polycopié.
Voir le chapitre correspondant a 1’approximation numérique du polycopié..

Un frottement de type Navier (avec un coefficient x) s’écrirait

88121+3(£ﬁ) o, (13)
8(Hu Zh+Hb) _

> “ ( ) — k(i —up), (14)
o a(giub) 0 (1)
8(Hbu;,) 0 /g 2\ aZb pl a

En effet, a i1 = 0 (resp. u, = 0) on obtient la loi classique de Navier pour un seul fluide. De
plus, en multipliant (14) par i et (16) par up, et en sommant les 2 équations, on obtiendrait
le bilan d’énergie avec la dissipation par effet Joule k (it — up)?.
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11 suffit de dériver I’équation (3) par rapport au temps ¢, I’équation (4) par rapport a x et
de soustraire les deux équations obtenues.
Apres linéarisation de I’Eq. (7) et sachant la forme de Hj, on obtient I’expression (8).

En remplagant 4 (x,7) = h(x — cit) dans (8) on obtient

9%h 9%h
2 _
S gHy 52 = —gHoF" (z+ (c1 — o)t).

Et la résonance apparait pour ¢; = /gHp.



