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Contexte : La surface libre confére aux écoulements géophysiques un caractere hyperbolique sem-
blable a ce qu’on rencontre en mécanique compressible. Mais dans de nombreuses situations, la surface
est limitée par un toit (riviere souterraine, égout, banquise, ...) ou asservie par la dynamique d’un
objet flottant (icebergs, bouées, systémes houlomoteurs,. .. ). Ainsi en géophysique, I’analyse et la si-
mulation des écoulements partiellement a surface libre soulévent des questions scientifiques originales
de modélisation, d’analyse et de discrétisation qui font I’objet de cette these.

Probléme : L’analyse et la discrétisation des équations de Navier-Stokes ou d’Euler incompressible
a surface libre sont tres complexes et on est souvent amené a s’intéresser a des modeles simplifiés tels
que les équations de Saint-Venant

oh  + 0, (hu) —0, 0
O (hu) + 0y (hu2 + %hQ) = —ghd,z,

ou h(t,x) = n — z est la hauteur du fluide, n(t,z) la cote de la surface libre, z,(x) la cote de la
topographie du fond, g 'accélération de pesanteur et u(t, z) la vitesse horizontale du fluide moyennée
selon la direction verticale. Il s’agit d’un systeme de lois de conservation hyperboliques pouvant étre
complété par divers termes sources (pluie, frottement, viscosité, infiltration, force de Coriolis). Bien que
non-triviale, I’analyse mathématique et numérique des équations de Saint-Venant a été intensivement
étudiée dans la littérature [3]. Lorsque I’écoulement est en charge, la cote de la surface libre est limitée
par la cote du toit zip(z), voir FIGURE 1. La conservation du volume de fluide est alors réduite a
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FIGURE 1 — Ecoulement partiellement en charge

une contrainte comparable & celle de la mécanique incompressible et une nouvelle inconnue p(t, ),
représentant la variation de pression a la surface ) par rapport a la pression atmosphérique, joue le role
de multiplicateur de Lagrange [2]. En suivant les régles d’intégration du modele de Saint-Venant (1),
on obtient
8th + 83; (hu) = 0,
Oy (hw) + 0, (I + £h2) = —hd, (gzb + g) : 2)
h""zbgztop (h+zb_2top)p:0a

avec o la masse volumique du fluide.

Dans le cadre d'un écoulement sous une structure, la cote du toit zip (¢, z) correspond a la surface
inférieure de 'objet et satisfait un modele de dynamique. Plus précisément, pour une bouée flot-
tante soumise a un systeéme de ressort-amortisseur avec pour seul degré de liberté ’axe vertical, on a

Ztop(tv x) - Ztop(()? x) = §(t) —&o et
ME” + C§/ + k(§ B f0) + Mg = fbord immergépdx’ (3>

avec M la masse de la bouée, C le coefficient d’amortissement et k la raideur du ressort.

Difficultés : La principale difficulté du projet réside dans la différence fondamentale entre la mécanique
des écoulements a surface libre, comparable & la mécanique compressible, et la mécanique des écoulements
en charge, comparable a la mécanique incompressible. Les méthodes d’analyse et de résolution numérique



classiques sont tres différentes pour ces deux cadres. Une autre source de difficulté est d’assurer la
conservation d’énergie du systeme couplé fluide/structure. Des méthodes numériques existent pour
chaque partie, fluide ou structure mais nécessitent une discrétisation particuliere des termes d’échange.
Cette propriété de conservation joue un role essentiel dans notre étude. Du point de vue mathématique,
elle sert d’argument de stabilité pour les solutions en temps long. Du point de vue des applications,
Iestimation de I’énergie est primordiale afin d’optimiser les dispositifs de récupération d’énergie ma-
rine.

Etat de I’art : Des travaux existent dans le domaine de I’hydrodynamique navale [4], et des modeles
de Navier-Stokes diphasiques [5]. Ces travaux seront & explorer et a relier aux objectifs de la présente
these.

Programme de recherche : Dans un premier temps, on s’intéressera a l'analyse et la résolution
numérique du modele (2). Le modele sort du cadre des équations hyperboliques du fait de la contrainte
de hauteur maximale. On propose une analyse via un nouveau modele sans contrainte mais en rem-
placant le terme de pression surfacique par un terme de rappel de la cote de la surface libre vers la
cote du toit. L’analyse par cette méthode se décompose en deux étapes, premierement une analyse
asymptotique lorsque le parametre de pénalisation s’annule, puis une analyse du modele régularisé a
l'aide des méthodes classiques pour les équations hyperboliques. Une méthode numérique sera pro-
posée en s’inspirant du modele régularisé introduit pour I’analyse. Une seconde méthode de résolution,
dite de prédiction-correction, consiste a approcher la solution par une étape sans contrainte, puis a
projeter la solution sur ’ensemble des fonctions satisfaisant la contrainte. Dans un second temps, on
s'intéressera a la dynamique de la structure. Les degrés de liberté de la structure seront ajoutés pro-
gressivement et des systémes dynamiques de structures indéformables articulées, tel que le Pelamis?!,
seront également considérés. Des solutions analytiques, en particulier les états stationnaires, seront
construites en suivant la stratégie proposée dans [1] afin de valider la résolution numérique.

Dans la suite de la these, ’étudiant pourra s’orienter vers une complexification du modele afin de mieux
décrire la physique. Plusieurs améliorations pourront étre proposées : prise en compte des effets non-
hydrostatiques a proximité de la structure, prise en compte de la variation de vitesse suivant la verticale
a l’aide d’un modele multi-couche, prise en compte d’une mécanique déformable. L’ouverture vers
d’autres modeles d’écoulement que les équations de Saint-Venant sera envisagée pour un traitement
plus précis de la houle.

Les techniques numériques développées pendant la these seront intégrées dans les outils numériques
de résolution des équations de Navier-Stokes a surface libre développés au LJLL (Freshkiss3d).

Le travail de these s’effectuera au sein d’un groupe de travail contenant notamment les deux encadrants
et également Cindy Guichard et Martin Parisot.
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