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Introduction

Description du probleme

@ On cherche a calculer les valeurs d'une fonction f(x) pour toutes
valeurs de x mais on ne connait pas explicitement f. Par exemple,

e f n’est connue qu'en certains points x expérimentaux.

o f est calculée par un code numérique trés coiiteux.

@ On remplace f par une fonction simple dont I'évaluation est aisée (ex :
utilisation de polynémes, fonctions rationnelles, ...)

@ 2 grandes familles d'approches.

Analyse numérique (Pagora 1A) Approximation de fonctions 29/01/13 - 1/02/13 4 / 64



Introduction

Méthode des moindres carrés

Analyse numérique (Pagora 1A) Approximation de fonctions 29/01/13 - 1/02/13 5/ 64



Interpolation polynémiale
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Méthode des moindres carrés

Description du probleme

@ De quoi dispose t-on?

o Ensemble de données : n points (x;,y;), i=1,...,n

o Fonction modele : f(x,3) avec 3 vecteur contenant m paramétres

@ Objectif : ajuster les paramétres 3 pour que f(x,3) approche au
mieux les données (x;, y;).

o Comment faire? En trouvant les paramétres 3 minimisant

n

SB) =Y (vi—f(x.8)

i=1
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Rappel

La dérivée permet de connaitre les variations d'une fonction (croissance,
décroissance, ...). En particulier, si la dérivée est nulle en un point, la
tangente est horizontale en ce point et donc la fonction ne croit ni ne
décroit (minimum ou maximum).
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Méthode des moindres carrés

Exercice introductif

On dispose de n points (x;,y;), i = 1,...,n et on suppose que la fonction
modéle est de la forme
f(Xy /BO) = BO
Trouver Sy minimisant
n
2
S(Bo) =Y _ (vi — f(i, Bo))
i=1
Approximation de fonctions
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Méthode des moindres carrés

Exercice introductif (correction)

Trouver 3y minimisant

n

S(Bo) =D _ (vi — Bo)?

i=1
Pour cela, on calcule la dérivée de S

n

S'(B) = 2" (v — fh)

i=1

et on résout S’(By) = 0 d'ou

1 n
Bo = nz_;yi

c'est a dire la moyenne des y;.
Approximation de fonctions 29/01/13 - 1/02/13
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Méthode des moindres carrés Méthode générale
Plan

© Meéthode des moindres carrés
@ Méthode générale
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Méthode des moindres carrés Méthode générale

Résoudre le probleme général

La fonction modéle f(x, 3) se régle par m paramétres f31, ..., By, contenus
dans le vecteur 3.

Le minimum d'une somme de carrés

n

SB) =S (i — Fxi. 8))

i=1

se trouve en cherchant ou le gradient de S vaut 0 soit

95(8) _ _ Of (xi, B) -
9Br 22 xi,B)) =7 g5 =0 k=l..m

= un systéme a m équations non-linéaires a résoudre.

= rarement de solutions analytiques.

= méthodes numériques (ex : adaptation méthode du point fixe pour m
variables cherchées).
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Méthode des moindres carrés Régression linéaire

© Meéthode des moindres carrés

@ Régression linéaire
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Méthode des moindres carrés Régression linéaire

Régression linéaire

La fonction modéle est de la forme

f(x,a,b) =ax+b

* données .
11 || === approximation . .

On cherche le minimum de
n

S(a,b) => (yi — axi — b)?

i=1
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Méthode des moindres carrés Régression linéaire

Recherche du minimum

Le minimum de S est atteint pour (a, b) solution du systéme suivant :

0S

ab

i=1

On note X et y les moyennes des valeurs x; et y; :
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Méthode des moindres carrés Régression linéaire

Exercice

Exprimer b en fonction de a, X, ¥ puis exprimer a.
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Méthode des moindres carrés Régression linéaire

Exercice (correction)

b=y —ax

Le systéme est maintenant

YimXil(vi = ¥) — a(xi = X)]
it llyi =) — alxi = X)]

0

Si on multiplie la ligne 2 par X puis on la soustraie a la premiére, on obtient

n

Z(X" —X)[(yi—y)—a(x; —x)]=0

i=1

n

i=1

Y (i =% (vi—Y)

n
Z Xiyi =Xy
i=1

n = n
MU D S
i=1 i=1

Analyse numérique (Pagora 1A)
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20/01/13 - 1/02/13

18 / 64



Méthode des moindres carrés Moindres carrés linéaires

Plan

© Meéthode des moindres carrés

@ Moindres carrés linéaires
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Méthode des moindres carrés Moindres carrés linéaires

Moindres carrés linéaires : généralisation régression linéaire

On suppose maintenant que la fonction modéle est de la forme :

F(x.B) =3 Bedu(x)
k=1

30

* données
m— approximation

On cherche B pour obtenir le minimum de S atteint lorsque

SB) N~y g an (0 B) _
e = 2;(% f(xi, B)) T =0 k=1,....m
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Méthode des moindres carrés Moindres carrés linéaires

Création d'un systéme linéaire a résoudre

Onapouri=1,....,netk=1,...,m:

X = PP — g, )
Posons la matrice et les vecteurs
X X2 ... Xim B1 n
T IR L I
an X.n2 Xr.1m B'm y.n

On a B minimum de S si solution du systéme

(xTx> B=xTy
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Méthode des moindres carrés Moindres carrés linéaires

Exercice

Etablir le systéme (X7X) 8 =XTy.
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Méthode des moindres carrés Moindres carrés linéaires

Exercice (correction)
Etablir le systéme (XTX) B=XTy.
Le minimum de S est atteint pour
S Xu lvi-> 8% | =0 k=1,....m
i=1 j=1
D’ou
S Xuyi=> Xu Y BiXg=> 8| D XuXy k=1,....m
i=1 =1 j=1 j=1 i=1
Et sous forme matricielle,
(xTx) g=xTy
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Méthode des moindres carrés Prise en compte des statistiques d'erreur

© Meéthode des moindres carrés

@ Prise en compte des statistiques d'erreur
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Méthode des moindres carrés Prise en compte des statistiques d'erreur

Mesures expérimentales

En général, les mesures faites sur y; sont entachées d'erreur. Notons o; une
estimation de I'écart-type du bruit qui affecte chaque mesure.

Exemple : On cherche a déterminer la valeur de la résistance R du
composant électronique resistance.

—LED-

Pour cela, on prescrit différentes intensités i (nos x;) a la résistance et on
mesure la tension U par un voltmétre. La loi d’'Ohm nous dit que U = Ri.
Les mesures de tension (nos y;) sont entdchées d’erreur du fait de la
précision du voltmétre (on a par exemple o; = 0.05V ).
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Méthode des moindres carrés Prise en compte des statistiques d'erreur

Prise en compte des incertitudes

Au lieu de chercher & minimiser la quantité

n

S(B) =) (i~ f(x.8))

i=1

on va chercher 3 minimiser

XQ(B) _ Z (y,—f(x,,,@)) = Z w; (y,- — f(X,',B))2

o
i=1 !
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Méthode des moindres carrés Prise en compte des statistiques d'erreur

Exercice

On dispose de n points (x;,y;), i =1,...,n et on suppose que la fonction
modéle est de la forme

f(x, Bo) = Bo
Chaque mesure y; est entdchée d'une erreur dont I'écart-type est estimé a
1
0i = -
Trouver 3y minimisant

n

XP(Bo) = > wi (vi — £(xi, Bo))?

i=1
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Méthode des moindres carrés Prise en compte des statistiques d'erreur

Exercice (correction)

Trouver By minimisant

n

X*(B0) = > wi (yi — F(xi, Bo))°

i=1

La dérivée vaut ,
X% (Bo) = =2 wi (vi — Bo)
i=1

et on résout x2'(59) = 0, d’od

n
§ W;Yi
=1

Bo=——
2w
i=1
moyenne pondérée des y;.
Approximation de fonctions 29/01/13 - 1/02/13
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Interpolation polynémiale
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Introduction : interpolation linéaire par morceaux
Exercice : on dispose de n+ 1 points (x;,y;), i = 0,...,n. On suppose

Xp < X1 < Xn. On construit f fonction d’interpolation entre xq et x,, tel que
les points (x;, y;) soient reliés entre eux par des droites. Exprimer f

approximation
® données
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Interpolation polynémiale

Interpolation linéaire par morceaux (correction)

Exercice : on dispose de n+ 1 points (x;,y;), i = 0,...,n. On suppose
Xp < X1 < Xn. On construit f fonction d'interpolation entre xq et x,, tel que
les points (x;, y;) soient reliés entre eux par des droites. Exprimer f

f(x)= { Y — Wi (x =x;)+yi sur x € [xj,Xit1]
Xi+1 — Xi
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Interpolation polynémiale ENTITSTS
Plan

© Interpolation polynomiale
@ Théorie
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Interpolation polynémiale ENTITSTS

Régularité d'une fonction

@ Dans la nature, la plupart des fonctions rencontrées sont trés
réguliéres.

@ On peut mesurer la régularité d’une fonction par le biais de ses
dérivées. Plus une fonction est différentiable, plus la courbe qui lui est
associée est lisse.

@ Le probléme de I'interpolation linéaire par morceaux est que la
fonction d'interpolation est continue mais n'est pas dérivable.
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Interpolation polynémiale ENTITSTS

Interpolation polynémiale

o Idée (simple) : Trouver un polynéme P(x) passant par tous les points
donnés (x;, y;) donc tel que

P(x;):y,- i:O,...,n

@ Degré d'un polyndme : P est un polynéme de degré k si
P(x) = a0+ a1x + ... + apx avec ax #0

o Existence et unicité de P :

e si k < n, en général pas de solution (moindres carrés)
e si k > n, infinité de solutions
o si k = n, solution unique (sous certaines conditions) => preuve ?
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Interpolation polynémiale ENTITSTS

Résolution d'un systéme linéaire

On cherche un polynéme P de la forme

P(x) = a0+ aix + ...+ apx"

tel que P(x;) = y; pour i =0,...,n.

Pour trouver les ay, il faut résoudre le systéme linéaire suivant

n
1 X0 .- X ap Yo
n
1 X1 ... X dl i
n
1 x, X an Yn
Approximation de fonctions
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Interpolation polynémiale ENTITSTS

Matrice de Vandermonde et unicité de la solution

1 xo X0

1 xp x{
M= .

1 xy X/

Le systéme admet une unique solution si et seulement si la matrice M est

inversible. Or M est une matrice de Vandermonde, elle est inversible si

det(M)= [ (xi—x) #0

0<i<j<n

Le systéme admet une unique solution si et seulement si les x;,
i=0,...,n, sont deux a deux disjoints.
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Interpolation polynémiale Forme lagrangienne

© Interpolation polynomiale

@ Forme lagrangienne
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Interpolation polynémiale Forme lagrangienne

Comment calculer le polynéme d'interpolation

@ La méthode consistant a inverser la matrice de Vandermonde ou de
résoudre le systéme linéaire est coliteuse et instable numériquement
(risque d'explosions numériques artificielles).

@ Pour éviter ces problémes, plusieurs méthodes explicites (sans
résolution de systémes linéaires) existent

o elles évitent de calculer les coefficients ax du polynéme P.

o elles utilisent une autre représentation du polynéme P.
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Forme lagrangienne
Forme lagrangienne du polynéme d'interpolation
On dispose d'un ensemble de n+ 1 points (x;,yi), i = 0,...,n tel que si
i, xi # Xj.

L'interpolation polynémiale sous forme lagrangienne noté L est une
combinaison linéaire

L(x) =D yiti(x)
j=0

de polynémes de Lagrange

n
() X — X X — X X = Xj_1 X — Xj11 X — Xp
i(x) = =
J H B P— PR— . PR— . PR
Xj— Xk Xj— X0 Xj — Xj—1 Xj — Xj+1 Xj — Xp

k=0,k#j

Les polynémes de Lagrange sont de degré n donc L est au maximum de
degré n.
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Interpolation polynémiale Forme lagrangienne

Exemple

On dispose des points (0, 3), (2,1), (4,2), (9,5).

¥, 1,00

100 Vo 00 v T00 LGO

| G données — ¥y

o
T
1
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Interpolation polynémiale Forme lagrangienne

Exercice

Vérifier que L(x;) = y; pour i =0,...,n.
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Interpolation polynémiale Forme lagrangienne

Exercice (correction)

Veérifier que L(x;) = y; pour i =0,...,n.

Pour i #
o Xi—x Xj — X Xj — X, Xj — X,
_ A e o
4(x) = k2 LA 2
ok T Xk X T X0 XX X Xn
et
n
Xj — Xk
Gig)= I 72— =1
Xj — X,
— e k
k=0,k#j
donc

L(xi) =Yy 4i(x) = yi
j=0

Analyse numérique (Pagora 1A)

Approximation de fonctions
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Interpolation polynémiale Phénoméne de Runge
Plan

© Interpolation polynomiale

@ Phénoméne de Runge
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Flemeims i Rungs
Exercice introductif

On considére I'ensemble de points suivants

(+3)-0.(:3)

Que vaut L7

Analyse numérique (Pagora 1A) Approximation de fonctions
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Interpolation polynémiale Phénoméne de Runge

Exercice introductif (correction)

On considére I'ensemble de points suivants

(+4) 09 (:3)

Que vaut L7
Cx(x—=1) 1, 1
lo(x) = = X 5
H(x)=—(x+1)(x—-1)=—-x*+1
Cox(x+1) 1., 1
lo(x) = = X X
D'on o5
L(x) = yo lo(x) + y1 £1(x) + y2 la(x) = —%Xz +1
Approximation de fonctions 29/01/13 - 1/02/13
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Interpolation polynémiale Phénoméne de Runge

Phénoméne de Runge

Considérons la fonction

Fx) = ——

I

Runge (1856 — 1927) a montré que si cette fonction est interpolée aux
points équidistants x; entre —1 et 1

2
X,'Z-l‘i‘(f-].)

— i=0,...,n
n

par un polynéme P, de degré < n alors

lim ( max |f(x) — P,,(X)\) =00
n——+oo \ —1<x<1

Lorsqu'on augmente le nombre de points, on constate que le polynéme se
met A osciller fortement entre les points x; avec une amplitude de plus en
plus grande.

Analyse numérique (Pagora 1A) Approximation de fonctions 29/01/13 - 1/02/13 46 / 64



Flemeims i Rungs
Phénoméne de Runge : illustration

& points — 9 points

— 3 points

11 points — reference
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Interpolation polynémiale ST
Plan

© Interpolation polynomiale

@ Splines
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Interpolation polynémiale ST

Contourner le phénomeéne de Runge?

L'interpolation polynémiale (sous la forme décrite juste avant) n'est pas
toujours bien adaptée a I'approximation de fonctions.

Solutions :

@ Choisir les points x; d'interpolation afin de minimiser les oscillations
du polynéme d'interpolation.

@ Utiliser la méthode des moindres carrés avec k < n.

@ Segmenter : approcher la fonction par des polyndmes par morceaux
(splines).
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Interpolation polynémiale SIS

Interpolation linéaire par morceaux

f(z2)
f(z4)
f(z1)
flxs)

f(zo)

{ ! } ¢
To x T2 z3 T4
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Siihice
Spline cubique

p2(x)

S(x2)L

f(za)+
f(za)+

flx)+
flzo)+
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Siihice
Spline cubique

On dispose d'un ensemble de n+ 1 points (x;,y;), i =0,...,n tel que
Xo < X1 <...Xp.

La spline cubique S interpolant ces points coincide sur chaque intervalle
[xi, xi+1] avec un polynéme p; de degré 3 de la forme :
1! "

S0) = pilx) = fi + £/ (x = i) + o (x = x)? + Zr(x = xi)°

Les coefficients a déterminer sont les f;, f/, £ et £

On a n+ 1 points d'interpolations donc n intervalles [x;, x;11] et 4n
inconnues a déterminer.
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Interpolation polynémiale ST

Conditions naturelles imposées

On veut naturellement que
S(xi) = pi(xi) = yi i=0,...,n—1
S(xi+1) = pi(xit1) = yi i=0,...,n—1
ce qui permet d'assurer la continuité de la spline cubique S.
On a donc 4n inconnues et 2n relations utilisées pour les conditions

usuelles. On se sert des 2n degrés de libertés restant pour imposer que la
spline S soit C.
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Siihice
Conditions C?

Pour que S soit C2 sur [xp, x,], il faut que
S'(xi+1) = Pi(xi+1) = Pig1(xi+1) i=0,...,n=2
S"(xiv1) = pi (xi+1) = pila(Xit1) i=0,....,n=2

On vient d'imposer 2 x (n — 1) conditions, il reste encore 2 degrés de
liberté.

En général, pour terminer on prend S”(xo) = pj(x0) = 0 et
S"(xn) = pli_1(xn) = 0 (splines naturelles) mais de nombreux autres choix
sont possibles.
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Interpolation polynémiale SIS

[llustration
Interpolation de Lagrange (rouge) / Cubic Spline (bleu)
< /
i /
.I
|
| \
w | 1
- | ‘
| {
| |
|
= | |
|
. |
| o S N
Xy |
= / \ \y I
o
I \ \
.—"'! ™~ |
// 5
gl ¥ *
2
T T T
0.0 0.2 04 0.6 i¥]

1.0
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : comment évaluer les coefficients f;, f/, " et £

@ Exprimer pj(x), pi(x) et p/(x) en fonction des f;, f/, f"" et f".

1
@ Montrer a partir de la condition p;(x;) = y; que

fi=y; i=0,...,n—1

© Notons h; = xj11 — x; pour i =0,...,n— 1 et f[x;, xiy1] = y’%’*y’
Montrer & partir de la condition p;(xj+1) = yi+1 que
f‘// "
ﬂ/:f[Xi,X;+1] h_7h2 i:O,...,n—l
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : comment évaluer les coefficients f;, f/, " et £

@ Montrer a partir de la condition p/(xi+1) = p,;(xi+1) que

f1ro_ g
=L 1 j=0,....,n-2
i hi
fIr_f1
© On pose ;' = p;_1(xn). On a donc £”; = =, —"=%. Montrer que
£ — flx:. x; 71h.f”7}h.” P _
i = [X17XI+1] 3 h 6 iTit1 i=0,...,n—1

O Montrer a partir de la condition pj(xi11) = pi,1(xi+1) que
hif!" 4 2(hi 4 hiy1)fl1 + hivaflo = 6(F[xiy1, xiva] — fxi, Xi11])

pour i=0,...,n—2.

Il ne reste plus qu'a imposer fj’ et f, pour obtenir tous les coefficients.
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Siihice
Résumé construction spline cubique (cas splines naturelles)

But : déterminer les 4n coefficients : f;, f/, f" et /", i =0,...,n—1.

e Cas splines naturelles, fy’ = £/’ = 0. Pour obtenir les £ il faut
résoudre le systéme suivant :

2(h0+h1) hy 0 flﬂ
hy 2(/71 + h2) ho 0 2//

0 hn—3 2(hn—3 + hn—2) hn—2
0 hy—2 2(hp—2 + hn-1) fr

3(f[X1aX2] - f[X[)aXl])
3(f[X2,X3] - f[Xl,XQ])
3(f[Xn,1,Xn] - f[an27anl])
La matrice est creuse, le systéme est facile a résoudre numériquement.
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Interpolation polynémiale ST

Résumé construction spline cubique (cas splines naturelles)

@ On a automatiquement f; = y; pour i =0,...,n— 1.

@ On calcule les f/ et £ a partir des formules

ﬂ/:f[xivxi-i-l]_%hif;‘”_éhi A i=0.n-1

fimzu i=0,...,n—1
hi

et on obtient la fonction C? spline cubique S tel que S(x;) = y;
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : correction

@ Exprimer pj(x), pi(x) et p/(x) en fonction des f;, f/, f"" et f".

I

f'.// f'_///
pi(x) = fi+ £/ (x = x) + 5 (x = x)? + T (x = %)

"

PHX) = 1 + £/(x = ) + - (x = xi)?
p(x) = £+ £"(x — x)
@ Montrer a partir de la condition p;(x;) = y; que

fi=y; i=0,...,n—1

1/ "

! i 2 i 3
pi(xi) = fi + £ (xi — xi) + ’?(Xi —x)" + = —x) =f
pi(xi) = yi = fi =y
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : correction

e Notons h,' = Xj+1 — X;j pour i = 07 oo, n = 1 et f[X,',X,'+1] = W
Montrer & partir de la condition p;(xj+1) = yi+1 que
f'// "
fl = flxi, xis1] — h—?h2 i=0,...,n—1
f// f'///
pi(xiy1) = fi +f,-'h;+ h? + 6 b} =y
=yi
1 f///
f'hi = yi1— £ h2 6 4_p3

En divisant par h;, on trouve le résultat.
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : correction

@ Montrer a partir de la condition pj(xi11) = p\,;(xi+1) que
f./” i+ f;
= el T

P;/(Xi+1) = fi// + ff”/hi = f” +1 = P:+1(X'+1)

En divisant par h;, on trouve le résultat.
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : correction

11 _f1

© On pose ;' = p;_1(xn). On a donc £”; = =, —"=-. Montrer que
1 1 .
_f[XhXI—i-l] 3 f _6/7, ,'IJ/rl IZO,...,H—].
£ F1r f” f// _
f}/:f[xi,x;+1]—'?h;—'?h,2—f[X,,XH_l] 7;, _Tlh"

D'ou le résultat.
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Interpolation polynémiale ST

Exercice : correction

© Montrer a partir de la condition pj(xi11) = p,1(xi+1) que
hif!" + 2(hi + hix1)fLy + higa Ly = 6(F[xig1, xip2] — fxi, xit1])
pour i=0,...,n—2.

"

pi(xiv1) = f/ + f'hj + 7/72 fle1 = piva(xir1)

1 i, —f
f[Xf7Xi+1] - 3 f h f/-;-l + f//h + e 2 ’ hi
1 1
= f[X/—l—l,XH—Z] I+1 ,/-1-1 6hi+1 i/—:-Z

En simplifiant, on vérifie le résultat.
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