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1 Introduction

1.1 Contexte
On supposera dans I’ensemble de ce cours qu’on cherche a résoudre un probleme de la forme suivante :

Minimiser J (z., W (z.))

Soumis a &(z., W(z.)) =0 ey

ou J représente une fonctionnelle coiit, z. le vecteur des variables de controle de dimension n et W le vecteur des
variables d’état du systeme. Celui-ci est déterminé par les équations d’état £, considérées comme contraintes pour le
probleme.

Dans le cadre de I’optimisation et du contrdle des écoulements, ce probleme peut designer, par exemple, un probleme
d’optimisation de forme ou de contrdle optimal. Les équations d’état £ représentent alors le systeéme d’équations régissant
I’écoulement, par exemple les équations de Navier-Stokes ou d’Euler et W représente les variables d’écoulement. Pour
donner quelques exemples concréts, un probléme typique en optimisation de forme est la réduction de trainée d’un profil
d’aile. La fonction de cofit prend alors la forme suivante :

ﬂ%W@MzA)ﬁW@WW@MF? @)

ot I représente la forme du profil paramétrisée par les variables de forme x., T le tenseur des contraintes dépendant des
—
variables d’écoulement W, 7 la normale au profil et X la direction de I’écoulement amont. Dans le contexte du contrdle
optimal des écoulements, la fonction de colit prend typiquement la forme suivante :
Ty
2
T (xe, W(x.)) :/ (W(x.) — W*)=dt 3)
T

ou T; et Ty sont les bornes d’un intervalle de temps, pendant lequel on souhaite contrdler les variables d’écoulement IV
pour qu’elles atteignent I’écoulement cible caractérisé par W*. La formulation du probleme (1) est donc suffisamment
générale pour les applications qui nous intéressent.

1.2 Limitation des méthodes classiques

Le probleme (1) est généralement résolu par une approche itérative convergeant vers la solution du probleme x}, les
équations d’état étant vérifées a chaque itération du probleme d’optimisation (i.e. les équations d’état sont résolues pour
chaque vecteur des variables de contrdle x.). A chaque itération k£, un nouveau vecteur des variables de contréle xgkﬂ)
est obtenu a partir de la valeur de la fonction de co(t et de son gradient et éventuellement d’informations collectées sur le
chemin déja parcouru (voir algorithme (1)).

Il existe de nombreuses méthodes d’optimisation basées sur cet algorithme, correspondant a différentes méthodes de
calcul du nouveau vecteur des variables de controle a chaque itération. On peut par exemple citer la méthode de plus

grande descente, pour laquelle :

D = 2P — p VT (2, W(x.)) (4)
ou la méthode de Newton (respectivement quasi-Newton), pour laquelle :
o =2l — p T (e, W) VT (e, W (i) ®)

ol p est un parametre numérique et H la matrice hessienne de la fonction de cofit (respectivement une approximation de
la matrice hessienne) agissant comme préconditionneur. Toutes ces méthodes sont largement détaillées dans des ouvrages
de référence en optimisation numérique[9, 8].

Ces approches ont été appliquées depuis plusieurs années a des problémes d’optimisation de forme et controle op-
timal des écoulements de complexité croissante. Leur emploi a souvent été couronné de succes, ces méthodes dispo-
sant de nombreuses qualités : preuve de convergence, taux de convergence superlinéaire possible (faible nombre d’éva-
luations nécessaire), faible dépendance vis-a-vis de la dimension du probleéme n, prise en compte de contraintes com-
plexes, ...Néanmoins, plusieurs difficultés limitent I’usage de ces méthodes :

e Pour certains problemes, la fonction de colit est non-différentiable par nature ou présente des discontinuités (par
exemple les problemes de type Min Max). Des lors, ces méthode ne peuvent pas étre employées sans aménagement
spécifique.
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Algorithm 1 Algorithme modéle pour les approches classiques

(0) initialisation
choix d’un vecteur des variables de contrdle initial 22
k<0

(1) début de la boucle d’optimisation (itération k)

(2) résolution des équations d’état
obtention de W(:cgk))

(3) calcul de la fonction de colt
obtention de j(xﬁk), W(xgk) )

(4) calcul du gradient de la fonction de colt
obtention de Vj(xgk), W(zgk) )

(5) calcul du nouveau vecteur des variables de contrdle
obtention de 2" 2 partir de j(mgk), W(x,(:k) )) et Vj(xgk), W(zgk)))

(6) fin de la boucle d’optimisation
k—k+1
si convergence atteinte STOP sinon Goto (1)

e Le calcul du gradient de la fonction de cofit peut étre délicat. En effet, celui-ci peut étre évalué par différentes
approches :

Approximation par différences finies.

Ce choix est généralement a proscrire, étant donné le nombre important d’évaluations a réaliser (au minimum
n + 1). En outre, de larges erreurs peuvent apparaitre, dépendant du pas de discrétisation. Un pas trop large
génere une erreur de troncature et un pas trop petit entraine une erreur d’arrondi. Il est & noter que cette approche
est la seule possible lorsque la fonction de cofit est évaluée par I'intermédiaire d’un code de calcul commercial,
dont les sources sont inconnues.

Résolution du probleme adjoint[12].

Cette approche est limitée car elle nécessite 1’écriture d’un algorithme dérivé de celui résolvant les équations
d’état, dont le développement se révele au mieux coliteux en temps humain et au pire délicat a réaliser pour des
problémes complexes.

Calcul par différentiation automatique[5].

Cette approche, consistant a générer automatiquement un code évaluant la différentielle de la fonction de cofit est
expéditive, mais est encore limitée & des problemes (et des codes de calcul) modérément complexes.

e Un bruitage d’erreur, caractérisé par des irrégularités haute fréquence de la fonction de coft, est généralement ob-
servé lorsque la fonction de cofit est évaluée par des méthodes numériques complexes (code de calcul). Des études
ont montré que ce bruitage est amplifié par les méthodes de discrétisation des EDP d’ordres élevés et un critere de
convergence faible. Par suite, ce bruitage peut avoir des conséquences funeste pour I’évaluation du gradient de la
fonction de cofit et mener 1’algorithme d’optimisation a I’échec.

e La fonction de cofit peut présenter de multiples minima locaux. Or les méthodes classiques ne sont pas capables de
détecter et éviter ceux-ci, convergeant vers le premier minimum trouvé, peut-étre caractérisé par une valeur de la
fonction de colit médiocre, en comparaison du minimum absolu.

Ces différents points expliquent pourquoi les méthodes classiques sont souvent écartées pour la résolution de pro-
blemes complexes a visées industrielles. Ces différents arguments justifient donc le développement d’algorithmes ne
reposant pas sur I’évaluation du gradient de la fonction de co(t, ni sur la théorie du calcul des variations. Ces méthodes
sont généralement appelées approches boites noires, bien que ce terme ne signifie nullement qu’on ignore totalement les
caractéristiques du systeme étudié !
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1.3 Classification

Les approches de type boites noires peuvent étre classées en plusieurs catégories :
e Les approches déterministes :

- Les méthodes de type simplexe
Elles consistent a évaluer la fonction de cofit en un ensemble de n + 1 vecteurs des variables de controle (formant
un simplexe dans R™), puis a déplacer cet ensemble dans I’espace des variables de controle selon les résultats
obtenus. Ces approches ont été proposées par Spendley, Hext et Himsworth en 1962[21], étendues par Nelder et
Mead en 1965[16] et revisitées récemment par Dennis et Torczon[6] en 1991.

- Les méthodes de recherche dans une famille de directions
Elles consistent a minimiser successivement la fonction de cofit dans une famille de n directions, par une suite
d’évaluations. Cette approche a été proposée par Rosenbrock en 1960[20] et modifiée par Powell en 1964[17] et
par Swann la méme année[23].

- Les méthodes a surface de réponse
Elles consistent a construire un modele simple de la fonction de cofit, par évaluations de la fonction de coft
correspondant a différents vecteurs des variables de contrdle, puis de minimiser ce modele par une approche clas-
sique. Il ne s’agit pas a proprement parler d’une alternative aux méthodes classiques, mais d’une modélisation de
la fonction de cofit permettant d’utiliser les méthodes a base de gradient.

- Les méthodes d’interpolation
Elles consistent a interpoler localement la fonction de cofit en différents vecteurs des variables de contrdle, puis
a minimiser localement cette interpolation dans une région de confiance. Le résultat permet alors de mettre a
jour les supports de I’interpolation, dans une procédure itérative. Ces méthodes ont été proposées par Winfield en
1973[25], puis revisitées par Powell en 1994[18, 19] et d’autres auteurs récemment([3, 4, 14].

e Les approches stochastiques :

- L’algorithme du recuit simulé
Celui-ci s’appuie sur une analogie avec le phénomene de cristallisation en métallurgie. Ce processus alterne des
cycles de refroidissement lent et de rechauffage (recuit) qui tendent a minimiser 1’énergie du materiau. Cette ap-
proche a été proposée par Aarts et Korst an 1989[1].

- Les algorithmes génétiques
Ils consistent a mimer le processus d’évolution darwinienne, qui tend a produire des individus les plus adaptés
possible a un environnement donné. Holland a proposé cette approche en 1975[11], qui a été popularisée par
Goldberg en 1989[10].

- Les algorithme d’essaim
I1s sont basés sur une analogie avec le comportement collectif d’un groupe d’insectes. Chaque membre du groupe
tend a trouver la meilleure source de nourriture, compte tenu de sa mémoire et des communications venant des
autres membres. Ces algorithmes ont été mis en oeuvre par Kennedy et Eberhart en 1995[13].

Cette classification n’est pas exhaustive, mais regroupe les principales stratégies employées a 1’heure actuelle.

1.4 Calculs paralléles

Les méthodes de type boites noires disposent de moins d’informations que les méthodes classiques, car le gradient
de la fonction de cofit n’est pas employé lors de la progression vers 1’optimum. Par suite, les méthodes boites noires sont
généralement moins efficaces que les méthodes classiques (en terme de nombre d’évaluations), quand celles-ci peuvent
étre utilisées.

En revanche, certaines approches boites noires ont une structure algorithmique adaptée a I’emploi des architectures pa-
ralleles, dans la mesure ot elles ont recours a des évaluations simultanées et indépendantes (instanciations) de la fonction
de coft. Par suite, ces instanciations peuvent étre réparties sur plusieurs processeurs, ce qui se traduit par une réduction
significative du temps de calcul réel. En pratique, les approches boites noires peuvent donc se réveler concurrentielles

5
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avec les approches classiques en terme de temps de calcul. Bien qu’il s’agisse d’un aspect purement informatique, les
stratégies de calcul parallele doivent étre inclues aux reflexions précédant la construction d’un algorithme moderne. Les
deux méthodes analysées dans la suite de ce cours répondent a ces préoccupations.

2 Une méthode déterministe : “Multi-directional Search Algorithm”
2.1 Algorithme basique

La méthode “Multi-directional Search Algorithm” (MSA) développée par Torczon[24], fait partie des méthodes de
type simplexe et a été congue pour une utilisation sur architecture parallele.

Cette méthode consiste 2 déplacer un simplexe de n + 1 sommets dans R” (un triangle dans R?, un tétragdre dans
3, ...), chaque sommet représentant un vecteur de n variables de contrdle. L’algorithme débute par une initialisation,

consistant a générer I’ensemble des sommets du simplexe s(()o), Sgo), ceey 5510), par exemple en perturbant successivement
d’une quantité ¢ les composantes d’un vecteur initial des variables de controle sgo) = xéo) :
0 0 .
sg ) :38)+6ei avec e] = [014y...,0n] i=1,...,n 6)

ol dj; est le symbole de Kronecker. Ensuite, les déplacements du simplexe sont réalisés de maniere a faire décroitre la

fonction de cofit évaluée au meilleur des sommets. A chaque itération k, on suppose que sék) est le meilleur sommet du

simplexe. L’ensemble des sommets du simplexe est déplacé homothétiquement par rapport a s(gk) :

(k) k k)
sg):(1+a)sé)+as§) i=0,...,n @)
avec « généralement pris égal a 1. Ce déplacement est appelé réflexion. En cas de succes, i.e. au moins un des sommets
obtient une valeur de la fonction de cofit inférieure a celle de sék), le simplexe subit alors une expansion, destinée a
poursuivre la recherche dans les directions considérées :

5§k+1) = 'ysz(.k) +(1- ’y)s(()k) 1=0,...,n )]
avec 7y généralement pris égal & 2. Au contraire, en cas d’échec lors de la réflexion, le simplexe subit une contraction, pour

laquelle les sommets se rapprochent du meilleur sommet s(()k) :

sFD = gs™ L (1-8)sP i=0,...,n ©
avec (3 généralement pris égal 2 —1/2. Aprés avoir réalisé une expansion ou une contraction, 1’agorithme débute une

nouvelle itération. Une vue synthétique de la méthode est donnée par I’algorithme (2), tandis que les mouvements dans
2 sont illustrés par la figure (1).

Sngrl)
(k) (k) (1)
o w0 w s
1 S(k) \1 81
-~ Sk D)
// \‘\\\ 1
5§ % s : oo
sékJrl)

FIG. 1 — Exemple des mouvements de réflexion, expansion et contraction dans 2

Le méthode MSA effectue donc une recherche du vecteur des variables de contrle optimales par une suite de n
évaluations simultanées et indépendantes de la fonction de cofit. Ces instanciations peuvent étre réalisées sur une archi-
tecture paralleéle comprenant n processeurs. L’ algorithme résultant effectue donc 2n évaluations de la fonction de cofit par
itération, pour un cofit en terme de temps de calcul de 2 évaluations de la fonction de coiit par itération.

6
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Algorithm 2 Algorithme MSA basique

(0) initialisation

initialisation par perturbation 50 = 50

p 0 +(5€i ’L'Zl,...7n
(0)

%

évaluation de la fonction de coiit en s
k+—0

1=0,...,n

(1) début de la boucle d’optimisation (itération %)

(2) mouvement de réflexion
recherche du meilleur sommet sék)

réflexion : s = (14 a)s” +as® i=0,...,n

iN

évaluation de la fonction de cofit en s(k) =1

i RN )

(3) si amélioration : mouvement d’expansion
expansion : sEkH) = vsgk) +(1— v)sék) i=0,...,n

(k1) . _ 4

évaluation de la fonction de coiit en s, i R )

(4) sinon : mouvement de contraction

contraction : sgkﬂ) = ﬁsz(-k) +(1— ﬁ)s(()k) i=0,...,n
R

%

évaluation de la fonction de cofit en s

(6) fin de la boucle d’optimisation
k—k+1
si convergence atteinte STOP sinon Goto (1)

2.2 Extensions pour le calcul parallele

Si I’utilisateur dispose d’un nombre de processeurs supérieur a n, Torczon propose une extension accélérant encore la
convergence. Cette extension consiste a évaluer simultanément au résultat de la réflexion, les futurs mouvements possibles.
Par exemple, si I’ utilisateur dispose de 3n processeurs, on évalue simultanément les sommets du simplexe apres réflexion,
expansion et contraction, pour un cofit en terme de temps de calcul d’une seule évaluation. Parmi ces évaluations, cer-
taines seront inutiles, car le simplexe effectuera soit une expansion, soit une réduction pour I’itération actuelle. Mais ces
mouvements étant déja évalués, le colt final de I’itération en terme de temps de calcul sera seulement une évaluation.

On peut mé€me étendre encore cette approche, en évaluant systématiquement les m itérations futures possibles simul-
tanément. De nombreuses évaluations fourniront des informations inutiles & 1’algorithme, mais certaines seront utiles et le
temps de calcul sera réduit pour I’ utilisateur.

2.3 Résultat théorique

Contrairement a la plupart des approches boites noires, la méthode posseéde une preuve de convergence. On suppose
que {s(()k)} est la suite des meilleurs sommets du simplexe. On définit le domaine :

L(sy) = {w € R : T (2) < T(s§)} (10)
Pour y € :", on définit le contour :
Cly) ={zeR": J(z) =T (y)} (11)

On note X™* I’ensemble des points stationnaires de 7 dans L(s(()o)) On peut ainsi montrer[6] le théoréme suivant :

Théoréme de convergence de la méthode MSA 2.1 Si L(sgo)) est un compact et 7 est continiment différentiable sur
L(s(()o)), alors il existe une sous-suite de {sék)} qui converge vers % € X*. Par suite, {sék)} converge vers C* = C(x})

C
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dans le sens ou :
lim {inf |58 x||} =0 (12)

k—oo |xzeC*

Ce résultat peut étre obtenu a partir de deux points essentiels : les vecteurs sék) — 35."’) sont linéairement indépendants par

construction. Par suite, au moins un de ces vecteurs n’est pas orthogonal a V.7 (s g )) et produira une direction de descente
si s(() ) west pas un point stationnaire. L’algorithme ne peut donc pas converger vers un point non stationnaire. En outre,
une suite d’itérations avec échecs génere pour chaque direction une recherche unidimensionnelle de type “backtracking”,

ce qui assure le résultat de convergence précédent.

2.4 Synthese

La méthode MSA peut finalement se présenter comme une alternative aux méthodes classiques. Elle permet de s’ af-
franchir du calcul du gradient de la fonction de cofit. Par suite, elle est bien adaptée aux problemes pour lesquels la
fonction de cofit présente un fort bruitage d’erreur. En revanche, elle converge a priori vers un optimum local et n’assure
pas de déterminer I’optimum global de la fonction de cofit.

3 Une approche stochastique : les algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques sont des méthodes stochastiques basées sur une analogie avec des systemes biologiques.
Ils reposent sur un codage des variables en structures chromosomiques et prennent modele sur les principes de 1’évolution
naturelle pour déterminer une solution optimale. Ils ont été initialement développés par Holland [11] et popularisés par
Goldberg[10]. Ces algorithmes sont caractérisés par une grande robustesse et possédent la capacité d’éviter les minima
locaux pour effectuer une optimisation globale.

3.1 Principes

Les algorithmes génétiques s’appuient sur un paradigme darwinien de I’évolution génétique d’une population. Dans
la nature, les individus d’une population se trouvent en compétition, par exemple lors de la recherche de nourriture ou
pour la reproduction. D’apres les théories de I’évolution, les individus les plus adaptés survivent majoritairement et ont
une descendance. Par suite, les caractéristiques génétiques de ces individus sont transmis a la génération suivante, qui voit
potentiellement sa performance augmenter. Le patrimoine génétique de la population s’améliore ainsi de générations en
générations.

Un modele caricatural de cette évolution est mise en oeuvre par les algorithmes génétiques : un procédé de codage
est introduit, de maniere a générer une structure génétique a partir des variables du probléme d’optimisation. On définit
ensuite des opérateurs permettant 1’évolution du patrimoine génétique de la population d’une génération a I’autre. Ces
opérateurs font largement appel & des lois aléatoires. La performance d’un individu, qui détermine sa capacité a survivre,
est liée a la valeur de la fonction de cofit. On peut définir la performance comme I’inverse ou 1’opposé de la fonction
de cofit. La procédure d’optimisation consiste alors a simuler 1’évolution d’une population, durant un certain nombre de
générations, jusqu’a la détermination d’un individu optimal.

La mise en oeuvre de ces algorithmes a montré leur robustesse et leur capacité a déterminer le minimum global d’un
probleme. Cependant, le nombre d’évaluations de la fonctionnelle a effectuer est considérablement supérieur au nombre
d’évaluations requis par un algorithme classique.

3.2 Algorithme historique
3.2.1 Algorithme

Il existe de nombreux algorithmes génétiques, qui sont généralement des variantes de 1’algorithme historique déve-
loppé par Holland[11]. L’ algorithme débute par le choix d’un codage permettant de représenter les variables du probleme
d’optimisation par une structure génétique. Une population initiale est ensuite créée en générant n,,q individus aléatoire-
ment. La performance de ces individus est alors calculée, nécessitant n;,4 évaluations de la fonction de cofit.

A chaque génération, trois opérateurs interviennent, modifiant les caractéristiques génétiques de la population. L’ opé-
rateur de Sélection agit en premier. Son rdle est de choisir les individus de la population qui vont survivre. Le critére
déterminant la sélection est lié a la performance des individus. La population apres sélection compte toujours 7,4 indivi-
dus, certains individus de la population ayant disparu et d’autres ayant été dupliqués. L’ opérateur de croisement intervient
ensuite. Il crée de nouveaux individus en recombinant le patrimoine génétique de la population. Pour cela, les individus

8
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sont appariés aléatoirement, chaque couple de parents créant deux enfants par un échange partiel de chromosomes. A la fin
de I’étape de croisement, la population compte 7,4 individus enfants. Enfin, 1’opérateur de mutation crée de nouveaux
individus en introduisant de nouvelles caractéristiques génétiques dans la population des 7,4 enfants. Certains chromo-
somes sont perturbés aléatoirement, de manicre a explorer I’espace de recherche. L’ algorithme se poursuit alors avec une
nouvelle génération.

Cet algorithme historique est illustré par le schéma algorithmique 3 et les différentes étapes sont décrites dans les
paragraphes suivants.

Algorithm 3 Algorithme génétique historique

(0) initialisation
choix d’un codage
génération aléatoire de n;,4 individus
k1

(1) évaluation de la population ( génération k)
calcul de la performance des 1,4 individus

(2) sélection
détermination de n;,q survivants

(3) croisement
création de n;,q4 enfants & partir des survivants

(4) mutation
modification de certains enfants

(5) mise a jour
k «— k+ 1 Goto (1)

3.2.2 Codage

Les algorithmes génétiques different des autres méthodes d’optimisation car ils utilisent un codage des variables de
controle, plutot que les variables de contrdle elles-mémes. Le codage désigne le processus qui transforme les variables de
contrdle en un chromosome.

e = [(Te)1, ()2, - - oy (Xe)n] € R — [a1, a9, ..., a] (13)

Les éléments contituant le chromosome sont les génes . Ils appartiennent & un ensemble appelé alphabet. L’algorithme
historique emploie un codage binaire qui s’appuie sur 1’alphabet {0, 1}, pour des raisons qui apparaitront plus tard.

Le codage binaire suppose en pratique la définition d’un intervalle admissible pour les variables de contrdle et une
discrétisation de cet intervalle. Pour chaque variable de controle réelle (x.);, on définit une limite inférieure l;"f et une
limite supérieure /" au domaine de variation. En supposant que la discrétisation fournisse une précision de N£* chiffres
significatifs, le nombre de génes nécessaire au codage de la variable (z.); est le plus petit entier [; vérifiant :

(P — Iy < 2l -1 (14)

Un chromosome étant constitué des génes associé€s a chaque variable de controle mis bout a bout, le nombre total de genes
d’un chromosome, caractérisant un individu et un point dans 1’espace de recherche est alors :

[ = Zli (15)

La transformation d’un chromosome en variables réelles peut se faire de maniere naturelle par la relation :

pee et Lo
i Y 2 (i) (16)

ipit=1
9
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ol Ch(ip;+) représente la valeur binaire, 0 ou 1, du géne 4+ associé a la variable (z.);. On considere pour illustration un
exemple simple, comprenant deux variables de contrdle. Les données sont les suivantes :

=0, 1§ =7 N=0

: , A7)
Iinf = 2. 5" =13. N&® =0
Grace a la relation 14, on détermine le nombre de genes nécessaires au codage de chaque variable.
h=3 la=4 (18)

Un chromosome est donc caractérisé par [ = 7 génes. On considere, par exemple, le chromosome [1001101] et on cherche
a connaitre les variables réelles qui lui sont associées, en appliquant la relation 16. La premicre variable est caractérisée
par le début de chaine [1001101] et correspond a la valeur

()1 =0.+1.(2°x 1 +2' x0+2% x0) = 1. (19)
La seconde variable est caractérisée par la fin de la chaine [1001101] et a pour valeur

()1 =—2.+1.(2°x 142" x1+22x0+23x 1) =9. (20)

3.2.3 Opérateurs génétiques

Apres avoir défini un codage, une population initiale de 7,4 individus est générée aléatoirement. Chaque individu
est caractérisé par un chromosome comptant [ génes et représente un point de 1’espace de recherche. L’initialisation de la
population peut donc étre réalisée simplement en effectuant n;,q X [ tirages au sort binaires, de maniere a générer n;,q
chromosomes. Le tirage aléatoire doit avoir une loi de probabilité uniforme, de fagcon a obtenir une occupation homogene
de I’espace de recherche.

A chaque génération, on évalue la performance de chaque individu de la population, ce qui nécessite 1,4 évaluations
de la fonction de coflit. Pour un probléme de minimisation, la valeur opposée ou inverse de la fonction de cofit peut
étre choisie. Ensuite, des opérateurs font évoluer les caractéristiques génétiques de la population, de maniere a explorer
I’espace de recherche et favoriser les caractéristiques des meilleurs individus pour les générations futures.

Sélection Le role de I’opérateur de sélection est de filtrer la population de maniére a conserver les individus possédant
de “bonnes” caractéristiques génétiques. La seule mesure dont on dispose de la qualité d’un individu est sa performance,
liée a la valeur de la fonction de cofit. Il semble donc naturel de sélectionner les individus pour lesquels la valeur de la
fonction de colt est la meilleure et d’éliminer les autres. Néanmoins, cette approche doit étre appréhendée avec précaution,
puisqu’on souhaite conserver pour les générations suivantes les meilleures caractéristiques génétiques et pas seulement les
meilleurs individus. Un individu peut en effet avoir certains génes présents dans la solution optimale mais une performance
médiocre, et son élimination serait néfaste. Cependant, les individus ayant une bonne performance sont plus susceptibles
de posséder les bons génes. On prend ainsi conscience de la notion de pression de sélection. Si la pression est trop
forte, seul un petit nombre d’individus excellents survivent et la convergence de 1’algorithme risque d’étre prématurée,
conduisant a un optimum local. Si la pression est trop faible, peu d’individus médiocres sont éliminés a chaque génération
et la progression de la population est lente. En pratique, les opérateurs doivent tenir compte de cette notion de maniere
équilibrée.

I’algorithme historique emploie un opérateur appelé sélection par roulette. Celle-ci simule le fonctionnement d’une
roulette de jeux pour déterminer les individus a sélectionner. A chaque individu correspond une portion de la roue et un
lancer de roue est simulé par un tirage aléatoire. On sélectionne alors I’individu dont la portion de roue est désignée. On
effectue n;,q lancers, de maniere a sélectionner n;,q individus. Par conséquence, certains individus disparaissent de la
population, tandis que d’autres sont dupliqués. Pour que la sélection soit efficace, les individus possédant la meilleure
performance doivent étre préférentiellement sélectionnés. On utilise donc une roulette “truquée”, la portion alouée a
chaque individu étant choisie proportionnellement a sa performance. La probabilité p; pour un individu ¢ de performance
fi d’étre sélectionné est :

- @)
Zj:l i
Un exemple de sélection par roulette pour quatre individus est fourni par le tableau 1.

10



Meéthodes sans gradient pour I’optimisation et le contrdle R. Duvigneau

individu | performance | probabilité portion
1 0.565 0.18 0—0.18
2 0.628 0.20 0.18 — 0.38
3 0.377 0.12 0.38 — 0.50
4 1.571 0.50 0.50 — 1.00

No tirage | résultat aléatoire | individu sélectionné
1 0.354 2
2 0.879 4
3 0.567 4
4 0.157 1

TAB. 1 — Exemple de sélection par roulette

Croisement L’opérateur de croisement génére de nouveaux individus a partir des chromosomes des individus sélection-
nés. Un échange partiel des chromosomes entre individus est réalisé, produisant donc de nouveaux individus, correspon-
dant & de nouveaux points dans 1’espace de recherche. Cependant, aucun gene nouveau n’est introduit dans la population.
Par suite, cet opérateur effectue seulement une redistribution des genes. Les individus sélectionnés possédant certaines
caractéristiques génétiques intéressantes, on tente de recombiner celles-ci a travers 1’opérateur de croisement.

Lors de cette étape, les individus sont groupés par paire de parents de maniere aléatoire. On réalise ensuite un échange
partiel des chromosomes avec une probablilité p., généralement proche de 1’unité. Une forte probabilité favorise I’échange
d’informations, mais augmente le risque de perdre de bonnes combinaisons.

L’algorithme historique emploie une technique appelée coupure a un point. Il consiste a choisir aléatoirement un point
de coupe sur les deux chromosomes parents, puis a échanger les genes a partir de ce point de coupe pour obtenir deux
nouveaux individus enfants. La figure (2) illustre un croisement a un point.

!
parent1 1101001011 (1101101100|  enfant1
! I

1 — ;
parent2  |0001101100] (0001001011  enfant2

point de coupe

F1G. 2 — Exemple de croisement a un point

Mutation Le role de la mutation est d’introduire de nouvelles caractéristiques génétiques, ou de les réintroduire, en
modifiant quelques genes des individus enfants. Pour chaque géne de chaque enfant, une permutation est réalisée avec
une probabilité p,,. Cette valeur est généralement faible, de maniere a ne pas transformer 1’algorithme en une simple
recherche aléatoire. La mutation permet d’explorer 1’espace de recherche aléatoirement et de réintroduire certains genes
qui ont disparu au cours des générations.

3.3 Quelques résultats théoriques

Les méthodes décrites précédemment sont particulierement séduisantes car elles reposent sur des techniques simples
et des analogies plaisantes et intuitives. Il est en effet confortable de penser qu’il suffit de mimer la nature pour résoudre
élégamment un probleme d’optimisation. Cependant, une analyse rigoureuse est nécessaire pour comprendre les méca-
nismes mis en jeu par les algorithmes génétiques, et par la suite percevoir leurs points forts et leurs faiblesses. Quelques
résultats théoriques sont fournis dans les paragraphes suivants. On introduit la notion de schémas, qui a permis a Holland
[11] de construire les premiéres bases théoriques, notamment le théoréme fondamental des algorithmes génétiques. On
constate ensuite qu’un premier résultat de convergence peut étre facilement obtenu par application du théoréme du point
fixe de Banach[15].
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3.3.1 Théoreme des schémas

Notion de schémas Au vu des opérateurs intervenant dans 1’algorithme génétique historique, on suppose intuitivement
que I’algorithme cherche a combiner les “bons” génes présents dans la population. Pour étudier le devenir de quelques
genes en particulier, Holland [11] introduit la notion de schémas, en ajoutant a 1’alphabet utilisé pour le codage un symbole
*, prenant une valeur quelconque de I’alphabet. Si on considere un codage binaire a [ genes, un schéma est constitué
de [ symboles appartenant a I’ensemble {0, 1, x}. Par exemple, [01 x 1] est un schéma a I = 5 symboles, incluant
les chromosomes [01001], [01011], [01101], [01111]. Si on considére un codage binaire & I génes, il existe 3! schémas
possibles. Un chromosome particulier appartient & 2! schémas, puisque chacun de ses génes peut étre remplacé par le
symbole *. Par conséquent, une population comptant 7,4 individus contient entre 2 et n2! schémas, selon la diversité de
la population.

De maniére a qualifier un schéma, on introduit deux propriétés : la longueur 6(H) d’un schéma H est la distance
séparant le premier et le dernier géne fixé. Par exemple, le schéma H = [x1 x x1] a pour longueur 6(H) = 3. L’ordre
o(H) d’un schéma H est le nombre de génes fixés. Pour I’exemple précédent, 1’ordre est o( H) = 2.

Par la suite, on examine la maniere dont ces schémas sont propagés de générations en générations a travers les opéra-
teurs génétiques.

Le théoreme fondamental des algorithmes génétiques [11] quantifie la croissance de la représentation d’un schéma
donné au cours des générations. On considére un schéma H, de longueur §(H) et d’ordre o(H). On examine I’effet
des opérateurs de sélection, croisement et mutation de I’algorithme génétique modele sur ce schéma. On s’intéresse plus
particulierement a 1’évolution du nombre m(H, t) de représentants de ce schéma a la génération ¢.

Sélection L action de I’opérateur de sélection est relativement simple dans le cas d’une sélection par roulette, pour
laquelle la probabilité de sélection d’un individu est proportionnelle a sa performance. D’apres 21, sachant que 1,4
lancers de roulette sont effectués et que m(H, t) représentants du schéma H sont présents dans la population, 1’espérance
du nombre de représentant du schéma apres sélection m(H,t') est :

B(m(H.#)) = m(H, )it 22)

Nind
Zj:l i
ol f(H) est la performance moyenne des représentants du schéma. En introduisant la performance moyenne de la popu-
lation f, on obtient :

E(m(H,t")) = m(H, t)@ (23)

f
On en déduit que le nombre de représentants d’un schéma apres sélection augmente si la performance moyenne de ses
représentants est supérieure a la performance moyenne de la population, le taux de croissance étant le rapport des per-
formances. Si on suppose en outre que la performance moyenne des représentants d’un schéma reste au dessus de la
performance moyenne de la population d’une quantité ¢ f avec ¢ constant, on a :

fref _
f

E(m(H,t')) = m(H, 1) (1+c)m(H, 1) (24)
Par suite, le nombre de représentants croit de maniere exponentielle. L’effet de I’opérateur de sélection est tradition-
nellement résumé par I’idée suivante : il alloue un nombre exponentiellement croissant (respectivement décroissant) de
représentants aux schémas dont la performance moyenne des représentants est supérieure (respectivement inférieure) a la
performance moyenne de la population.

Croisement Pour étudier I’impact de I’opérateur de croisement sur la représentation d’un schéma, on suppose qu’un
croisement a un point est utilisé. Avec cette hypothese, tout représentant d’un schéma pour lequel le point de coupe est
positionné entre deux genes fixés est détruit (par souci de simplification, on ignore le cas ol deux individus représentant
le méme schéma se croisent). Par exemple, le schéma [1 x x0x] sera détruit si le point de coupe intervient entre le premier
et le quatrieme gene. Finalement, la probabilité p,. qu’un représentant d’un schéma survive au croisement dépend de la
longueur du schéma. Parmi les [ — 1 positions de coupe, il existe §(H) positions provoquant la perte du représentant du
schéma. Par suite, la probabilité de survie prend la forme :
S(H)

e=1-—= 2
Dsc 1 (25)

12



Meéthodes sans gradient pour I’optimisation et le contrdle R. Duvigneau

Sachant que le croisement est effectué avec une probabilité p., I’espérence du nombre de représentants d’un schéma H
apres sélection et croisement est :
f(H) 6(H)

En(H,1") 2 m(H, )T (1= pep=y) 26)
Le résultat fournit une borne inférieure du nombre de représentants car on a considéré uniquement I’effet destructeur de
I’opérateur. L’effet combiné des opérateurs de sélection et croisement est facilement interprétable : la représentation d’un
schéma croit exponentiellement, d’un facteur dépendant de la performance moyenne de ses représentants et de la longueur
du schéma.

Mutation On examine maintenant les effets de I’opérateur de mutation. Pour qu’un schéma survive a 1’opérateur de
mutation, il faut que tous les genes fixés demeurent inaltérés. La probabilité de survie d’un geéne étant 1 —p,,,, la probabilité
qu’un représentant d’un schéma d’ordre o(H ) survive est :

pse = (1= pm)° = 1 — p,0(H) 27)

Il faut noter que, 1a encore, seul 1’effet destructeur de 1’opérateur de mutation est pris en compte.

Théoréme fondamental des algorithmes génétiques 3.1 L’espérence du nombre de représentants d’un schéma H dis-
posant de m(H, t) représentants & la génération ¢ est en premiére approximation :
H
Blm(H.t + 1) = m(H,0 L 1 -

Par suite, les schémas courts, d’ordre faible, de performance au dessus de la moyenne voient leur nombre de représentants
augmenter exponentiellement au cours des générations.

S(H)

71 — pmo(H)) (28)

Interprétation et discussion Le théoréme fondamental permet de mieux appréhender le comportement des algorithmes
génétiques : plutdt que de chercher une bonne combinaison de genes, ils simplifient le probleme en cherchant & combiner
les schémas courts, d’ordre faible, de performance au-dessus de la moyenne, généralement surnommés briques construc-
tives (building blocks).

Pour expliquer le succes d’une telle approche, Holland [11] met en avant le nombre important d’informations traitées
par les algorithmes génétiques a chaque génération. Bien que la population inclue entre 2! et n2! schémas a chaque géné-
ration, tous ne sont pas traités de maniere utile car certains sont détruits. Néanmoins, Holland montre que les algorithmes
génétiques sont capables de traiter effectivement un nombre de schémas de I’ordre de 3 a chaque génération. Ce nombre
est largement plus important que le nombre d’évaluations n. Cette propriété est appelée le parallélisme implicite. Bien
qu’un faible nombre de structures soit évalué, un nombre important d’informations en est retiré et utilisé.

Cette analyse milite pour I’ utilisation de 1’alphabet binaire, qui posseéde la plus faible cardinalité possible et permet la
représentation du plus grand nombre de schémas par individus. En effet, un individu représente 2! schémas parmi les 3!
schémas possibles pour le codage binaire. Pour un codage de cardinalité K, un individu représente 2¢ schémas parmis les
(K + 1)! schémas possibles.

Le théoréme fondamental permet également de déterminer les probleémes dont la résolution est délicate par les algo-
rithmes génétiques. Il s’agit des probleémes ne vérifiant pas 1’hypothese de combinaison des briques constructives, pour
lesquels la combinaison des schémas courts, d’ordre faible, et de performance au-dessus de la moyenne conduit a des sché-
mas peu performants. on parle alors du phénomene de déceptivité. Cette qualification est peu intéressante en pratique car
on ignore si le codage choisi conduit a un probleme cohérent avec 1I’hypothese de combinaison des briques constructives.
Elle met néanmoins en lumiere I’influence critique du codage dans le succes ou 1’échec d’un algorithme génétique.

De nombreuses critiques a ce théoréme ont été formulées, soulignant qu’il ne décrit le fonctionnement d’un algorithme
génétique que de maniere tres grossiere. Notamment, seuls les effets destructeurs des opérateurs sont comptabilisés, il ne
prend pas en compte la variance de la performance parmis les représentants du schéma considéré et tous les schémas
représentés par un individu n’ont pas tous la méme performance.

3.3.2 Théoréme du point fixe

Un résultat de convergence peut étre facilement obtenu en appliquant le théoreme du point fixe de Banach, pour un
algorithme génétique légerement modifié. On rappelle tout d’abord le théoreme du point fixe de Banach :
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Théoréme du point fixe de Banach 3.1 Soit (F, d) un espace métrique completet f : E — E une application contrac-
tante. Alors il existe un point fixe unique 2* € E pour f. De plus , quel que soit z(9) € F, la suite {=(*)} définie par
D = £(2(*)) converge vers z*.

Une application f est contractante de E dans lui-méme s’il existe A €]0, 1] vérifiant d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) pour
tout (z,y) € E2. On applique ce théoréme a un algorithme génétique modifié en construisant un espace métrique dont les
éléments sont les populations. On montre alors que 1’algorithme converge vers une population unique, quelle que soit la
population initiale.

Soit E I’ensemble des populations possibles de taille 7;,,4. On définit sur £ la distance d : £ x E — R telle que :

SiP1:P2

0
d(Pr, o) = { |1+ M — Eval(P,)| + |1 + M — Eval(P,)| sinon

(29)

ol Eval() représente la performance moyenne de la population et M une limite supérieure a la performance de chaque
individu. On peut facilement établir que (E, d) est un espace métrique. En outre, il est complet puiqu’il est de dimension
finie.

On montre que le passage d’une génération a une autre est une application contractante pour un algorithme modifié.
On considere un algorithme pour lequel toute nouvelle génération doit présenter une performance moyenne meilleure que
celle de la génération précédente. Si ce n’est pas le cas, on recommence au début de la génération courante et on génere
une nouvelle population par les opérateurs génétiques jusqu’a vérifier cette condition. On peut montrer dans ces conditions
que le passage d’une génération a une autre est une application contractante. En effet, on vérifie alors Eval(f(Py)) >
Eval(Py) et Eval(f(P2)) > Ewval(Pz) ou f est I’application permettant de passer d’une génération a la suivante. Par
suite :

d(f(P1), f(2)) =1+ M — Eval(f(P1))| + |1 + M — Eval(f(P2))]
< |14 M — Eval(Py)| + |1 + M — Eval(Py)| (30)
< d(P1, P)

Par suite, on peut appliquer le théoréme du point fixe de Banach, qui prouve que la suite des populations converge vers une
population unique, quelle que soit la population initiale. Cette limite est le point fixe unique de 1’application qui permet
le passage d’un génération a une autre. Or, une population uniforme dont les individus correspondent au minimum de la
fonction de cofit est clairement ce point fixe (seule une population uniforme constituée d’individus optimaux ne peut pas
générer une nouvelle population de valeur supérieure au sens de Eval(), quels que soient les opérateurs génétiques). Ce
théoréme permet donc de prouver la convergence d’un algorithme génétique modifié vers 1’optimum global.

3.4 Lafamille des algorithmes génétiques

L’ algorithme historique présenté précédemment est une analogie naturelle simple a mettre en oeuvre. Son analyse en
terme de schémas propose une description intuitive de ses mécanismes qui aident a sa compréhension. En outre, une 1égere
modification de celui-ci permet d’aboutir a une preuve de convergence vers 1’optimum global du probleme étudié.

Cependant, la mise en oeuvre pratique de cet algorithme, trés général et robuste, met en évidence des taux de conver-
gence généralement médiocres et des résultats variables selon les problemes étudiés. En effet, il permet de s’attaquer a
des problémes d’origines treés variées, mais est souvent mal adapté a la résolution d’un probleme particulier. Cette consta-
tion a motivé le développement de nouveaux opérateurs, plus adaptés a la résolution de certains problémes, donnant ainsi
naissance a la famille des algorithmes génétiques. Quelques unes de ces améliorations sont décrites dans les paragraphes
suivants. Elles conduisent a des algorithmes génétiques “modernes”, mieux adaptés aux problémes qui nous intéressent
dans le contexte de la mécanique des fluides.

3.4.1 Codage

Codage Gray Le codage, bien qu’il soit une simple conversion du systéme de variables, est important dans la mesure
ot il influe sur le comportement de 1’algorithme. En effet, un mauvais choix de codage peut entrainer le phénomene de
déceptivité décrit précédemment. Cependant, il est difficile, voire impossible de connaitre a priori les qualités d’un codage
donné pour un probléme spécifique.

Néanmoins, le codage binaire choisit pour I’algorithme historique est généralement un choix médiocre. Pour s’en
convaincre, il suffit de constater que deux chromosomes variant d’un unique gene peuvent fournir deux valeurs des va-
riables de contrdle tres éloignées. Pour exemple, on considére le codage binaire des entiers entre 0 et 7 : [000] [001]
[010] [011] [100] [101] [110] [111]. On constate que les valeurs 3 et 7, ou 1 et 5 correspondent & des chromosomes dont
un seul gene differe. Par suite, deux variables de contrdle treés proches pourront avoir des représentations génétiques tres
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différentes. Cette caractéristique est généralement néfaste a la résolution d’un probleme présentant certaines propriétés de
régularité.

On peut facilement améliorer le codage binaire en introduisant un codage de type Gray. Une caractéristique de ce
codage est que deux valeurs adjacentes ne different que d’un seul gene. L’ algorithme permettant de transformer un codage
Gray en codage binaire est fourni par le schéma algorithmique 4. Le codage Gray des entiers entre 0 et 7 devient : [000]
[001] [011] [010] [110] [111] [101] [100]. L utilisation d’un codage Gray est généralement bénéfique, pour la plupart des
problémes dont les variables de contrdle sont réelles.

Algorithm 4 Transformation d’une chaine Gray (gx)k=1.....n en binaire (bg)r=1,....n

.y

(0) initialisation
chaine Gray (gx)k=1,...n
k«—1
last «— 0

(1) transformation du géne k
si (g, = 1) alors
si(last =0) by <+ 1
sinon by, < 0
sinon by, + last
last < by

(2) mise a jour
k «— k + 1 Goto (1)

Codage réel Une autre solution pour avoir une représentation génétique proche du probléeme d’optimisation réel est
d’employer le codage réel qui consiste a prendre comme chromosome le vecteur des variables de contrdle. L’ alphabet
a alors une cardinalité infini et le chromosome est le plus court possible (sa longueur est la dimension du probleme
d’optimisation n). Chaque gene a pour valeur la composante du vecteur des variables de controle qui lui est associé. Ce
choix semble peu judicieux d’apres I’analyse en terme de schémas (cf le nombre de schémas représentés par un individu),
il a néanmoins montré de bons résultats en pratique. Notamment, le parallélisme implicite décrit précédemment ne dépend
pas de la cardinalité du codage.

3.4.2 Opérateurs

Mise a I’échelle La sélection par roulette a deux inconvénients : tout d’abord, elle permet de traiter uniquement des
problémes pour lesquels la valeur de la performance est positive. Ensuite, elle peut avoir un mauvais comportement lorsque
la performance de la population est tres hétérogeéne, ou tres homogene[10]. Il survient fréquemment durant les premieres
générations qu’un individu soit beaucoup plus performant que le reste de la population. Dans ce cas, cet individu a une
probabilité d’étre sélectionné tres forte et de nombreuses copies seront présente dans la population future, ce qui risque
de provoquer une uniformisation rapide de celle-ci et une convergence prématurée. Au contraire, lorsqu’on est proche de
la convergence, I’écart des performances dans la population est faible. Dans ce cas, les individus ont presque la méme
probabilité d’€tre sélectionnés et I’évolution de la population est lente.

La sélection par roulette est donc généralement utilisée avec une mise a 1’échelle des performances des individus [10].
On introduit une performance modifiée f/ qui dépend linéairement de la performance brute f :

ff=af+0b 3D

Les coefficients a et b sont déterminés a chaque génération de maniere a conserver la performance moyenne de la po-
pulation et fixer un écart entre cette moyenne et la meilleure performance f),,... La figure (3) illustre ce procédé. Ce
changement d’échelle permet de controler la répartition des probabilités de sélection et par conséquent de maitriser la

pression de sélection de 1’opérateur.

Partage Lorsqu’une fonction de colit compte plusieurs optima de performances équivalentes, il serait souhaitable de
voir s’établir plusieurs sous-populations, chacune tendant vers un optimum. L’algorithme modele ne permet pas cette évo-
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F1G. 3 — Mise a I’échelle

lution [10] car il suffit qu’un optimum apparaisse historiquement légerement meilleur que les autres pour attirer progressi-
vement la population entiere vers lui : lorsque plusieurs individus performants sont regroupés a proximité d’un optimum,
il existe une probabilité importante qu’ils survivent et qu’ils se croisent entre eux. Par suite, la génération suivante voit
un nombre d’individus croissant au voisinage de cet optimum. Ce phénomene empéche la formation de sous-populations
stables, la sous-population possédant les meilleurs individus étant sans cesse croissante, jusqu’a élimination des autres
sous-populations. De maniere a conserver un équilibre entre les sous-populations et maintenir la diversité a chaque gé-
nération, la technique de partage se propose d’handicaper les groupes d’individus trop proches. On introduit a cette fin
une fonction de partage qui décroit avec la distance d;; séparant deux individus ¢ et j. Une forme standard de fonction de
partage est :

dij .
Sh(dw) =1- 7j S1 dij S o (32)

0 sinon

La distance d;; peut étre considérée dans I’espace des variables de controle ( espace phénotypique ), dans I’espace des
chromosomes ( espace génotypique ) ou encore dans I’espace R des performances ( espace objectif ), suivant les applica-
tions. Le coefficient o permet de controler I’extension du partage au sein de la population. La performance f; de I’individu
1 intervenant habituellement lors de la sélection est modifiée en :

Fo— i
tY Sh(di)

Cette performance modifiée est inférieure ou égale a la performance initiale et est d’autant plus réduite qu’un individu pos-
séde des voisins proches. Par conséquent, les individus isolés conservent leur performance initiale, tandis que les individus
groupés autour des optima voient leur probabilité de sélection réduite. En pénalisant ceux-ci, on favorise I’émergence et
le développement d’autres sous-populations.

(33)

Sélection par tournois L’origine des inconvénients de la sélection par roulette provient du choix d’accorder une proba-
bilité de sélection proportionnelle a a la performance. Pour éviter les conséquences de ce choix, ou I’ utilisation d’une mise
a I’échelle, la sélection par tournois fait intervenir le rang, ou le classement, des individus plutdt que leur performance.
On attribut a chaque individu un rang, en les classant par ordre décroissant de leur performance. Plus un individu est
de rang faible et plus il a une forte probabilité d’étre sélectionné. La sélection est donc déterminée par comparaison des
performances plutdt que par la valeur de la performance elle-méme.

La sélection par tournois consiste a simuler n;,4 tournois, un individu étant sélectionné a chaque fois. A chaque
tournoi, on prend au hasard 7, participants parmi la population. Le participant ayant le rang le plus faible est alors sé-
lectionné. Le choix du nombre de participants permet de contrdler la pression de sélection : plus le nombre de participants
est élevé, plus la pression est forte. Un exemple de sélection par tournoi a deux participants est donné par le tableau 2.

Elitisme La notion d’élitisme est introduite de maniére a préserver la structure du meilleur individu a chaque génération.
Ainsi, I’élitisme empéche qu’un individu particulierement performant disparaisse au cours de la sélection, par manque de
“chance”, ou que ses “bonnes” combinaisons soient brisées par 1’opérateur de croisement ou mutation

L’élitisme permet de remédier a ce probléme. Apres évaluation de la performance des individus a une génération ¢
donnée, le meilleur individu de la génération ¢ — 1 est réintroduit dans la population si aucun des individus de la génération
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individu | performance | rang participants (aléatoire) | individu sélectionné
1 0.565 3 1 3 1
2 0.628 2 1 2 2
3 0.377 4 3 4 4
4 1.571 1 2 3 2

TAB. 2 — Exemple de sélection par tournoi

t n’est meilleur que lui. Par cette technique, 1’évolution de la fonction de coflit est monotone. On peut montrer que I’élitisme
améliore généralement la performance de 1’algorithme lorsque la fonction de coiit possede un unique optimum, mais peut
la dégrader lorsque de nombreux optima sont présents. Cette technique favorise finalement la recherche locale.

Croisement uniforme Lors d’un croisement uniforme, chaque géne des individus enfants est créé en copiant le géne
correspondant d’un parent, choisi grace a un masque. Pour chaque couple de parents, un masque binaire est généré
aléatoirement. Pour chaque geéne, lorsque le masque a pour valeur 1, le géne du premier enfant est la copie du gene
du premier parent. Lorsqu’il a pour valeur 0, le géne du premier enfant est la copie du géne du second parent. La figure
(4) illustre cette méthode.Cet opérateur de croisement favorise les recombinaisons complexes de génes entre les individus
appariés.

parent1 1101001011 10001101010/  enfant 1
parent2  |0001101100) (1101001101  enfant2
masque  |0011001110]

F1G. 4 — Exemple de croisement uniforme

Croisement heuristique Cet opérateur a été congu pour tirer parti du codage réel et essayer d’améliorer la recherche
locale en s’inspirant des méthodes de descente. Pour cela, étant donné deux parents caractérisés par des vecteurs des
variables de controle x! et 22, de performances f; et fo supposées ordonnées dans I’ordre décroissant, on génere deux

— —
enfants en effectuant une translation issue de ., de direction 22z} et de longueur p||z2z!|| ol p € [0, 1] est un parametre
—

aléatoire. I’opérateur est illustré par la figure (5). On espere ainsi que la direction 2z est localement une direction de

descente et que les enfants auront une performance supérieure a celle de leurs parents.

Mutation non-uniforme La mutation binaire n’étant pas adaptée a un codage réel, un nouvel opérateur est créé pour

ce codage. C’est en outre 1’occasion d’introduire un parametre permettant de mieux contrdler la mutation. Le geéne ¢

ayant pour valeur la i-¢me composante du vecteur des variables de controle (z..);, celle-ci est modifiée par mutation de la

maniere suivante :

(xc); — { (mc)i + (lfup - (l‘()l) P (1 - %)B S? rand =1
(-Tc)i - ((Ic>1 - lznf) P (1 - %)B sirand =0

ol rand est un tirage aléatoire binaire, décidant du signe de la perturbation, p € [0, 1] est un tirage aléatoire, décidant de
I’amplitude de la perturbation. Le dernier terme assure une décroissance de celle-ci au cours des générations, t représentant

(34)

F1G. 5 — Croisement heuristique
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la génération actuelle et 7' le nombre maximal de générations. 3 est un parametre numérique généralement pris égal a deux.
Cet opérateur de mutation permet donc d’obtenir de larges perturbations durant les premieres générations, favorisant le
recherche globale, puis des perturbations plus faibles lors des dernieres générations, favorisant la recherche locale.

3.5 Optimisation multicritére

Les algorithmes génétiques sont une véritable philosophie de résolution plus qu’un n-iéme optimiseur. Par suite, ils
sont mieux adaptés a la résolution de certains problémes qu’un simple optimiseur. L’optimisation multicritére est un
exemple typique pour lequel les algorithmes génétiques apportent une méthodologie originale et innovante.

Tout au long des chapitres précédents, on cherchait a atteindre un point optimal selon un critére unique. Cependant,
dans le domaine des sciences de 1’ingénieur, 1’optimalité est rarement définie par un seul critére. Ainsi, il existe généra-
lement un ensemble d’indications, devant étre intégrées lors des prises de décision. Le but des paragraphes qui suivent
est de décrire les différentes approches destinées a traiter un probleme multicritere, et souligner 1’apport des algorithmes
génétiques dans ce domaine.

3.5.1 Définitions

Probléme Un probleme d’optimisation multicritere consiste a optimiser simultanément plusieurs fonctions de coit,
représentant chacune un critere de décision. Formellement, le probléme peut s’écrire :

minimiser J (z) = (J1(x), ..., Tp(z)) z € R (35)

Les fonctions de colt Ji(z), ..., Jp(z) ne possedent généralement pas un minimum commun. En conséquence, on ne
peut généralement pas déterminer une solution unique a un probléme multicritére. La solution est composée d’un ensemble
de points représentant des compromis entre les différents criteres.

Optimalité au sens de Pareto De maniére a préciser la nature des points solution, on est amené a définir le concept de
dominance. Un point = domine un point y si 2 est aussi performant que y pour tous les critéres et est strictement meilleur
pour au moins un critere :

zl domine 22 < i Ji(xl) < Ji(z?) et J;(x}) < Tj(2?) Vi #i (36)

Lorsqu’on résout un probléme d’optimisation multicritére, on cherche a obtenir I’ensemble des points non-dominés, appelé
front de Pareto. En effet, ces points ne sont pas comparables entre eux, dans la mesure ol il n’est pas possible de déterminer
dans cet ensemble un point dominant un autre. IIs représentent donc des compromis entre les différents criteres. Pour
illustrer cette notion, on considére 1’exemple a deux critéres représenté par la figure (6). Le point 2} est dominé par z° et
domine z2. En revanche, il n’est ni meilleur ni pire que (22 et 2. Finalement, 1’espace objectif peut étre réparti en trois
zones : la zone en gris foncé correspond aux points qui dominent x2, celle en gris clair aux points dominés par x., la zone
blanche représentant les points indifférents. Un exemple de front de Pareto est donné par la figure (7).

3.5.2 Meéthode des pondérations

Les algorithmes étudiés dans les chapitres précédents ne peuvent prendre en compte qu’une unique fonction de cofit.
Pour traiter un probléme multicritere, 1’idée vient naturellement de construire une fonction de cofit composite, représenta-
tive des différents critéres, puis de la minimiser a I’aide d’un des algorithmes déja décrits. Une approche classique consiste
a introduire une pondération des différents criteres :

p p
minimiser Jpona = » wiJ; > wi =1 (37)

i=1 i=1

Le choix des pondérations détermine I’'importance relative des criteres, chaque optimisation permettant de déterminer un
point du front de Pareto. Outre le fait que de nombreux calculs doivent étre réalisés pour obtenir une représentation du
front, cette méthode a un inconvénient majeur : certains points du front de Pareto ne peuvent pas étre atteints lorsque le
front n’est pas convexe. Pour mettre en évidence ce phénomene, on considere le cas a deux parametres exposé a la figure
(8), pour lequel on cherche & minimiser la fonction de colit J = w1 J1 + w2 J2. En écrivant /o = —5—;& + w%J, on
constate que le point atteint par la minimisation se situe au point de tangence du front et de la droite de pente s = — z—;,
dont I’ordonnée a 1’origine des abscisses est la plus faible possible. Par conséquent, pour toute pondération appliquée,
les points du front sur la figure (8) entre 2 et 2 ne peuvent étre obtenus par cette méthode. Lorsque s < sz, les points
atteints se situent a gauche de z2 et lorsque s > so, ils sont a droite de 3. les points de la partie concave du front ne
peuvent pas étre atteints. Cette approche se révele finalement tres limitée dans son champ d’application.
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3.5.3 Approches génétiques

Contrairement aux algorithmes déterministes limités a la méthode des pondérations, les algorithmes génétiques se
prétent tout particulierement a 1’optimisation multicritere, dans la mesure ou la solution du probleme est composée d’un
ensemble de points. Différentes stratégies ont été développées, pour lesquelles I’opérateur de sélection est modifié afin
de tendre vers une population répartie le long du front de Pareto. On décrit dans ce cours I’approche “Non-Dominated
Sorting Genetic Algorithm” (NSGA)[22].

Cette méthode propose d’attribuer aux individus une performance biaisée, dépendant de la distance qui les sépare du
front de Pareto. A chaque génération, avant sélection, la population est classée par fronts. Les individus non-dominés
constituent le front 1. Parmi les individus restants, les non-dominés forment le front 2, et ainsi de suite ... Un exemple
est donné par la figure (9). Ensuite, une performance biaisée est attribuée a chaque individu, dépendant du front auquel
il appartient. Les individus constituant le premier front se voient attribuer une méme performance élevée. Ensuite, une
stratégie de partage entre les individus du front est réalisée, suivant la distance qui les sépare dans 1’espace phénotypique.
Cette mesure favorise la diversité et permet 1’étalement de la population le long du front de Pareto. Les individus du
second front sont ensuite traités de la méme maniere, avec une performance initiale inférieure a la plus basse performance
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attribuée dans le front précédent. La procédure se poursuit ainsi jusqu’a ce qu’une performance biaisée soit associée a
chaque individu de la population. La sélection s’opere ensuite par un processus classique, en considérant comme critére
la performance biaisée. Cette méthode est particulierement simple a intégrer a un algorithme unicritére, puisqu’il suffit
d’insérer la procédure d’attribution de la performance biaisée.

3.6 Synthese

Les algorithmes génétiques représentent une philosophie de recherche générale, robuste, capable de traiter des pro-
blémes présentant de nombreux optima locaux et des problemes multicriteres. Ils souffrent néanmoins d’une difficulté a
aborder des problemes réels et nécessitent un nombre d’évaluations de la fonction de colit trés important.

4 Applications

Les méthodes décrites précédemment sont mises en oeuvre pour deux problémes typiques en optimisation et contrdle
des écoulements : I’optimisation de forme d’une aile 3D en régime transsonique (équations d’Euler) et I’optimisation des
caractéristiques d’un jet synthétique pour le contrdle du décrochage d’un profil (équations de Navier-Stokes instationnaires
en moyenne de Reynolds).

4.1 Optimisation de forme d’une aile en régime transsonique

On souhaite optimiser la forme d’une aile 3D réaliste pour un régime transsonique (M, = 0.83). Ce cas test est défini
précisément dans [2]. Les variables de contrdle sont au nombre de vingt et la fonction de cofit est une fonction composite
des coefficients de portance C, et de trainée C'p :

J = o + 10* max(0,0.999 — &) (38)
CDO Lo
C1, et Cp, représentent les coefficients de portance et trainée pour un profil correspondant au NACA 0012, utilisé comme
forme initiale pour 1’algorithme déterministe. Le but de I’optimisation est donc de diminuer la trainée en conservant une
portance fixe a 0.1% pres. Les variables de I’écoulement sont obtenues par résolution des équations d’Euler (discrétisation
MUSCL, reconstructions TVD, intégration temporelle par méthode de Newton) sur un maillage non structuré d’environ
30 000 noeuds.

Cet exercice est mené en utilisant la méthode MSA et divers algorithmes génétiques. On compare notamment les
résultats obtenus a partir d’un codage réel et un codage binaire (120 genes), pour différents opérateurs de sélection et
croisement et différentes probabilités de mutation. La population compte 60 individus.

&—= binary - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.05 &—= binary - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.05
16 ©—o binary - tournament -1 pt cross. - pm=0.05 &—o binary - roulette wheel - Ipt cross. - pm=0.005
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F1G. 10 — Influence de I’opérateur de sélection F1G. 11 — Influence de la probabilité de mutation

Les figures (10 - 13) montrent la réduction de la fonction de colit au cours des générations pour les algorithmes
génétiques testés. On considére comme algorithme génétique de référence 1’ algoritme historique (codage binaire, sélection
par roulette, croisement a un point) avec p. = 0.95 et p,,, = 0.05. Sur les figures, la ligne pointillée représente le niveau
atteint par la méthode MSA.
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La figure (10) montre que le choix d’une sélection par tournoi, avec une pression de sélection plus faible, est préjudi-
ciable. Ce résultat est certainement dii au fait que la contrainte de portance dans la fonction de cofit est sévere et exige une
sélection élevée pour éliminer les formes qui violent la contrainte. La figure (11) illustre I’influence de la probabilité de
mutation : une probabilité trop élevée peut Etre néfaste, dans la mesure ou la recherche aléatoire domine 1’algorithme au
dépend de la recombinaison des bons individus. La figure (12) montre que de meilleurs résultats peuvent étre obtenus en
utilisant un codage binaire. L’influence de la mutation est alors cruciale : une probabilité plus élevée favorise la recherche
globale durant les premieres génération et la recherche locale durant les dernieres générations. Enfin, la figure (13) montre
I’intérét du croisement heuristique, inspiré des méthodes de descente, pour améliorer la recherche locale.

&—= binary - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.05
&—o float - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.1
= float - roulette wheel - heuristic cross. - pm=0.1

&—= binary - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.05
= float - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.05 — 1%
+— float - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.005
&—o float - roulette wheel - 1 pt cross. - pm=0.1
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F1G. 12 — Influence de la probabilité de mutation pour F1G. 13 — Influence de 1’opérateur de croisement pour
un codage réel un codage réel

La figure (14) montre une comparaison des résultats obtenus par le meilleur des algorithmes génétiques testés et la
méthode MSA, en terme de temps de calcul normalisé (rapport du temps de calcul global sur le temps de calcul d’une
analyse). L’algorithme génétique a été executé sur 60 processeurs (1;,4) et la méthode MSA sur 20 processeurs (n). On
constate que la méthode MSA converge vers un optimum local, tandis que 1’algorithme génétique atteint un optimum
de meilleure valeur. L’effort de calcul est considérablement supérieur pour 1’algorithme génétique, qui nécessite 12000
évaluations de la fonctionnelle contre 4000 pour la méthode MSA.
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F1G. 14 — Comparaison méthodes MSA - AG

Les figures (15 - 16) comparent les formes obtenues a la base et a I’extrémité de I’aile. On constate que méme si
les formes ont des caractéristiques similaires, elles sont fort différentes. Ce qui prouve que 1’algorithme génétique a été
capable de trouver une région de I’espace de recherche correspondant a de meilleures performances (recherche globale),
tandis que la méthode MSA a convergé vers la premiere région optimale trouvée (recherche locale). Les formes optimales
sont caractérisées par un affinement du profil et une modification de la forme de 1’extrados au niveau de I’onde de choc.
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Les figures (17-19) représentent le nombre de Mach pariéral pour la forme initiale et les formes optimales trouvées
par la méthode MSA et I’algorithme génétique. On constate que la réduction de trainée a portance constante se traduit en
grande partie par la réduction de I’intensité de I’onde choc générée sur 1’extrados. Pour chaque forme optimale trouvée,
des différences significatives sont néanmoins observées en ce qui concerne les écoulements, ce qui n’est pas étonnant au
vu des caractéristiques de formes optimales.

4.2 Optimisation d’un jet synthétique pour le contrdle du décrochage

On s’intéresse dans ce paragraphe a 1’optimisation des caractéristiques d’un jet synthétique (fréquence, intensité,
direction) pour le contrdle du décrochage d’un profil NACA 0012. Seules trois variables de controle sont donc considérées.
Les variables d’écoulement sont obtenues par résolution des équations de Navier-Stokes instationnaires en moyenne de
Reynolds, pour un écoulement incompressible (couplage SIMPLE, schémas du 2nd ordre en temps et espace) avec une
modélisation de la turbulence de type proche paroi (modele £ — w SST). Le maillage compte environ 90 000 moeuds.
La fonction de cofit est I’opposé du coefficient de portance moyen au cours du temps. Chaque simulation est menée sur
un intervalle de temps assez long pour que les effets transitoires disparaissent. On réalise une optimisation pour plusieurs
incidences du profil, dans le but de repousser I’angle de décrochage et augmenter la portance maximale du profil. Des
précisions pourront étre trouvées dans [7].

Etant donné la quantité importante de calculs a mener (calculs instationnaires), seule la méthode MSA a été testée.
La figure (20) montre 1’évolution du coefficient de portance en fonction de 1’incidence sans jet, pour un profil avec un
jet et des parameétres initiaux (tirés d’expériences) et avec un jet et des parametres optimisés. Les variations représentent
I’amplitude de la portance au cours du temps. On constate que la portance maximale a été considérablement augmentée
durant I’optimisation (+32% par rapport au cas initial). En outre, le comportement linéaire du coefficient de portance est
conservée jusqu’au décrochage, qui a été repoussé de 18° a 22°. Les figures (21-22) représentent les lignes de courant a
I’instant de portance maximale pour les parametres initiaux et optimisés. On observe que I’optimisation des caractéris-
tiques du jet permet d’obtenir un écoulement pour lequel le décollement se produit plus en aval et les zones de décollement
sont plus réduites que pour les parametres initiaux.
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F1G. 20 — Evolution du coefficient de portance en fonction de I’incidence, sans jet (gauche), avec jet et des parametres
initiaux (centre), avec jet et parametres optimisés (droite)

FIG. 21 — Lignes de courant a I’instant de portance maximale pour les parametres initiaux

F1G. 22 — Lignes de courant a I’instant de portance maximale pour les parametres optimisés
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5 Conclusion

Les approches de type boites noires sont aujourd’hui utilisées dans de nombreux domaines. Elles sont intéressantes
lorsque les méthodes classiques utilisant le gradient de la fonction de colit ne peuvent étre utilisées ou fournissent des
résultats médiocres (convergence locale). Les méthodes boites noires sont caractérisées par une grande robustesse et la
capacité de réaliser une optimisation globale pour les approches stochastiques. Elles ont une structure leur permettant
d’utiliser les architectures paralleles, ce qui leur permet de rester compétitives en terme de temps de calcul.

Parmi celles-ci, les algorithmes génétiques représentent une philosophie de recherche tres générale, offrant la possi-
bilité de résoudre des problemes avec de nombreux optima locaux ou multicriteres. Malgré les modifications apportées
a I’algorithme historique, ils ont encore des difficultés a s’adapter a des problemes réels, notamment ceux présentant
de nombreuses contraintes. Un autre inconvénient pratique des algorithmes génétiques est le nombre important de pa-
rametres & définir pour aboutir & un algorithme performant. Récemment, de nouvelles approches, comme les stratégies
d’évolution[15], qui tentent de dépasser les limitations des algorithmes génétiques en introduisant d’avantage de flexibilité
dans leur définition, ont obtenu des résultats prometteurs.
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