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Avant-propos

Ces vingt-cinq dernières années, on a assisté à une extraordinaire explosion du
calcul scientifique et de ses applications, dont l’impact dans différents milieux indus-
triels a largement dépassé le cadre des études amont [26]. Onpeut se demander quels
ont été les progrès scientifiques et techniques, ou même ceuxliés à la technologie des
ordinateurs qui ont permis de telles avancées.

Toutes disciplines applicatives confondues, la remarquable montée en puissance
des super-calculateurs, et aujourd’hui des stations de travail, constitue un élément
incontestable. Cependant, les progrès de l’analyse numérique peuvent légitimement
revendiquer une part aussi grande du mérite dans ce résultat.

En « Mécanique des Fluides Numérique », de nombreux progrès ont été réalisés
grâce aux schémas d’approximation de type « volumes finis » ous’en inspirant, per-
mettant de résoudre de manière quasi-systématique la question de la conservativité
pour les problèmes hyperboliques non linéaires, et la gestion beaucoup plus générale
des maillages non structurés, élément clé de l’impact en milieu industriel [35]. Les di-
vers « solveurs de Riemann » approchés aujourd’hui quasiment construits à la carte en
fonction de l’application envisagée, contribuent également à qualifier le calcul scienti-
fique comme outil majeur d’aide à la modélisation, et plus généralement à la validation
des grands projets de « R & D » (recherche et développement), un thème resté central
tout au long du projet européen Hermès, par exemple.

Parallèlement, les progrès des techniques d’approximation ont encouragé le déve-
loppement d’algorithmes performants pour la résolution des grands systèmes linéaires
ou non linéaires qui résultent de la discrétisation d’équations aux dérivées partielles
(EDP) de la physique ou de l’ingénierie. Ces algorithmes sont de plus en plus « im-
plicites » et généralisent dans un sens de plus en plus large le concept de « précon-
ditionneur ». A ce titre, on doit citer lesméthodes implicites d’intégration pseudo-
temporelle, notamment celles de type «Defect-Correction» qui ont certaines pro-
priétés de convergence indépendante du maillage, lesalgorithmes multigrilles, dont
le coût théorique peut être proportionnel au nombre de degrés de liberté du problème
discret, et lesméthodes par décomposition de domaine. Si l’assise théorique des mé-
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thodes multigrilles est désormais solidement bâtie, notamment dans un cadre varia-
tionnel [66], les méthodes multidomaines, bien qu’antérieures à l’origine, bénéficient
aujourd’hui d’un regain d’intérêt, particulièrement en mécanique des structures et des
fluides [61] [62] [63] [14], grâce au calcul parallèle [83] [11] [32] [39] [1] [2] [56].
Ces diverses approches ont entre elles des liens très étroits, comme l’indique plusieurs
travaux récents dont [23] [9] [75].

Ces progrès en potentiel de résolution ouvrent la voie d’un champ élargi non seule-
ment dans les disciplines spécialisées de l’ingénierie et comme outil d’aide à la mo-
délisation, mais aussi en optimisation et en couplage multi-disciplinaire.

Cet ouvrage vise l’apprentissage de l’étudiant en analyse numérique ou de l’ingé-
nieur en calcul scientifique aux algorithmes multigrilles et aux méthodes de résolution
par décomposition de domaine. On y adopte le point de vue de l’algèbre linéaire et
de l’analyse de Fourier. On a cherché à mettre en évidence lesphénomènes numé-
riques essentiels par l’analyse de modèles simplifiés le plus souvent linéaires. Plus de
quarante exercices sont proposés avec leurs corrigés complets incluant de nombreuses
illustrations. On pense ainsi permettre au lecteur moins averti de contrôler graduelle-
ment son assimilation du cours, notamment en l’alertant surcertaines difficultés que le
praticien rencontre dans la mise en œuvre d’une expérimentation numérique ou l’ana-
lyse des observations faites dans son déroulement.

On a inclus un chapitre présentant des applications récentes de méthodes multi-
grilles en mécanique des fluides. Les calculs que l’on y présente ont été réalisés à
l’INRIA Sophia-Antipolis au sein du Projet SINUS et on remercie leurs auteurs d’avoir
autorisé leur reproduction partielle.

On espère ainsi que l’ouvrage sera utile à la pédagogie des méthodes, ainsi qu’à
son utilisation par les praticiens.

L’auteur tient à remercier vivement les Professeurs G. Dhatt et O. Pironneau pour
leurs conseils, ainsi que ses collègues de l’INRIA, en particulier A. Dervieux, H.
Guillard, L. Hascoët et S. Lantéri et plus généralement tousles membres passés ou
actuels du Projet SINUS, R. Peyret à l’Université de Nice et J. Périaux de Dassault
Aviation, dont les commentaires scientifiques ont été très appréciés. Les étudiants de
l’Université de Nice–Sophia-Antipolis qui ont « rodé » le cours ont beaucoup contri-
bué aussi et ils en sont ici chaleureusement remerciés. R. Savalle a créé l’environne-
ment informatique pour l’élaboration du manuscrit ; je le remercie sincèrement ainsi
que P. Maleyran et C. Mercier pour leur aide dans la finalisation du document. Enfin,
l’auteur souhaite témoigner de l’efficacité des services éditoriaux d’Hermès, ainsi que
de son appréciation des encouragements de S. Gazel.

Nice, le 7 septembre 1998
Jean-Antoine Désidéri



Chapitre 1

Introduction

1.1. Aspects du calcul scientifique

Le traitement d’un problème de calcul scientifique présentegénéralement les prin-
cipaux aspects suivants :

Modélisation physique

Le physicien ou l’ingénieur associe à une description qualitative d’un phénomène
physique un modèle mathématique quantitatif dit « modèle physique » ou « modèle
continu » qui consiste très souvent en un jeu d’équations auxdérivées partielles (EDP)
soumis à des conditions aux limites (CL), initiales (CI) ou mixtes. Dans certains cas
plus complexes, des équations ou inéquations d’autre nature (algébrique, intégrale,
etc.) peuvent être adjointes à ce jeu sous la forme de contraintes supplémentaires.
Dans ce cours, on considère presqu’exclusivement le cas du «problème aux limites »
suivant : Au = f (1.1)

dans lequelA symbolise un opérateur aux dérivées partielles elliptiqueet linéaire, etf est une fonction donnée. La fonctionu désigne la solution exacte de ce modèle
continu.

Au chapitre 6, consacré à certaines applications en mécanique des fluides, on
considérera notamment des opérateurs plus généraux.
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Etude mathématique du modèle continu

Le « mathématicien appliqué » cherchera à « débroussailler »le problème en iden-
tifiant le cadre mathématique dans lequel l’existence, l’unicité et les propriétés essen-
tielles de la solution peuvent être établies, au moins pour un modèle simplifié. Cet
aspect relève de l’analyse fonctionnelle.

Construction et analyse d’une approximation discrète

En général, la solution exacte du modèle continu appartientà un espace de dimen-
sion infinie (généralement un sous-espace deL2), et on sait rarement la représenter
formellement au moyen d’un nombre fini de paramètres. En conséquence, pour se
ramener à un problème de dimension finie résolvable sur ordinateur, on construit un
système discret algébrique dit « modèle numérique » ou « modèle discret » qui ap-
proche l’EDP (et les CL/CI) dans un certain sens :Ah uh = fh (1.2)

Dans cette équation, uh = 0BBB@ u1u2
...uN 1CCCA (1.3)

est le vecteur desN inconnues ou « degrés de liberté » associés à la représentation
approchée de l’inconnue sur une discrétisation du domaine spatial dite « maillage »
ou « grille »Mh. L’indice h qui réfère à cette discrétisation, est un paramètre, parfois
appelé « maille », caractéristique de la finesse du maillage,tel que le pas d’espace�x
dans le cas d’un problème unidimensionnel uniformément discrétisé. Dans le cas où
plusieurs grilles seront considérées, on les distinguera par cet indice.Ah est lamatrice d’approximation(dimensionN �N ).fh est un vecteur connu contenant la discrétisation de la fonction f et/ou des
termes reflétant les conditions aux limites.

Parmi les méthodes d’approximation les plus classiques, notons les différences,
volumes ou éléments fini(e)s, les méthodes spectrales et certaines méthodes probabi-
listes (méthodes de Monte-Carlo). On renvoie à d’autres cours pour une description
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détaillée des méthodologies possibles d’approximation.Quelle que soit l’approche uti-
lisée, l’analyste numéricien cherchera à démontrer (dans un cadre simplifié) laconver-
gence de l’approximation, c’est-à-dire le fait que la solution du problème discretuh
a pour limite, au sens d’une norme appropriée, la solution duproblème continuu
lorsque la maille tend vers 0 ou lorsque le nombre de degrés deliberté tend vers l’in-
fini (dans tout sous-domaine du calcul) :limh!0 uh = u (1.4)

Cet aspect relève aussi de l’analyse fonctionnelle.

Résolution du problème discret

Une fois le système discret construit et justifié, il convient d’élaborer un algo-
rithme de résolution de ce système sur ordinateur. Si le système algébrique est linéaire
et bien conditionné, ce qui sous-entend notamment un nombremodéré de degrés de li-
berté, une inversion directe par élimination de Gauss est envisageable. Dans tout autre
cas, on aura recours à une méthode itérative (Jacobi, Gauss-Seidel, GMRES, Newton,
etc.) permettant de construire une suite infinie {unh} (n = 0; 1; :::) d’estimations
deuh. L’analyste numéricien s’attachera alors à prouver laconvergence itérativede
l’algorithme de résolution : limn!1 unh = uh (h fixé) (1.5)

Il cherchera également à évaluer la performance en coût, dite efficacité de l’algo-
rithme. Cette tâche consiste à établir la relation entre le coût (entemps calcul ou en
nombre d’opérations élémentaires) et la tolérance sur le degré de convergence itéra-
tive. Un problème distinct mais voisin est celui du contrôledes erreurs d’arrondi. Ces
questions relèvent principalement de l’algèbre linéaire et l’analyse de Fourier discrète.

Adaptation aux architectures et validation des logiciels

Il s’agit ici d’aspects de nature informatique. Cependant aujourd’hui, dans le cas
de problèmes « dimensionnants », c’est-à-dire proches des limites de la puissance de
calcul disponible, la disponibilité d’ordinateurs vectoriels et/ou parallèles oriente sys-
tématiquement le choix ou la construction même de l’algorithme de résolution.
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Dépouillement des résultats, CAO et synthèse

Le responsable du projet établira une synthèse des résultats contenant notamment
une analyse critique des options prises concernant les aspects précédents.

Un point mérite d’être souligné : si ces différents aspects du problème viennent
d’être présentés selon une logique séquentielle, en pratique, dans le cas d’un grand
projet pour lequel des développements mais aussi de la recherche sont nécessaires,
la « solution » ne peut être atteinte que par une coopération interactive des différents
experts intervenant. Par exemple, le modèle physique n’estpas forcément arrêtéa
priori : l’étude mathématique peut révéler une insuffisance du modèle proposé initia-
lement. En outre, la résolution numérique qui a plus facilement le potentiel de prendre
en compte des modélisations fines hors de portée de l’analysemathématique, est un
atout majeur pour guider le choix du modèle nécessaire et/ousuffisant. Il est clair
également que le choix de la méthode d’approximation est conditionné par celui de la
technique de résolution, lui-même guidé par les caractéristiques de l’ordinateur utilisé.
Enfin, l’analyse critique des résultats conduit généralement à une deuxième campagne
d’étude dans laquelle les choix méthodologiques sont affinés.

Dans cet ouvrage, on supposera que des modèles continu et discret bien posés ont
été construits, et on se focalisera sur l’analyse de certaines techniques de résolution.
Afin de rendre l’exposé aussi concret que possible, on examinera presque toujours le
cas particulier du modèle discret unidimensionnel que l’onprésente dans la section
suivante, avant de discuter des différentes formes d’erreur introduites dans les phases
successives de la mise en œuvre d’un problème.

1.2. Modèle discret fondamental unidimensionnel

Le « problème de Poisson » constitué de l’« équation de Laplace » (ici avec second
membre), ��u = f (u 2 H1(
) ; f 2 L2(
)) (1.6)

soumise à des conditions de Dirichlet,u = g (sur@ 
) (1.7)

fournit un prototype couramment utilisé dans l’analyse desproblèmes aux limites.
Dans le cas d’une seule variable d’espacex, si les conditions aux limites sont homo-
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gènes, ce prototype se réduit au suivant :�uxx = f (0 < x < 1)u(0) = u(1) = 0 (1.8)

que nous considérerons comme le « modèle continu unidimensionnel fondamental ».

La discrétisation par différences finies centrées de ce modèle unidimensionnel sur
un maillage uniforme :xj = j h ; h = �x = 1M + 1 (j = 0; 1; 2; :::;M + 1) (1.9)

est très classique :�uj�1 + 2uj � uj+1h2 = fj (j = 1; 2; :::;M)u0 = uM+1 = 0 (1.10)

Le système discret qui en résulte lorsqu’on rassemble ces équations linéaires a la
forme indiquée en (1.2) dans laquelle la matrice d’approximationAh a la structure
tridiagonale suivante :Ah = 1h2 TridDD (�1; 2;�1) = 1h2 0BBBBB@ 2 �1�1 2 �1

. . .
. . .

. . .�1 2 �1�1 2
1CCCCCA (1.11)

où l’indice «DD » affecté au symbole de matrice tridiagonale a pour but de rappeler
que l’on a supposé des conditions aux limites de Dirichlet aux 2 limites du domaine
spatial [-1,1] de l’étude.

Au chapitre 2, on examinera les propriétés spectrales des opérateurs de différences
finies dans de nombreux cas. Sans attendre certains résultats généraux, dans le but
d’illustrer certaines notions grâce au modèle fondamentaldiscret unidimensionnel, on
établit dès à présent la diagonalisation de la matrice d’approximationAh de (1.11) par
le théorème suivant :
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Théorème 1.1(Diagonalisation du modèle discret fondamental unidimensionnel)

La matrice d’approximation tridiagonaleAh, explicitée en (1.11), qui est associée
au modèle discret fondamental unidimensionnel, (1.10), admet la diagonalisation sui-
vante : Ah = 1h2 Sh �h S�1h (1.12)

où la matriceSh est orthogonale et symétrique (donc involutive) :S�1h = STh = Sh = fSj;mg (1.13)

la matrice�h est diagonale :�h = 0BBB@ �1 �2
. . . �M 1CCCA (1.14)

et l’on a précisément : Sj;m = p2h sin j�m�m = 2� 2 cos �m(j;m = 1; 2; :::;M) (1.15)

où : �m = m�M + 1 = m�h (1.16)

est communément appelé« paramètre de fréquence».

DÉMONSTRATION: vérifions d’abord que la matriceSh définie dans l’énoncé du théo-
rème est une matrice orthogonale. Pour cela, notonsS(m) déf= (Sj;m) (j;m = 1; 2; :::;M) (1.17)

ses vecteurs colonnes et vérifions qu’ils sont 2 à 2 orthogonaux et de norme eucli-
dienne égale à 1. On calcule donc le produit scalaire suivantpour tout couple d’indices



Introduction 17(m; `) (m; ` = 1; 2; :::;M ) :(S(m); S(`)) = MXj=1 S(m)j S(`)j= MXj=1 Sj;m Sj;`= 2h MXj=1 sin j �m sin j �`= h MXj=1 �cos j (�m � �`)� cos j (�m + �`)�= h (Cm�` � Cm+`)
(1.18)

où l’on a posé pour tout indicek :Ck déf= MXj=1 cos j�k (1.19)

On pose également : Sk déf= MXj=1 sin j�k (1.20)

et Ek déf= MXj=1 exp (ij�k) = Ck + iSk (1.21)

Il vient, pour�k 6= 0 [mod2�] :Ek = exp (i �k) M�1Xp=0 exp (pi�k)= exp (i �k) 1� exp (Mi�k)1� exp (i�k)= exp�i(M + 1)�k2 � sin M�k2sin �k2 (1.22)

puis Ck = cos (M + 1)�k2 sinM �k2sin �k2 (�k 6= 0 [mod2�]) (1.23)
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Enfin, notons que : cos (M + 1)�k2 = cos k�2 (1.24)

et sinM �k2 = sin �(M + 1)�k2 � �k2 �= sin �k�2 � �k2 �= sin k�2 cos �k2 � cos k�2 sin �k2 (1.25)

Par conséquent, pour�k 6= 0 [mod2�], on a :Ck = cos k�2 sin k�2 cos �k2 � cos k�2 sin �k2sin �k2 (1.26)

ce qui donne : Ck = � 0 si k est impair�1 si k est pair (et non nul)
(1.27)

Par contre si�k = 0 [mod2�], on a immédiatement :Ck = C0 =M (1.28)

Revenons au produit scalaire de (1.18). Si les indicesm et ` sont distincts, les
entiersm� ` etm+ ` sont non nuls et de même parité : par conséquent :Cm�` = Cm+` (1.29)

et l’on a : (S(m); S(`)) = 0 (1.30)

ce qui établit bien la propriété d’orthogonalité des vecteurs colonnes. A l’inverse, si` = m, on a :(S(m); S(m)) = h (C0 � C2m) = 1M + 1 �M � (�1)� = 1 (1.31)

ce qui équivaut à : kS(m) k2 = 1 (1.32)



Introduction 19

et prouve que ces vecteurs colonnes sont bien de norme euclidienne égale à 1.

En conséquence des résultats établis, la matriceSh est bien orthogonale :STh Sh = I (1.33)

De plus, cette matrice est symétrique,8 j;m : Sj;m = p2h sin j�m = p2h sin m�j = Sm;j (1.34)

donc involutive : S�1h = STh = Sh (1.35)

Il reste à prouver que les vecteurs colonnesfS(m)g (m = 1; 2; :::;M ) (qui sont
forcément linéairement indépendants) sont biendes, doncles vecteurs propres de la
matriceAh. A cette fin, on calcule la quantité :h2 �Ah S(m)�j = h2 MXk=1 (Ah)j;k S(m)k= h2 MXk=1 (Ah)j;k Sk;m= �Sj�1;m + 2Sj;m � Sj+1;m= 2S(m)j �p2h [ sin (j � 1)�m + sin (j + 1)�m ]= 2S(m)j �p2h 2 sin j�m cos �m= �m S(m)j (1.36)

où�m a bien l’expression donnée dans l’énoncé. L’équation (1.12) est donc bien vé-
rifiée et la démonstration est désormais complète.

Une conséquence immédiate de cette diagonalisation est quela forme quadratiqueq(u) = uT Ah u (u 2 RM ) (1.37)

est définie positive. En effet, les valeurs propres de la matrice Ah étant réelles et
strictement positives, la matrice suivante est réelle, diagonale et strictement positive :p�h déf= Diag(p�m) (1.38)

En posant, W = 1hp�h Sh (1.39)
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et v =W u (1.40)

il vient : Ah =W T W (1.41)

et q(u) = vT v = �k v k2�2 � 0 (8u 2 RM ) (1.42)

car les vecteursu etv ont des composantes réelles.

1.3. Différentes formes d’erreur – Critères d’arrêt

Erreur de modélisation :kuréel� u k (u : solution exacte du modèle continu).

C’est l’écart qui existe entre une représentation symbolique quantitative du sys-
tème physique étudié,uréel, et la solution exacte du modèle continu,u. Souvent, on
peut estimera priori ou a posteriori les principales composantes des phénomènes
physiques négligés.

Erreur d’approximation :ku� uh k (uh : solution exacte du modèle discret).

C’est l’écart qui existe entre les solutions (exactes) des modèles continu et discret.
Par définition, un schéma d’approximation est d’ordre� ssi :ku� uh k = O (h�) (h! 0) (1.43)

Malheureusement, cette erreur est rarement accessible carla fonctionu n’est pas
connue. En pratique on étudie plutôt l’erreur de troncaturedont la définition usuelle
est la suivante :

Définition 1.1 (Erreur de troncature)

On appelle « erreur de troncature » le résultat de l’application de l’opérateur d’approx-
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imation discrète à la solution exacte du problème continu ; avec les notations précé-
dentes, il vient : ET = Ah u� fh (1.44)

REMARQUE : on peut noter que dans le cas deproblèmes évolutifstels que l’équa-
tion parabolique de la chaleur, ou l’équation hyperboliquedes ondes, certains auteurs
[93] [4] préfèrent à l’inverse définir l’erreur de troncature comme le résultat de l’ap-
plication l’opérateur continu à un interpolant fonctionnel de la solution discrète,uh
(dont il est délicat de donner une définition précise) :ET = Auh � f : (1.45)

Ce point de vue n’est pas adopté dans cet ouvrage.

Revenant à (1.44), on exprime habituellement l’erreur de troncature par un dé-
veloppement limité suivant les puissances croissantes du paramètreh, les différents
termes faisant intervenir les dérivées successives de la fonction inconnueu. Dans les
cas les plus simples, ce développement se réduit au reste de la formule de Taylor-
Lagrange. Le développement permet alors d’identifier simplement l’ordre de l’ap-
proximation. Par exemple, dans le cas d’un problème linéaire, il vient :ET = Ah (u� uh) (1.46)

Par conséquent, pour que l’erreur d’approximation soit d’ordreh�, il suffit qu’il en
soit ainsi de l’erreur de troncature et que l’opérateurA�1h soit borné.

Exercice 1.1(Erreur d’approximation du modèle discret fondamental)

L’exercice a pour but d’établir la forme de l’erreur d’approximation dans le cas du mo-
dèle discret unidimensionnel (1.10) pour lequel la matriced’approximation est donnée
par (1.11).

(1) Afin de résoudre explicitement le système discret, montrer d’abord que pour tout
indice` = 2; 3; :::;M + 1, on a :u1 + u`�1 � u` = h2 (f1 + f2 + :::+ f`�1) (1.47)

puis pour tout indicej = 2; 3; :::;M + 1 on a :uj = j u1 � h2 [(j � 1)f1 + (j � 2)f2 + :::+ fj�1] (1.48)
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D’où : u1 = h2M + 1 [Mf1 + (M � 1)f2 + :::+ fM ] (1.49)

et enfin :uj = M + 1� jM + 1 h2 [f1 + 2f2 + :::+ (j � 1)fj�1]+ j h2M + 1 [(M + 1� j)fj + (M � j)fj+1 + :::+ fM ] (1.50)

En déduirekA�1h k1.

(2) Par ailleurs, on fait l’hypothèse quef 2 C2 ([0; 1]). Trouver une majoration de
l’erreur de troncature faisant intervenir le nombre :� = maxx2 [0;1] jf 00(x)j (1.51)

(3) Etablir la majoration uniforme suivante de l’erreur d’approximation:ku� uhk1 � �h296 (1.52)

Erreur itérative – Résidu – Itération de Jacobi - Rayon spectral - Raideur

L’erreur itérative,enh, est l’écart entre len-ième itéréunh de l’algorithme itératif
de résolution et la solution (exacte) du modèle discretuh = A�1h fh (également notéeu1h en raison de l’hypothèse faite de convergence itérative) :enh = unh � u1h (1.53)

On définit également lerésidu itératif:rnh = Ah unh � fh (1.54)

On voit que si le problème est linéaire, on a la relation suivante importante entre
l’erreur et le résidu : Ah enh = rnh (1.55)
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HYPOTHÈSE: faisons maintenant l’hypothèse supplémentaire que la matriceAh
est réelle-symétrique strictement définie positive de sorte que son spectre est constitué
de valeurs propres réelles strictement positives,� (Ah) = f�hmg (m = 1; 2; :::;M) (0 < �h1 � �h2 � ::: � �hM ) (1.56)

(Nota Bene: par rapport aux notations du théorème 1.1,�hm = �m=h2.)
On peut alors résoudre le système discret par l’« Itération de Jacobi » définie

comme suit : un+1h = unh � � rnh (1.57)

où � est un paramètre de relaxation (� 2 R+ ) que l’on optimise, en anticipant les
résultats du chapitre 3, de manière à minimiser le rayon spectral de l’itération :� = maxm= 1; 2; :::; M j1� � �hmj (1.58)

Exercice 1.2(Paramètres optimaux de l’itération de Jacobi)

Montrer que la valeur optimale du paramètre� est la suivante�� = ��hM + �h12 ��1
(1.59)

et que la valeur correspondante du rayon spectral est :�� = �hM � �h1�hM + �h1 : (1.60)

L’effet den applications de l’algorithme itératif est de réduire la norme de l’erreur
d’un facteur de l’ordre de�n : k enh kk e0h k = O (�n) (1.61)

(Nous ferons une analyse plus fine de cette estimation au chapitre 3.) Par conséquent,
afin quen applications de l’algorithme itératif aient pour effet de réduire la norme de
l’erreur d’un facteur", il faut que : n � ln 1="ln 1=� (1.62)
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En introduisant le nombre de conditionnement de la matriceAh 1� = �2 (Ah) = �hM�h1 (1.63)

on aboutit à : � = 1� 2� +O� 1�2� (1.64)

de sorte que ln 1=� � 2� (1.65)

et l’inéquation précédente prend la forme suivante pour" = 10�1 :n � 1:15� (1.66)

Ce résultat bien que spécifique à l’itération de Jacobi révèle néanmoins que le para-
mètre� est à 15% près, égal au nombre d’itérations nécessaires à uneréduction de
l’erreur itérative d’un facteur 10. On comprend donc que la difficulté à résoudre le
problème itérativement, aussi appelée « raideur du système», est d’autant plus grande
que le nombre de conditionnement est grand.

On peut généraliser la notion de « nombre de conditionnement» en introduisant
la définition suivante :

Définition 1.2 (Nombre de conditionnement)

On appelle nombre de conditionnement de la matriceA (supposée inversible) au sens
de la norme-p induite, le nombre :� = �p (A) = kA kp kA�1 kp (1.67)

(On renvoie à l’annexe A pour les définitions des normes usuelles.)

Exercice 1.3(Propriétés des nombres de conditionnement)

(1) Montrer que le nombre de conditionnement de toute matrice carrée inversibleA 2MM�M , au sens de toute norme induitek:k, est supérieur ou égal à 1 :8A 2 MM�M ; � (A) � 1 (1.68)

1. Voir exercice 1.3.
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L’égalité peut-elle se produire?

(2) Exprimer�2 (A) en fonction des valeurs propres de la matriceA�A. Caractériser
les matricesA pour lesquelles on a�2(A) = 1. Simplifier l’expression de�2 (A) dans
le cas où la matriceA est réelle-symétrique définie positive.

(3) Calculer�2 (Ah) et �1 (Ah) en fonction deM dans le cas de la matriceAh du
modèle discret unidimensionnel explicitée en (1.11).

Exercice 1.4(Encadrement de résidus)

On suppose quee0h 6= 0. Démontrer alors l’encadrement suivant :1� k rnh kk r0h k � k enh kk e0h k � � k rnh kk r0h k (1.69)

Erreurs d’arrondi

En pratique, la résolution directe ou itérative (à convergence complète) sur ordi-
nateur ne fournit pas exactement la solutionuh du modèle discret, mais une solution
voisine,uh + �uh, où la perturbation�uh est le résultat de l’accumulation des erreurs
d’arrondi. Dans le cas linéaire, la théorie de Wilkinson [96] permet d’estimer cette
erreur en supposant que les arrondis équivalent à une définition imparfaite de la ma-
triceAh ou du second membrefh. Par exemple, en considérant d’abord le cas d’une
perturbation�Ah de la matrice, il vient :(Ah + �Ah) (uh + �uh) = fh (1.70)

dont on retranche (1.2) pour ne retenir que les termes linéaires par rapport aux pertur-
bations : Ah �uh + �Ah uh = 0 (1.71)

ce qui donne : �uh = �A�1h �Ah uh (1.72)

dont on tire la majoration suivante :k �uh k � kA�1h k k �Ah k kuh k ; (1.73)

ce qui s’écrit aussi : k �uh kkuh k � � (Ah) k �Ah kkAh k (1.74)
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où� (Ah) est à nouveau le nombre de conditionnement de la matriceAh (voir exercice
1.3). De manière analogue, dans le cas d’une perturbation dumembre de droite, on a :Ah �uh = �fh (1.75)

d’où : k �uh k � kA�1h k k �fh k : (1.76)

D’autre part, la relationfh = Ah uh implique l’inégalité suivante :k fh k � kAh k kuh k ; (1.77)

équivalente à la suivante : 1kuh k � kAh k 1k fh k ; (1.78)

de sorte que finalement : k �uh kkuh k � � (Ah) k �fh kk fh k (1.79)

Au vu de (1.74) et (1.79), le nombre de conditionnement� (Ah) apparaît comme
le facteur par lequel on doit multiplier les erreurs relatives portant sur la matrice ou le
membre de droite pour obtenir une majoration de l’erreur relative sur la solution du
système discret due aux erreurs d’arrondi. Ces erreurs relatives sont de l’ordre de la
précision arithmétique" : k �Ah kkAh k � " ; k �fh kk fh k � " : (1.80)

En conséquence, l’erreur d’arrondik �uh k, est (au pire) de l’ordre de :" � (Ah) kuh k (1.81)

où" est un nombre représentatif de la précision arithmétique. Par exemple si� (Ah) =106, si on a normalisé les équations de sorte quekuh k = 1 et si les erreurs d’arrondi
locales affectent lak-ième décimale (des mantisses) à chaque opération élémentaire,
le résultat final n’est plus fiable à partir de lak � 6-ième décimale.

Notons enfin que le nombre de conditionnement d’une matriceAh de structure
donnée, e.g.Ah � Trid (�1; 2;�1), est une fonction croissante de sa dimension
c’est-à-dire du nombreN de degrés de liberté. Par conséquent, lorsqueN augmente,
la résolution devient plus difficile à cause de la raideur accrue du système : de plus, la
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difficulté peut le cas échéant augmenter à cause de la nécessité de passer à une préci-
sion arithmétique supérieure.

Il existe par ailleurs d’autres formes d’erreur moins facilement quantifiables : les
erreurs humaines. Ce sont principalement les erreurs de programmation, d’utilisation
non optimale ou même erronée d’un logiciel, etc. Nous ne traiterons pas ce vaste sujet
qui relève du thème général de la « vérification », de la « calibration » et de la « vali-
dation ».

En définitive, l’écart existant entre le résultat du calcul tel qu’il est fourni par
l’ordinateur et symbolisé par la fonctionucalculéet le phénomène réel, décrit par la
fonctionuréelest égal à la somme des erreurs précédemment introduites :ucalculé� uréel = �ucalculé� unh�| {z }

erreur d’arrondi

+ (unh � uh)| {z }
erreur itérative+ (uh � u)| {z }

erreur d’approximation

+ �u� uréel
�| {z }

erreur de modélisation

(1.82)

En utilisant les estimations précédentes et l’inégalité triangulaire, on aboutit à la
majoration suivante :kucalculé� uréelk � " � (Ah) kuh k+ �n ku0h k+O (h�) +Em (1.83)

oùEm est l’erreur de modélisation.

En pratique, on a plus ou moins de contrôle sur les quatre termes qui apparaîssent
à droite de cette inégalité. Néanmoins, il est naturel de chercher à les rendre du même
ordre par le choix des paramètres numériquesh et n. Théoriquement, la finesse du
maillage (contrôlée parh) est choisie de telle sorte que l’erreur d’approximation soit
de l’ordre de l’erreur de modélisation :

Contrôle de la discrétisation (h) : Ca h� � Em (1.84)

(Ca : constante de l’ordre de 1).
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D’autre part, on doit poursuivre l’itération jusqu’à ce quel’erreur itérative ait at-
teint cet ordre de grandeur : un critère naturel d’arrêt de l’itération est donc le suivant :

Contrôle de l’itération (n) : �n �(Xh) k e0h k � Ca h� (1.85)

où�(Xh) = kXh k kX�1h k est le nombre de conditionnement de la matrice de pas-
sage de la base canonique à la base des vecteurs propres : pourun système symétrique
(ATh = Ah) ou antisymétrique (ATh = �Ah), en norme-2 induite�2(Xh) = 1 car
la matriceXh est alors orthogonale ou unitaire. Par ailleurs, il est fortement recom-
mandé d’« adimensionner » les variables et les équations afinde mettre en évidence les
échelles physiques importantes et de « normaliser » le système algébrique en consé-
quence. Dans ce cas, on peut supposer quek e0h k = O(1). Lorsque ces hypothèses
sont légitimes, un critère naturel de l’itération prendra la forme suivante :�n � h� (1.86)

Enfin, on s’assurea posteriori que l’erreur d’arrondi ne dépasse pas les autres
formes d’erreur. Lorsqu’on sait estimer le rayon spectral� et le nombre de condition-
nement� (Ah), on vérifie pour cela que le paramètre" qui caractérise la précision
arithmétique satisfait la condition suivante :

Contrôle de la précision arithmétique (") : " � (Ah) kuh k � �n �(Xh) k e0h k
(1.87)

A nouveau, grâce à l’adimensionnement et la normalisation,on peut supposer quekuh k = O(1) également.

Il est rarement facile en pratique d’appliquer ces règles idéalisées. Nous retien-
drons néanmoins le critère d’arrêt (1.85) dans l’évaluation de la performance théorique
de divers algorithmes de résolution.

Exercice 1.5(Estimation de convergence)

On se place dans le cadre de l’exercice 1.1 et on suppose quef(x) = 4x(1� x).
(1) Comment choisirh (ouM ) pour que la solution numérique approche uniformé-
ment la solution exacte à10�4 près?

Désormais on fixeM à la plus petite valeur satisfaisant ce critère.
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(2) Estimer le nombre de conditionnement de la matrice d’approximationAh (au sens
de la norme infinie).

(3) Estimer le nombre d’itérations de Jacobi nécessaires à une réduction relative de
l’erreur itérative de10�4.
(4) Avec quelle précision arithmétique faut-il effectuer les calculs pour que les erreurs
d’arrondi aient un effet négligeable sur le résultat?

(5) Si l’on n’a pas accès à l’erreur itérative mais seulementau résidu, quelle condition
portant sur le rapportk rnh k=k r0h k permet de garantir une réduction relative de l’erreur
itérative de10�4?

1.4. Objectifs et plan de l’ouvrage

Cet ouvrage s’adresse à un public ayant une connaissance au moins succincte des
principaux schémas d’approximation des EDP servant de modèles classiques, géné-
ralement linéaires, des équations de la physique : équationde Laplace ou de Poisson
(cas elliptique), équation de la chaleur (cas parabolique), équation d’advection ou de
convection (cas hyperbolique ; on adopte ici le terme d’« advection » pour la convec-
tion linéaire). Le but du cours est de discuter des principales techniques de résolution
numérique des systèmes algébriques qui résultent de la discrétisation. Il s’agit généra-
lement de grands systèmes ayant des propriétés spectrales connues, au moins dans les
cas simplifiés.

Au chapitre 2, on fait quelques rappels sur les propriétés spectrales des opérateurs
discrets qui interviennent lorsqu’on approche ces équations sur un maillage régulier
par des méthodes de type différences finies.

Ensuite, au chapitre 3, on étudie certaines méthodes itératives dans un cadre li-
néaire général indépendant de la discrétisation d’une EDP.En particulier, on met en
évidence comment les méthodes de relaxation classiques (Jacobi, Gauss-Seidel, etc.)
varient en performance suivant la fréquence des modes que l’on cherche à atténuer. On
aboutit en particulier à la notion de lisseur qui est l’ingrédient principal des méthodes
multigrilles.

Au chapitre 4, on introduit le concept d’enrichissement progressif de maillage et
on montre comment, en supposant des interpolations suffisamment précises, la tech-
nique permet de gagner en efficacité.

Au chapitre 5, on définit dans le cadre d’un problème elliptique les méthodes bi-
grille et multigrille « idéales » dont on évalue l’efficacité. On y introduit enfin le
concept de « méthode multigrille complète ».
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Le chapitre 6 donne un aperçu de techniques d’approximationdes équations de la
mécanique des fluides compressibles en maillages non structurés et des algorithmes
multigrilles construits dans un souci d’efficacité en tempscalcul et éprouvés par une
abondante expérimentation numérique. On s’attache à mettre en évidence les pro-
blèmes que posent la construction d’une hiérarchie de grilles non structurées et à illus-
trer différentes méthodes qui ont permis de les résoudre.

Au chapitre 7, on présente quelques méthodes multidomainesqui s’apparentent
abstraitement aux méthodes multigrilles.



Chapitre 2

Propriétés spectrales des modèles continus et
discrets

Dans ce chapitre, on rappelle brièvement les principales propriétés spectrales des
opérateurs qui interviennent dans les analyses de modèles linéaires. Dans le cas d’un
modèle continu, il s’agit d’opérateurs aux dérivées partielles (par rapport à la variable
d’espace) définis sur un espace fonctionnel approprié ; celui-ci est généralement un
sous-espace deL2 dont les éléments sont des fonctions satisfaisant certaines condi-
tions aux limites intervenant dans la définition du modèle etdont la structure est celle
d’un espace de Hilbert de dimension infinie. Dans le cas d’un modèle discret, il s’agit
des analogues discrets des précédents auxquels on associe des « matrices d’approxi-
mation ». On s’intéresse au « spectre » de ces opérateurs, c’est-à-dire à l’ensemble de
ses valeurs propres ainsi qu’aux « modes propres » c’est-à-dire les fonctions ou vec-
teurs propres associés. On s’attache en particulier à mettre en évidence le rapport très
étroit qui existe entre les « diagonalisations » d’un modèlecontinu et de son modèle
discret associé.

2.1. Quelques rappels sur les espaces de Hilbert

Afin d’expliquer aussi brièvement que possible les raisons principales pour les-
quelles les modèles linéaires usuels continus ou discrets ont des propriétés spectrales
bien spécifiques, on rappelle ici certaines définitions classiques essentielles. On réfère
aux ouvrages élémentaires d’algèbre linéaire (e.g. [80]) pour un rappel plus complet
des définitions et théorèmes sur les espaces vectoriels de dimension finie, et aux ou-
vrages d’analyse fonctionnelle (e.g. [24] [86]) pour une introduction rigoureuse aux
espaces de Hilbert et aux spectres des opérateurs compacts.Ici, on a choisi une intro-
duction intuitive au sujet qui évite délibérément de discuter la notion de complétude.
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On pourra aussi consulter certains ouvrages de physique théorique (e.g. [27]) qui in-
troduisent le sujet un peu dans le même esprit.

On considère un espace vectorielH sur le corpsK des complexes (K = C ) ou
des réels (K = R).

Définition 2.1 (Forme sesquilinéaire)

Une applicationH � H �! C qui au coupleu; v 2 H � H fait correspondre un
nombre complexe noté(u; v), est dite sesquilinéaire ssi :
(a) pour toutv 2 H fixé, l’application partielleu 2 H �! (u; v) est linéaire, soit :8 v 2 H ; 8u1; u2 2 H ; 8�1; �2 2 C ;(�1u1 + �2u2; v) = �1(u1; v) + �2(u2; v) (2.1)

(b) pour toutu 2 H fixé, l’application partiellev 2 H �! (u; v) est semi-linéaire,
soit : 8u 2 H ; 8 v1; v2 2 H ; 8�1; �2 2 C ;(u; �1v1 + �2v2) = �1(u; v1) + �2(u; v2) (2.2)

(où le sur-lignement des symboles correspond à la conjugaison).

Définition 2.2 (Forme hermitienne)

Une forme sesquilinéaire(:; :) est dite hermitienne ssi :8u 2 H ; 8 v 2 H ; (v; u) = (u; v) (2.3)

Une conséquence immédiate de cette propriété est que pour tout u 2 H , le
nombre complexe(u; u) est réel. Cette observation conduit à poser la définition sui-
vante :

Définition 2.3 (Forme quadratiqueq associée à la forme hermitienne(:; :) )

On désigne ainsi l’applicationq deH �! R définie par :q(u) = (u; u) (2.4)

Définition 2.4 (Formes positives, non dégénérées)

On dit que la formeq est positive ssi8u 2 H ; q(u) � 0 (2.5)
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et non dégénérée ssi q(u) = 0 =) u = 0 (2.6)

EXEMPLES:

1. Cas d’un espace de dimension finie :H = CM
On assimile les vecteurs deCM aux vecteurs colonnes àM composantes, on
note u = (uj) ; v = (vj) (j = 1; 2; :::;M) (2.7)

et on pose : (u; v) = MXj=1 uj vj = uT v (2.8)

2. Cas d’un espace de dimension infinie :H = nu 2 L2�[a; b]! C � = u(a) = u(b)o (2.9)

On pose alors : G(u; v) = Z ba u(x) v(x) dx (2.10)

Exercice 2.1(Formes hermitiennes)

Vérifier que les axiomes de définition d’une forme hermitienne sont bien satisfaits
dans ces deux cas. Vérifier de plus que les formes quadratiques associées sont positives
non dégénérées.

Théorème 2.1(Cauchy-Schwarz)

Soit q la forme quadratique hermitienne associée à une forme hermitienne non dégé-
nérée positive ; on a :

1. « Inégalité de Cauchy-Schwarz» :8u; v 2 H ; j(u; v)j2 � (u; u) (v; v) (2.11)

2. On désigne ainsi l’application deH dansR+ définie par :u �!pq(u) (2.12)

est une norme surH .
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DÉMONSTRATION: les vecteursu etv sont quelconques mais fixés. Pour tout� 2 C ,
on a : q(u+ �v) = (u+ �v; u+ �v) = �+ �� + �� + ��  � 0 (2.13)

où l’on a posé : � = q(u) = (u; u) � 0� = (u; v) (complexe non réel en général) = q(v) = (v; v) � 0 (2.14)

car la forme quadratiqueq est par hypothèse définie-(semi-)positive. Dans le cas très
particulier où = 0, l’inéquation (2.13) exige que l’on ait aussi� = 0, auquel cas
l’inégalité de Cauchy-Schwarz énonce un résultat trivial.Dans le cas inverse, > 0 ;
on a alors : 8� 2 C ; �  + ��  + ��  + �� 2 � 0 (2.15)

soit encore8� 2 C ; (�  + �) ��  + ��+ � � � � = j�  + �j2 + � � j�j2 � 0 (2.16)

Le résultat recherché s’obtient enfin en considérant le cas particulier� = ��=.

Définition 2.5 (Espace de Hilbert)

Lorsqu’on est dans le cadre des hypothèses du théorème précédent si on suppose de
plus que l’espaceH estcomplet, ce qui est acquis en dimension finie mais pas néces-
sairement vrai sinon, la structure ainsi construite est celle d’un « espace de Hilbert ».

Désormais, on supposera qu’on se place toujours dans le cadre d’un espace
de Hilbert.

Définition 2.6 (Opérateur adjoint)

On dit que l’opérateurA défini surH admet un opérateur adjointA� ssi :8u; v 2 H ; (Au; v) = (u;A�v) (2.17)

Dans le cas d’un espace de dimension finie précédent, on a les identités suivantes :(Au; v) = (Au)T v = uT AT v ; (u;A�v) = uT (A� v) = uT A� v (2.18)

de sorte queA� est l’adjoint deA ssiA� = AT ce qui équivaut à :A� = AT (2.19)
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Définition 2.7 (Opérateur auto-adjoint)

Tout opérateurA égal à son adjoint A = A� (2.20)

Dans ce cas : 8u 2 H ; 8 v 2 H ; (Au; v) = (u;Av) (2.21)

Théorème 2.2(Spectre d’un opérateur auto-adjoint)

Toute valeur propre d’un opérateur auto-adjoint est réelle.

DÉMONSTRATION: soit� une telle valeur propre etu0 un vecteur propre associé non
nul (ce qui implique queq(u0) = (u0; u0) 6= 0 dans le cas d’une forme quadratique
non dégénérée). Alors, en remplaçantu et v par u0 dans l’équation précédente on
obtient � = � (2.22)

(après simplification parq(u0)), ce qui implique le résultat :� 2 R (2.23)

Définition 2.8 (Opérateur antisymétrique)

Tout opérateurA égal à l’opposé de son adjointA = �A� (2.24)

Dans ce cas : 8u 2 H ; 8 v 2 H ; (Au; v) = �(u;Av) (2.25)

Théorème 2.3(Spectre d’un opérateur antisymétrique)

Toute valeur propre d’un opérateur antisymétrique est purement imaginaire.
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DÉMONSTRATION: soit� une telle valeur propre etu0 un vecteur propre associé non
nul (ce qui implique queq(u0) = (u0; u0) 6= 0 dans le cas d’une forme quadratique
non dégénérée). Alors, en remplaçantu et v par u0 dans l’équation précédente on
obtient � = �� (2.26)

(après simplification parq(u0)), ce qui implique le résultat :� = � i ; � 2 R (2.27)

Définition 2.9 (Opérateur normal)

Un opérateur qui commute avec son adjoint :AA� = A�A (2.28)

C’est le cas en particulier d’opérateurs auto-adjoints ou antisymétriques. Cette
propriété est la clé principale d’un théorème portant sur la« décomposition spec-
trale » de l’espace de HilbertH (voir [34], Théorème 4) que nous omettons ici. Dans
les applications qui nous concernent, en particulier celles faisant intervenir l’opérateur
laplacien et son inverse, nous admettrons que l’existence d’un opérateur normal (com-
pact) permet l’identification d’une suite dénombrable de fonctions propres {�m(x)}
(m = 1; 2; :::) deux à deux orthogonales formant une base (topologique) deH . Au-
trement dit, toute fonctionu deH peut alors être décomposée en une série de ces
fonctions propres : 8u 2 H ; u(x) =Xm cm �m(x) (2.29)A�m(x) = �m �m(x) (2.30)�m 6= �k =) (�m; �k) = 0 (2.31)

ce qui ramène l’étude linéaire à une analyse modale. (L’équation (2.29) qui est une
égalité au sens deL2 implique une convergence « en moyenne ».)

2.1.1. Application au cas de la dérivée première

On se place à nouveau dans le cas de l’espace de HilbertH = nu 2 L2�[a; b]! C � = u(a) = u(b)o (2.32)
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muni de la forme hermitienne :(u; v) = Z ba u(x) v(x) dx (2.33)

Exercice 2.2(Opérateur de dérivée première)

Montrer que l’opérateur de dérivée premièreAu 2 H A�! v = Au déf= dudx (2.34)

est antisymétrique, que ses fonctions propres sont (et sontexclusivement) les « modes
de Fourier » suivants,�m(x) = exp�2� im x� ab� a� (m 2 Z) (2.35)

associés auxvaleurs propres purement imaginairessuivantes :�m = 2� imb� a (2.36)

Ces fonctions propres constituent une «base topologique» des fonctionsu(x) de
périodeb� a développables enséries de Fourier:u(x) = c0 + 1Xm=1 �cm �m(x) + c�m ��m(x)� (cm 2 C ; 8m) (2.37)

Une telle fonction est à valeurs dansR ssi8m 2 Z ; c�m = cm (2.38)

dans ce cas en posant,cm = am � i bm2 (am ; bm 2 R ; 8m) (2.39)

on obtient :u(x) = a02 + 1Xm=1 �am cos�2�m x� ab� a�+ bm sin�2�m x� ab� a�� (2.40)
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Exercice 2.3(Equation d’advection pure)

Utiliser la décomposition en série de Fourier précédente pour résoudre formellement
le problème suivant :� ut + c ux = 0 (x 2 R ; t 2 R+)u(x; 0) = u0(x) (8x) (2.41)

dans lequel la condition initialeu0(x) est une fonction donnée de périodeL (a =0 ; b = L).

2.1.2. Application au cas de la dérivée seconde

On se place ici dans le cas de l’espace de Hilbert suivantH10 ([a; b]) = nu 2 L2�[a; b]! R� ; u0 2 L2�[a; b]! R� = u(a) = u(b) = 0o
(2.42)

muni du produit scalaire (u; v) = Z ba u(x) v(x) dx (2.43)

Exercice 2.4(Opérateur dérivée seconde)

Montrer que l’opérateur de dérivée secondeAu 2 H10 A�! v = Au déf= d2udx2 (2.44)

est auto-adjoint, défini-négatif, que ses fonctions propres sont (et sont exclusivement)
les fonctions sinusoïdales suivantes, m(x) = sin�m� x� ab� a� (m = 1; 2; :::) (2.45)

associées auxvaleurs propres réelles négativessuivantes :�m = �� m�b� a�2
(2.46)

Ces fonctions propres constituent une «base topologique» de fonctionsu(x)
nulles aux limites dont les extensions par périodicité sontde période2(b� a).
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Exercice 2.5(Equation de la chaleur)

Utiliser une décomposition en série de fonctions sinusoïdales pour résoudre formelle-
ment le problème suivant :8<: ut = � uxx (x 2 [0; L] ; t 2 R+)u(0; t) = u(L; t) = 0 (8 t > 0)u(x; 0) = u0(x) (8x) (2.47)

dans lequel la condition initialeu0(x) est une fonction donnée sur[0; 1].
2.2. Opérateurs discrets

2.2.1. Les opérateurs aux différences en périodique

On s’intéresse ici à l’analyse spectrale d’opérateurs linéaires en dimension finie
lorsque des conditions de périodicité sont appliquées à tout vecteuruh deRM ,uh = 0BBB@ u1u2

...uM 1CCCA (2.48)

(M : nombre de degrés de liberté) que l’on interprète comme le discrétisé sur un
maillage uniforme dont les nœuds ont pour abscissesxj = jh (h = LM ) (2.49)

d’une certaine fonction périodiqueuh(x) :j = 1; 2; :::;M ; uj = uh(jh)8x 2 R ; uh(x+ L) = uh(x) (2.50)

(L : période spatiale du problème continu). On développe l’outil classique d’«Analyse
de Fourier» par le biais de l’algèbre desmatrices circulantes.

Dans le contexte périodique, il est commode d’adopter la convention de notation
consistant à étendre la définition deuj à tout entier relatifj par périodicité ; en parti-
culier près des bords, on posera :uM+1 = u1 ; uM+2 = u2 ; :::u0 = uM ; u�1 = uM�1 ; ::: (2.51)

Plus précisément, on s’intéresse au cas d’un endomorphismeAh deRM ,uh 2 RM Ah�! vh = Ah uh = fvjg 2 RM (2.52)
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« spatialement uniforme » c’est-à-dire tel qu’il existe descoefficientsf�kg pour les-
quels 8 j ; vj déf= KXk=�K �k uj+k (2.53)K étant le plus petit entier pour lequel cette équation est valable. Dans cette formule,
les coefficientsf�kg ne dépendent pas de l’indicej, mais seulement de l’indicek.
D’autre part, lorsque l’indicej + k n’appartient pas à l’ensemblef1; 2; :::;Mg la
convention (2.51) est utilisée. Interprétant le vecteurvh comme le discrétisé sur le
maillage d’une certaine fonctionvh(x), on voit que cette condition équivaut à im-
poser que la dépendance fonctionnelle devh suruh est linéaire, locale, uniforme et
périodique. Notons que si l’opérateurAh est un opérateur de différence finie, les co-
efficients�k ne sont pas indépendants puisque la condition de consistance impose
notamment que l’on ait : KXk=�K �k = 0 (2.54)

Cette hypothèse surAh n’est pas faite ici, bien que nous appliquerons les résultats
généraux à des cas particuliers où elle est satisfaite.

On introduit en particulier les opérateurs de différence première décentrée « amont »,rh, et « aval »,�h du premier ordre en posant pour toutj :rhuj = uj � uj�1�huj = uj+1 � uj (2.55)

Ces opérateurs sont représentés par les matrices pseudo-bidiagonales suivantes :rh = 0BBB@ 1 �1�1 1
. . .

. . .�1 1 1CCCA ; �h = 0BBBB@ �1 1�1 . . .
. . . 11 �1 1CCCCA (2.56)

où les éléments qui rompent la structure bidiagonale stricte sont la marque de la condi-
tion de périodicité. D’une manière générale, on utilise toujours la même notation pour
un opérateur linéaire quelconque et la matrice qui le représente.
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Exercice 2.6(Opérateurs de différences finies périodiques usuels)

Identifier les coefficientsf�kg correspondant aux opérateurs suivants :
– rh etr2h : opérateurs de différence première et seconde décentrées «amont » du
premier ordre,
– �h et �2h : opérateurs de différence première et seconde décentrées «aval » du
premier ordre,
– �h : opérateur de différence première centrée (donc du second ordre), défini par�huj = uj+1 � uj�12 (2.57)

– ��h : opérateur de différence première décentrée « amont » du second ordre, défini
par ��h uj = 3uj � 4uj�1 + uj�22 (2.58)

– �+h : opérateur de différence première « aval » du second ordre, défini par�+h uj = �3uj + 4uj+1 � uj+22 (2.59)

Définition 2.10(Matrice circulante)

On dit qu’une matrice carrée est circulante lorsque chacunede ses lignes s’obtient de
la précédente par permutation circulaire.

Exercice 2.7(Structure matricielle d’opérateur périodique)

(1) Identifier la structure de la matrice représentant l’opérateurAh de (2.52 )-(2.53)
en fonction des coefficientsf�kg dans le cas oùK = 2 etM = 7.

(2) Est-elle circulante?

On considère maintenant deux opérateurs particuliers,D�h etD+h : opérateurs de
« translation » ou d’« incrémentation d’indice » définis comme suit :D�h uj = uj�1 ; D+h uj = uj+1 (2.60)

et représentés en périodique par les matrices pseudo-bidiagonales suivantes :D�h = 0BBB@ 0 11 0
. . .

. . .1 0 1CCCA ; D+h = 0BBBB@ 0 10 . . .
. . . 11 0 1CCCCA (2.61)
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Il résulte de ces définitions querh = I �D�h ; �h = D+h � I (2.62)

Exercice 2.8(Diagonalisation des matrices circulantes)

(1) Montrer que les opérateursD�h etD+h sont
– inverses l’un de l’autre,
– adjoints (ici transposés) l’un de l’autre,
– normaux (donc diagonalisables),
et qu’ils commutent.

(2) En déduire qu’il existe une transformation unitaire�h,��h �h = �h ��h = I (2.63)

qui diagonalise simultanément ces opérateurs :D�h = �hD�h ��h ; D+h = �hD+h ��h (2.64)

On vérifiera spécifiquement que :�h = ��hj;m� ; D�h = Diag �d�m� ; D+h = Diag �d+m� (2.65)

où : �hj;m = 1pM exp (i j �m) (2.66)d�m = exp (� i �m) ; d+m = exp (+ i �m) (2.67)�m = 2�mM (2.68)

La quantité�m 2 [0; 2�] est appelée « paramètre de fréquence ».

(3) Montrer que les vecteurs propres, c’est-à-dire les vecteurs colonnes de la matrice�h sont (à une normalisation près) les discrétisés des fonctions propres�m(x) de
(2.35).
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En vertu des résultats de l’exercice 2.8, on simplifie la notation en posant :D+h = Dh ; D�h = D�1h ; D+h = Dh ; D�h = D�1h (2.69)

Revenant à l’opérateur général de (2.52)-(2.53), on voit qu’il s’exprime symbolique-
ment au moyen du seul opérateurDh et de la fonction rationnelleR(X) = KXk=�K �kXk (2.70)

à savoir : Ah = R (Dh) (2.71)

Par conséquent, la diagonalisation de l’opérateurDh permet aussi de diagonaliser
l’opérateur généralAh indépendamment des coefficientsf�kg :Ah = �h �h��h (2.72)

où �h = R (Dh) = Diag (�hm) = 0BBB@ �h1 �h2
. . . �hM 1CCCA (2.73)

et les valeurs propres deAh sont les suivantes :�hm = R� exp (i �m)� (2.74)

Plus explicitement,�hm = �0 + �1 ei �m + ��1 e� i �m + �2 e2 i �m + ��2 e� 2 i �m + :::+�K eK i �m + ��K e�K i �m
(2.75)
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Exercice 2.9(Spectres d’opérateurs périodiques particuliers)

Identifier les spectres des opérateurs de l’exercice 2.6.

Définition 2.11(Transformé de Fourier discret, composantes fréquentielles)

On appelle transformé de Fourier discret du vecteuruh le vecteurcuh = ��h uh (2.76)

Ses composantes sont appelées « composantes fréquentielles » (ou « modales »). Ré-
ciproquement : uh = �hcuh (2.77)

Les « relations de réciprocité » entre composantes nodales (deuh) et modales (decuh)
sont les suivantes :(cuh)m = MXj=1 �hj;m (uh)j = 1pM MXj=1 exp (� i j �m) (uh)j(uh)j = MXm=1 �hj;m (cuh)m = 1pM MXm=1 exp (+ i j �m) (cuh)m (2.78)

Exercice 2.10(Conservation de la norme par la transformée de Fourier)

Montrer que les vecteursuh etcuh ont la même norme euclidienne.

Exercice 2.11(Transformées de Fourier discrète et continue)

De quelles relations les équations de (2.78) sont-elles lesanalogues discrètes?

Ainsi les composantes fréquentielles sont les composantesdu vecteuruh lorsqu’on
exprime ce vecteur dans la base des vecteurs colonnes de la matrice�h, c’est-à-dire
dans la base des modes de Fourier discrets.
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En conclusion, nous venons d’établir que tous les opérateurs linéaires, locaux,
uniformes et périodiques sont simultanément diagonaliséspar la transformation de
Fourier discrète représentée par la matrice unitaire�h. Leurs spectres de valeurs
propres s’obtiennent immédiatement par les équations (2.74)-(2.75). De plus, toute
expression algébrique ne faisant intervenir que de tels opérateurs se diagonalise aussi
simultanément. Par conséquent, toute l’algèbre de ces opérateurs (addition, multipli-
cation par un nombre, composition) se transpose directement par une algèbre équiva-
lente portant sur leurs valeurs propres respectives, chaque opérateur étant remplacé
par sa valeur propre générique ou« symbole de Fourier».

2.2.2. L’opérateur de différence première centrée�h : �h uj = uj+1 � uj�12 (2.79)

Cas périodique �hm = ei �m � e� i �m2 = i sin �m (2.80)

Comme son analogue continu, l’opérateur de dérivée première, cet opérateur dis-
cret est antisymétrique et son spectre est purement imaginaire. Ce spectre, constitué
de valeurs propres doubles lorsqueM est pair, est représenté à la figure 2.1 dans le
cas oùM = 32.

Exercice 2.12(Spectre de la différence centrée)

Etablir le lien entre ce spectre et le spectre de l’opérateurde dérivée première.

Cas non périodique

Pour analyser un modèle d’opérateur de différence centrée non périodique, on
considère la variante suivante du problème d’advection pure, (2.41), dans laquelle le
domaine spatial est borné et les fonctions non périodiques spatialement :8<: ut + c ux = 0 (c > 0 ; x 2 [a; b] ; t 2 R+)u(x; 0) = u0(x) (8x)u(a; t) = � (8 t) (2.81)
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Figure 2.1.Spectre de l’opérateur de différence centrée�h dans les cas périodique (M = 32)
et non périodique (M = 15)
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Dans ce problème, on a supposéc > 0 pour fixer les idées. En conséquence, la
fonctionu(x; t) = u0(x � ct) représente une onde se déplaçant dans le sens desx
croissants. Ceci justifie d’une part qu’on impose une condition de Dirichlet à gauche
(x = a) et aucune condition à droite (x = b) qui constitue un bord libre calculé par in-
tégration de l’EDP. Pour imposer la condition de Dirichlet,on introduit un point fictif
enx = a auquel on affecte l’indice 0, de sorte qu’au premier degré deliberté,x = x1,
la quantité�h u1 se réduit à :�h u1 = u2 � u02= 12 u2|{z}

contribution àAh uh� 12 �|{z}
contribution àfh (2.82)

Par conséquent, la valeur limite� n’affecte pas la matriceAh associée à�h mais
seulement le vecteurfh de conditions aux limites. A droite,x = b = xM , on ne peut
calculer de différence centrée puisqu’on ne dispose d’aucune condition légitime pour
extrapoler une valeur deu en un point fictif. On choisit alors de dégrader l’ordre de
l’approximation, en remplaçant�h en ce point par une différence décentrée amont du
premier ordre seulement, sachant que cette perturbation n’est perçue que localement
en raison du sens de propagation de l’onde. Ceci donne :�h uM = rhuM = uM � uM�1 (2.83)

REMARQUE : la procédure au bord droit équivaut à extrapoler linéairement une
valeur au point fictifxM+1 = xM + h :uM+1 = 2uM � uM�1 (2.84)

avant d’appliquer l’opérateur de différence centrée au point limite :�h uM = uM+1 � uM�12 = uM � uM�1 (2.85)

Par conséquent, cette procédure équivaut à imposer discrètement que la dérivée se-
conde est nulle au bord.

Compte tenu de ces choix, le schéma discret dans le cas non périodique est com-
plètement défini par le couple matrice-vecteur suivant :Ah = 0BBBBB@ 0 12� 12 0 12

. . .
. . .

. . .� 12 0 12�1 1
1CCCCCA ; fh = 0BBBBB@ 12 �0

...00
1CCCCCA (2.86)

pour lequel�h uh = Ah uh � fh. Le spectre de la matriceAh est représenté à la
figure 2.1 dans le cas oùM = 15. On y constate la très forte parenté entre les spectres
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de l’opérateur de différence centrée dans les cas périodique et non périodique. La
modification de procédure enx = b, a eu pour effet d’introduire le nombre 1 dans la
diagonale de la matrice et donc d’en augmenter la trace, qui est aussi la somme de ses
valeurs propres :

Trace(Ah) =Xm �hm = 1 (2.87)

Les valeurs propres en sont visiblement seulement légèrement modifiées, les petites
perturbations portant principalement sur les parties réelles, celles-ci devenant stricte-
ment positives dans le cas non périodique (voir figure 2.1). On peut d’ailleurs montrer
que ces perturbations sont de l’ordre deln M=M .

2.2.3. L’opérateur de différence première décentrée« amont »du premier ordrerh : rh uj = uj � uj�1 (2.88)

Cas périodique �hm = 1� e� i �m = 1� cos �m + i sin �m (2.89)

Lorsquem varie,�hm décrit le cercle du plan complexe de centre 1 et de rayon
1 représenté à la figure 2.2. Ce cercle est tangent à l’axe des imaginaires qui porte
le spectre du modèle continu associé. Les valeurs propres les plus proches de cet axe
sont celles qui sont associées à des modes de basses fréquences (�m petit).

Cas non périodique

Dans le cas non périodique, on considère à nouveau un modèle dans lequel on ap-
plique une condition de Dirichlet à gauche (x = a). Aucune condition n’est nécessaire
à droite. On aboutit ici au couple matrice-vecteur suivant :Ah = 0BBB@ 1�1 1

. . .
. . .�1 1 1CCCA ; fh = 0BBB@ �0

...0 1CCCA (2.90)
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Figure 2.2.Spectre de l’opérateur de différence décentrée amont du premier ordrerh dans les
cas périodique (M = 32) et non périodique
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pour lequelrh uh = Ah uh � fh. La matriceAh est triangulaire inférieure. Ses
valeurs propres qui apparaîssent dans la diagonale sont toutes égales :8m; �hm = 1 (2.91)

(voir figure 2.2). Par conséquent,la matrice n’est pas diagonalisable. On dit aussi
qu’elle estdéfectivecar des vecteurs propres font défaut ; on ne peut en construire une
base. Dans ce cas précis, il n’existe qu’une seule directionpropre. Cette anomalie peut
avoir pour conséquence les pathologies de convergence de certains algorithmes [36]
[38].

2.2.4. L’opérateur de différence première décentrée« amont » du second ordre��h : ��h uj = 3uj � 4uj�1 + uj�22 (2.92)

Cas périodique �hm = 3� 4 e� i �m + e� 2 i �m2 (2.93)

Le spectre correspondant est représenté à la figure 2.3 dans le cas oùM = 32.
Lorsquem varie,�hm décrit une courbe fermée tangente à l’axe des imaginaires qui,
on le rappelle, porte le spectre du modèle continu associé. L’augmentation du degré
de précision a eu pour effet de rendre ce contact sur-osculateur.

Cas non périodique

Pour cet opérateur, on a besoin de 2 conditions à gauche (x = a) en amont du nœud
1 où se place le premier degré de liberté. On peut à nouveau imposer la condition de
Dirichlet suivante : u0 = u(a) = � (2.94)

ce qui permet la simplification suivante :��h u2 = 12 (3u2 � 4u1 + u0)= 12 (3u2 � 4u1)| {z }
contribution àAh uh+ 12�|{z}

contribution àfh (2.95)
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Figure 2.3.Spectre de l’opérateur de différence décentrée amont du second ordre��h dans les
cas périodique (M = 32) et non périodique
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Cependant, une deuxième condition doit être imposée. On choisit de dégrader l’opé-
rateur au premier ordre au premier point :��h u1 = u1 � u0= u1|{z}

contribution àAh uh� �|{z}
contribution àfh (2.96)

On est donc amené à considérer l’analogue discret constituépar le couple matrice-
vecteur suivant :Ah = 0BBBBB@ 1�2 3212 �2 32

. . .
. . .

. . .12 �2 32
1CCCCCA ; fh = 0BBBBB@ �� 12 �0

...0
1CCCCCA (2.97)

pour lequel�U2 uh = Ah uh�fh. A nouveau la matriceAh esttriangulaire inférieure,
non diagonalisable ou« défective» ; ses valeurs propres sont évidentes :�h1 = 1 ; �hm = 32 (m = 2; 3; :::;M) (2.98)

(voir figure 2.3).

2.2.5. L’opérateur de différence seconde centrée�hh : �hh uj = uj�1 � 2uj + uj+1 (2.99)

Cas périodique �hm = e� i �m � 2 + e+ i �m = �2 + 2 cos �m (2.100)

Quandm varie,��hm balaye l’intervalle [0,4] (et le décrit complètement dans la
limite h! 0).

Cas non périodique

Dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet, la diagonalisation a été établie
au chapitre 1 (cf. Théorème 1.1). On remarque que la formule ci-dessus pour les va-
leurs propres est encore valable dans le cas non périodique àcondition de modifier la
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définition du paramètre de fréquence comme suit :�m = m�M + 1 (2.101)

Comme dans le cas périodique,le spectre est contenu dans l’intervalle [0,4]et le
recouvre dans la limiteh ! 0. Les vecteurs propres sont les discrétisés de fonctions
sinusoïdalesf m(x)g de (2.45) (voir figures 2.4-2.5).

Exercice 2.13(Modes propres dans un cas de conditions de Dirichlet-Neumann)

(1) On s’intéresse ici aux fonctions satisfaisant une condition de Dirichlet homogène
à gauche (u(a) = 0) et une condition de Neumann homogène à droite (u0(b) = 0).
Autrement dit, l’espace de Hilbert de travail est ici :H = nu 2 L2�[a; b]� ; u0 2 L2�[a; b]� ; u(a) = u0(b) = 0o (2.102)

Identifier les fonctions et valeurs propres de l’opérateur de dérivée seconde opérant
surH .

(2) Afin d’identifier un analogue discret, on construit un maillage uniforme dont les
nœuds ont les abscisses suivantes :xj = j h (2.103)

où ici h = 1M + 12 (2.104)

Les degrés de liberté sont encore associés aux nœuds d’indice j = 1; 2; :::;M . Le
point j = 0 est celui où l’on applique la condition de Dirichletu0 = 0 (2.105)

de sorte que �hh u1 = u0 � 2u1 + u2= �2u1 + u2 (2.106)

La condition de Neumann est appliquée en introduisant un point fictif à l’abscissexM+1 symétrique dexM par rapport au point d’abscissex = 1 et en imposant que :uM+1 � uM = 0 (2.107)



54 Modèles discrets et schémas itératifs

ce qui constitue une discrétisation de la condition préciseau second ordre. Cette condi-
tion discrète permet de simplifier l’expression de�hh uM :�hh uM = uM�1 � 2uM + uM+1= uM�1 � uM (2.108)

Il en résulte que la matriceAh associée à l’opérateur de différence seconde centrée
dans le cas de conditions mixtes de Dirichlet-Neumann a la structure suivante :Ah = 0BBBBB@ �2 11 �2 1

. . .
. . .

. . .1 �2 11 �1
1CCCCCA (2.109)

S’inspirer des résultats de la question précédente pour deviner la forme des vecteurs
propres de la matriceAh et en déduire son spectre. Comparer au cas où des conditions
de Dirichlet sont appliquées aux deux bords.

2.2.6. Les opérateurs discrets en plusieurs dimensions d’espace

Lorsque la structure des données est celle de produits tensoriels, ce qui est le cas
lorsqu’on discrétise une EDP sur un rectangle (en 2D) ou un parallélépipède (en 3D)
uniformément discrétisé, l’écriture formelle des opérateurs fait intervenir des « pro-
duits » et des « sommes » de Kronecker d’opérateurs unidimensionnels (voir annexe
B). Au chapitre suivant, nous utiliserons cette technique pour identifier le spectre du
laplacien discret en 2 ou 3 dimensions d’espace.

2.3. Localisation de valeurs propres

En analyse numérique, il arrive fréquemment, y compris dansl’étude de mo-
dèles théoriques linéaires très simplifiés, que l’on aboutisse à un problème de valeurs
propres dont on ne connaît pas la solution exacte formelle. La cause de cette difficulté
peut être liée par exemple à l’application de conditions auxlimites particulières qui
augmente la largeur de bande et détruit la structure régulière de la matrice, ou à la
combinaison d’opérateurs qui ne commutent pas, comme l’advection-diffusion dans
un cadre non périodique. Il reste cependant essentiel de localiser les valeurs propres
dans le plan complexe, en particulier pour établir des conditions suffisantes (et/ou né-
cessaires) de stabilité de certains algorithmes de résolution itératifs (ou schémas d’in-
tégration pseudo-temporels). La localisation des valeurspropres constitue un thème
très vaste des mathématiques numériques, et on réfère en particulier aux ouvrages les
plus connus [96] [48] [10] pour un exposé approfondi de la théorie. Dans cette section,
deux théorèmes classiques sont rappelés afin d’en illustrerl’application aux modèles
discrets fondamentaux.
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EXEMPLE : M = 7 degrés de liberté

1. Basses fréquences :�m < �2
sj;1 =  (1) (xj)� sin (� xj)

-1

0

1

1 2 3 4 5 6 7 j

sj;2 =  (2) (xj)� sin (2� xj)
-1

0

1

1 2 3 4 5 6 7 j

sj;3 =  (3) (xj)� sin (3� xj)
-1

0

1

1 2 3 4 5 6 7 j

Figure 2.4. Modes de Fourier continus associés à l’opérateur de dérivéeseconde, modes de
Fourier discrets associés à l’opérateur de différence divisée seconde centrée (conditions de Di-
richlet aux limites) – Basses fréquences
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2. Hautes fréquences :�m � �2
sj;4 =  (4) (xj)� sin (4� xj)
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1 2 3 4 5 6 7 j

sj;5 =  (5) (xj)� sin (5� xj)
-1

0
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1 2 3 4 5 6 7 j

sj;6 =  (6) (xj)� sin (6� xj)
-1

0

1

1 2 3 4 5 6 7 j

sj;7 =  (7) (xj)� sin (7� xj)
-1

0

1

1 2 3 4 5 6 7 j

Figure 2.5. Modes de Fourier continus associés à l’opérateur de dérivéeseconde, modes de
Fourier discrets associés à l’opérateur de différence divisée seconde centrée (conditions de Di-
richlet aux limites) – Hautes fréquences
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2.3.1. Théorème de Gershgorin

Définition 2.12(Disques de Gershgorin)

Etant donné une matrice carréeA dont les éléments {aj;k} ( j = 1; 2; :::; N ; k =1; 2; :::; N ) sont des complexes, on associe à chaque lignej le disque ferméDj du plan
complexe dont le centre est situé à l’affixeaj;j et le rayon est égal à la somme des mo-
dules des éléments de la ligne hormis celui de la diagonaleRj =PNk=1 ; k 6=j jaj;kj.
Théorème 2.4(Gershgorin)

Les notations étant celles de la définition précédente, toute valeur propre� de la ma-
triceA appartient à l’un au moins des disques de Gershgorin, soit :8� 2 �(A) ; 9 j tel que� 2 Dj : (2.110)

De manière équivalente, ce théorème précise que le spectre deA, noté� (A), est
globalement inclus dans l’union des disques de Gershgorin,ce qui permet d’exclure
la région du plan complexe qui est extérieure à cette union :�(A) � [j Dj : (2.111)

DÉMONSTRATION: soit� 2 �(A) etx un vecteur propre associé non nul :Ax = �x ; x 6= 0 (2.112)

de sorte que pour tout indicej : Xk aj;k xk = �xj (2.113)

Les composantes du vecteurx ne sont pas toutes nulles. Particularisons désormais
l’indice j à la valeur de l’indicem pour laquellejxmj est maximum:jxj j = maxm jxmj (2.114)

En conséquence : jxj j 6= 0 et8 k ; jxkjjxj j � 1 (2.115)

En réarrangeant (2.113), il vient :�� aj;j = Xk ; k 6=j aj;k jxkjjxj j (2.116)
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puis : j�� aj;j j � Rj (2.117)

ce qui prouve que � 2 Dj : (2.118)

EXEMPLE :

La matrice réelle A = 0BB@ 7 5 0 16 14 �2 00 1 18 1�2 0 1 28 1CCA (2.119)

est à « diagonale dominante » stricte car chaque élément diagonal dépasse strictement
la somme (des valeurs absolues) des éléments extra-diagonaux de la même ligne. Les
disques de Gershgorin,D1 : disque de centre (7,0) de rayon 5+0+1=6,D2 : disque de centre (14,0) de rayon 6+2+0=8,D3 : disque de centre (18,0) de rayon 0+1+1=2,D4 : disque de centre (28,0) de rayon 2+0+1=3,
sont représentés à la figure 2.6 sur laquelle on a ombré le complémentaire de leur
union. Il apparaît sur cette figure que les valeurs propres sesituant dans cette union,
sont toutes à parties réelles strictement positives ; en particulier aucune n’est nulle ;
la matriceA est donc inversible. Par ailleurs, un calcul numérique approché de ces
valeurs, indiquées sur la figure par le symbole�, a révélé que 2 sont réelles (� �4:092 ; 28:00) et 2 complexes conjuguées (� � 17:45 � 1:241 i, ce qui confirme la
localisation fournie par le théorème.

REMARQUES:

– Le théorème de Gershgorin admet la conséquence suivante :

Théorème 2.5(Dominance diagonale)

Toute matrice à diagonale strictement dominante est inversible.

DÉMONSTRATION: le résultat découle directement du fait que 0 n’appartientà aucun
des disques de Gershgorin.
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Figure 2.6. Illustration du théorème de Gershgorin – matrice définie en (2.119)

– En appliquant également le théorème à la matrice transposéeAT qui admet le
même spectre, il vient : �(A) � [k ~Dk (2.120)

où ~Dk est le disque fermé du plan complexe dont le centre est situé àl’affixe ak;k et
dont le rayon~Rk est égal à la somme des éléments extra-diagonaux de la colonne k
de la matriceA : ~Rk =Pj ; j 6=k jaj;kj. Donc finalement,� (A) � 0@[j Dj \[k ~Dk1A (2.121)

2.3.2. Théorème de Bendixson
Théorème 2.6(Bendixson)

Soit A une matrice carrée quelconque dont les éléments sont complexes, etA� la
matrice adjointe. On pose :H1 = A+A�2 ; H2 = A�A�2i (2.122)

de sorte queH1 etH2 sont des matrices hermitiennes (H�1 = H1 ; H�2 = H2) dont
les valeurs propres sont réelles, etA = H1 + iH2 : (2.123)
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Soienta; b; c; d les réels suivants :a = �min(H1) = min �(H1) ; b = �max(H1) = max �(H1)c = �min(H2) = min �(H2) ; d = �max(H2) = max �(H2) (2.124)

Alors, les parties réelle et imaginaire de toute valeur propre� de la matriceA vérifient
les encadrements suivants :a � <(�) � b ; c � =(�) � d : (2.125)

DÉMONSTRATION: les matricesH1 etH2 étant hermitiennes, il existe des matrices
unitairesU1 etU2, U�1 U1 = I ; U�2 U2 = I ; (2.126)

et des matrices diagonales réelles�1 = Diag (�m) et�2 = Diag (�m) telles que :H1 = U1 �1 U�1 ; H2 = U2 �2 U�2 (2.127)

On suppose que les réelsf�mg etf�mg sont ordonnés par valeurs croissantes :�1 = a � �2 � ::: � �N = b ; �1 = c � �2 � ::: � �N = d (2.128)

Soit� = �+ i � 2 �(A) etz = x+ i y un vecteur propre associé,Az = � z (2.129)

que l’on peut supposer orthonormé:kzk22 = z� z = 1 (2.130)

de sorte que : � = z�Az= �xT � i yT � (H1 + iH2) (x+ i y) (2.131)

ce qui conduit à : � = <(�) = xT H1 x+ yT H1 y (2.132)

et : � = =(�) = xT H2 x+ yT H2 y (2.133)

où le caractère hermitien des matricesH1 etH2 a été utilisé. Examinons maintenant
les variations du « quotient de Rayleigh » suivant :R(�) = ��H1 ��� � = �� U1 �1 U�1 ��� � (2.134)
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où � est un vecteur non nul quelconque. On définit le vecteur :� = U�1 � (2.135)

de sorte que : k�k22 = �� � = �� U1 U�1 � = �� � = k�k22 (2.136)

carU�1 , opérateur unitaire, conserve la norme ; de plus :� = U1 � (2.137)

ce qui permet d’expliciter l’expression deR(�) comme suit :R(�) = �� �1 ��� � = �1 j�1j2k�k22 + �2 j�2j2k�k22 + :::+ �N j�N j2k�k22 (2.138)

oùk�k22 =Pj j�j j2. Cette expression fait apparaître que le quotient de Rayleigh est
à valeurs dansR et que ses bornes sont respectivement la plus petite et la plus grande
valeurs propres de la matriceH1 :min� ; � 6=0 R(�) = �1 = a ; max� ; � 6=0 R(�) = �N = b (2.139)

Le vecteurx étant réel, il en résulte que :a �xT x� � xT H1 x � b �xT x� (2.140)

et de même poury ; finalement : a � � � b (2.141)

carxT x + yT y = kzk22 = 1. En remplaçantH1 parH2 on obtient un encadrement
analogue de la partie imaginaire : c � � � d (2.142)

ce qui complète la démonstration.

Dans le cas d’une matrice réelleA = �A, les matricesH1 et iH2 sont les parties
symétrique et antisymétrique deA :H1 = A+AT2 déf= S = ST ; iH2 = A�AT2 déf= � = ��T (2.143)

Le rectangle[a; b] � [c; d] est alors symétrique par rapport à l’axe des imaginaires,
comme le schématise la figure 2.7.
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EXEMPLE D’ APPLICATION :

A titre d’illustration, on s’intéresse au spectre de la matriceAh associée à l’opé-
rateur de différence centrée dans le cas non périodique défini au paragraphe 2.2.2 par
l’équation (2.86). Ces valeurs propres, précédemment indiquées à la figure 2.1 dans le
cas où la dimensionN = M = 15, ont des parties imaginaires dominantes et com-
prises entre -1 et 1, et des parties réelles strictement positives. On peut montrer par
l’étude d’une équation transcendentale que, lorsqueh = 1M ! 0, les parties imagi-
naires forment un ensemble dense dans [-1,1], et les partiesréelles tendent vers 0. En
ce sens, le spectre diffère peu du cas périodique. Essayons alternativement de retrou-
ver cette localisation par application des théorèmes précédents.

L’application du théorème de Gershgorin à la matriceAh fournit la localisation
indiquée à la figure 2.8. On en conclut notamment que les parties imaginaires sont
comprises entre -1 et 1, et les parties réelles entre -1 et 2.

L’application du théorème de Gerhgorin à la matrice transposéeATh = 0BBBBB@ 0 � 1212 0 � 12
. . .

. . . � 1212 0 �112 1
1CCCCCA (2.144)

permet d’affiner légèrement le résultat (voir figure 2.9). Désormais on sait que les par-
ties réelles sont comprises entre -1 et32 .

Dans le but d’appliquer le théorème de Bendixson à la matriceAh qui est réelle,
on calcule ses parties symétrique,S = 12 �Ah +ATh � = 0BBBBB@ 0 0

. . . 0 � 14� 14 1
1CCCCCA (2.145)

et antisymétrique :� = 12 �Ah �ATh � = 0BBBBB@ 0 12� 12 0 12
. . .

. . .
. . .� 12 0 34� 34 0

1CCCCCA (2.146)
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�(�) Rectangle contenant�(A)
�(S) a b <
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(= �d)

Figure 2.7.Localisation du spectre d’une matrice réelle par le théorème de Bendixson.
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Figure 2.8.Localisation du spectre par application du théorème de Gershgorin à la matriceAh.
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Figure 2.9.Localisation du spectre par application du théorème de Gershgorin à la matriceATh .

Les valeurs propres (réelles) de la partie symétriqueS sont� = 0 (de multiplicitéN � 2), � = �1�p17=4� =2 = a et� = �1 +p17=4�=2 = b. Les valeurs propres
(purement imaginaires) de la partie antisymétrique� ont des ordonnées comprises
entrec = � 54 etd = 54 en vertu du théorème de Gershgorin. Ces considérations per-
mettent d’exclure l’extérieur du rectangle[a; b]�[c; d] comme indiqué à la figure 2.10.

Malheureusement, bien que très proche de 0, le réela est strictement négatif. On ne
peut donc à ce stade exclure la possibilité de valeurs propres à parties réelles négatives.
Pour atteindre ce but, il convient au préalable d’équilibrer la matriceAh. Pour cela,
on introduit la matrice diagonale suivante :

D = 0BBBBB@ 1 1
. . . 1 p2

1CCCCCA (2.147)
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Figure 2.10.Localisation du spectre par application du théorème de Bendixson à la matriceAh
et on remplace la matriceAh par la matrice semblable suivante :~A = D�1AhD = 0BBBBBBB@ 0 12� 12 0 . . .

. . .
. . . 12� 12 0 p22�p22 1

1CCCCCCCA (2.148)

L’application du théorème de Gershgorin aux matrices~A et ~AT ne conduit pas à une
localisation plus fine que celle de la figure 2.9 que l’on conserve en vue. La partie
symétrique de la matrice~A,~S = 12 � ~A+ ~AT� = 0BBBBB@ 0 0

. . . 0 1
1CCCCCA (2.149)
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admet les valeurs propres� = a0 = 0 (de multiplicitéN � 1) et � = b0 = 1, et la
partie antisymétrique,~� = 12 � ~A� ~AT� = 0BBBBBBB@ 0 12� 12 0 . . .

. . .
. . . 12� 12 0 p22�p22 0

1CCCCCCCA (2.150)

admet des valeurs propres (purement imaginaires) dont les ordonnées sont comprises
entrec0 = �(1+p2)=2 etd0 = (1+p2)=2 (en vertu du théorème de Gershgorin). On
peut donc exclure l’extérieur du rectangle[a0; b0] � [c0; d0] et aboutir à la localisation
(encore très approximative) de la figure 2.11 qui prouve néanmoins que la partie réelle
d’aucune valeur propre n’est strictement négative, comme on sait.

−1

−1

1

Im

Re
3/20 1

c’

d’

Figure 2.11.Localisation du spectre par application du théorème de Bendixson à la matrice~A
2.4. Perturbations de matrices

Dans cette section, on s’intéresse encore aux situations oùla diagonalisation for-
melle d’une matrice n’est pas connue, mais ici, on suppose que l’on sait diagonaliser
une matrice « proche ». Si la différence entre ces deux matrices est suffisamment pe-
tite, peut-on garantir que la matrice d’origine est effectivement diagonalisable, et si
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oui, peut-on approcher son spectre? Ces questions relèventde la très vaste théorie des
équations algébriques dont on se contente ici de citer quelques résultats très classiques
avant de les appliquer aux matrices associées aux modèles fondamentaux. On part du
théorème suivant pour lequel on renvoie à [3] (chapitre 8) pour une démonstration :

Théorème 2.7(Analyticité des zéros d’un polynôme)

SoitN � 1 un entier fixé," un « petit » paramètre, etPN;"(�) un polynôme en� de
degréN dont les coefficients sont des fonctions polynômiales de" :PN;"(�) = aN (")�N + aN�1(")�N�1 + � � �+ a1(")�+ a0(") (2.151)

On suppose queaN(0) 6= 0 et que le discriminant du polynômePN;0(�) n’est pas nul
non plus, de sorte que les zéros de ce polynôme sont distincts. Alors, dans un voisinage
de" = 0, les zéros du polynômePN;"(�) s’expriment par des séries entières de".

REMARQUE :

Dans le cas inverse où le discriminant est nul, le polynômePN;0(�) admet au
moins un zéro de multiplicité� > 1 ; il existe alors parmi les zéros du polynômePN;"(�) des sous-groupesfG`g (` = 1; 2; ::: ; card(G`) = �` � 1 ; P` �` = �)
pour lesquels les zéros s’expriment par des séries entièresde"1=�` (cf. [96], chapitre
2). Par conséquent dans le cas le plus dégénéré, ces zéros s’expriment par des séries
entières de"1=N .

Ce théorème implique en particulier que les zéros du polynômePN;"(�) sont dans
tous les cas des fonctions de" continues en 0, prenant donc des valeurs distinctes pour" suffisamment petit. Ce théorème admet le corollaire suivant:

Corollaire 2.1 (Analyticité des valeurs propres d’une matrice)

SoitN � 1 un entier fixé," un« petit » paramètre, etA(") une matrice de dimensionN �N dont les coefficients sont des fonctions affines de" :A(") = A0 + "A00 (2.152)

Si pour" = 0 la matriceA0 = A(0) admet la diagonalisation suivante :A0 = X0 �0X�10 (2.153)

dans laquelle les matricesX0 et�0 sont de dimensionN �N ,X0 est inversible et�0
diagonale, et si les valeurs propres de la matrice�0 (c’est-à-dire deA0) sont distinctes,
alors il existe des séries entières de" de la forme :� �(") = �0 + "�00 + : : :X(") = X0 + "X 00 + : : : (2.154)
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telles que pour tout" suffisamment petit,�(") est diagonale,X(") inversible, etA(") = X(") �(")X(")�1 (2.155)

DÉMONSTRATION: il convient de considérer séparément les cas des valeurs etdes
vecteurs propres. Notons d’abord que les coefficients du polynôme caractéristique de
la matriceA("), PN;"(�) = det

�A(")� �I� (2.156)

sont des polynômes (homogènes) des coefficients de la matriceA("), donc des poly-
nômes de". Les zéros du polynômePN;0(�) qui sont les valeurs propres de la matriceA0, sont distincts par hypothèse. Le polynômePN;"(�) satisfait donc les hypothèses
du théorème précédent, ce qui garantit, pour" suffisamment petit, l’existence de va-
leurs propres distinctes pour la matriceA(") développables en séries entières, d’où la
matrice diagonale : �(") = �0 + "�00 + : : : (2.157)

Les valeurs propres étant distinctes dans un voisinage de" = 0, on peut les « suivre »
par continuité à partir de l’ordre (arbitraire) qu’elles occupent dans la diagonale de
la matrice�0. On adopte bien évidemment le même ordre pour les vecteurs propres
associés. La question de la normalisation est plus délicate. Il s’agit de prouver que pour
tout", on peut associer à chaque valeur propre�(") un unique vecteur proprex(") de
telle sorte que la fonctionx(") soit analytique. Le vecteurx(") est (incomplètement)
défini par la condition suivante :�A(")� �(") I�x(") = 0 (2.158)

qui constitue pour les composantes du vecteur inconnux(") un système d’équations
linéaires homogène dont les coefficients sont des fonctionsanalytiques de", et dont on
sait qu’il est compatible et indéterminé, et de rangN�1, car par hypothèse, toutes les
valeurs propres sont simples. Les solutions de ce système forment un espace vectoriel
de dimension 1.

Pour" = 0, le système à résoudre s’écrit :�A0 � �0 I�x(0) = 0 (�0 = �(0)) (2.159)

Puisque le rang est égal àN�1, il existe au moins un couple d’indices(j; k) tel que le
blocB0 de dimension(N � 1)� (N � 1) obtenu en éliminant la lignej et la colonnek de la matriceA0 � �0 I est inversible,

detB0 6= 0 (2.160)
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alors que det
�A0��0 I� = 0. Dans ce cas, dans le système (2.159), on peut éliminer

la j-ième équation, qui est redondante, et faire apparaître lak-ième composante du
vecteurx(0) comme un paramètre :B0 x(0) = �Cj;k0 xk(0) (2.161)

oùx(0) etCj;k0 sont des vecteurs de dimensionN � 1 ; x(0) est obtenu en éliminant
du vecteurx(0) sak-ème composante ;Cj;k0 est obtenu en éliminant duk-ème vecteur
colonne de la matriceA0 � �0 I saj-ème composante. D’où la solution formelle :

x(0) = ��B0��1 Cj;k0 xk(0) ; xk(0) arbitraire (2.162)

On peut choisirxk(0) de manière que le vecteur qui en résulte soit identique au vec-
teur colonne approprié de la matriceX0.

L’identification d’indicesj et k rendant ces manipulations possibles s’appuie sur
le fait que pour" = 0, un certain déterminant n’est pas nul. Cette propriété reste
vraie pour" 6= 0 mais suffisamment petit, en raison de la continuité des fonctions
analytiques. Par conséquent, en définissant maintenant la matriceB" comme le bloc
de dimension(N � 1) � (N � 1) obtenu à partir de la matriceA(") � �(") I en
éliminant la lignej et la colonnek, il reste vrai dans un voisinage de" = 0 que

detB" 6= 0 : (2.163)

Par conséquent, le système (2.158) équivaut à :B" x(") = �Cj;k" xk(") (2.164)

oùx(") etCj;k" sont des vecteurs de dimensionN�1 ; x(") est obtenu en éliminant du
vecteurx(") sak-ième composante ;Cj;k" est obtenu en éliminant duk-ième vecteur
colonne de la matriceA(")��(") I saj-ième composante. D’où la solution formelle :

x(") = ��B"��1 Cj;k" xk(") ; xk(") arbitraire (2.165)

En choisissant par exemple la normalisation suivante :

xk(") = xk(0) (" 6= 0) (2.166)

on complète une définition unique possible du vecteurx("). De plus, l’expression
ci-dessus, (2.165), ne fait alors intervenir que des fractions rationnelles de fonctions
analytiques en", qui sont elles-mêmes analytiques dans tout ouvert qui ne contient pas
de pôle, ce qui est bien le cas d’un voisinage de" = 0 ; ce résultat fournit donc une
définition analytique des vecteurs propres. En rassemblantces vecteurs dans l’ordre
convenable, on aboutit à la fonction analytique suivante à valeur matricielle :X(") = X0 + "X 00 + : : : (2.167)
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qui satisfait A(")X(") = X(") �(") (2.168)

par définition des vecteurs propres, ce qui implique, vu que les valeurs propres sont
distinctes, que la matriceX(") est inversible, et donc que :A(") = X(") �(")X(")�1 ; 8": (2.169)

Ce corollaire a confirmé la possibilité de diagonaliser la matriceA(") dans un voi-
sinage de" = 0, sans préciser de résultat quantitatif. Le théorème suivant, à l’inverse,
fournit l’expression de lapremière variationdes valeurs propres. Afin d’en simplifier
l’expression, on introduit la notation suivante :

Définition 2.13(Notation d’opérateur partie-diagonale, Dg )

On convient de désigner par « opérateur partie-diagonale »,noté Dg , l’opérateur qui
transforme une matrice carrée quelconqueM en la matrice diagonaleD = Dg (M)
ayant les mêmes éléments diagonaux (Dj;k = �j;kMj;k ; 8 j; k).

REMARQUE :

Cet opérateur est linéaire et n’a aucun effet sur une matricediagonale.

Théorème 2.8(Premières variations des valeurs propres)

Les hypothèses du corollaire 2.1 étant faites, on a :�00 = Dg
�X�10 A00X0� (2.170)

Si l’on introduit la notation suivante pour les « premières variations »,( �A déf= "A00�� déf= "�00 (2.171)

le résultat de ce théorème peut s’exprimer de manière équivalente comme suit :�� = Dg
�X�10 �AX0� (2.172)
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DÉMONSTRATION: on tire de l’équation (2.155) l’expression suivante de la matrice
des valeurs propres �(") = X(")�1A(")X(") (2.173)

que l’on dérive par rapport à" (chaque facteur séparément) ; puis on fait" = 0 :�00 = X�10 A00X0 + �X�1�00A0X0 +X�10 A0X 00= X�10 A00X0 + �X�1�00X0 �0 +�0X�10 X 00 (2.174)

En outre, en dérivant la matrice constanteX(")�1X(") = I , il vient :�X�1�00X0 +X�10 X 00 = 0 (2.175)

de sorte qu’en posant B déf= �X�1�00X0 (2.176)

on a : �00 = X�10 A00X0 +B �0 � �0B (2.177)

Enfin, on remarque que pour tout indicej :�B �0 � �0B�j;j =Pm Bj;m ��0�m;j �P` ��0�j;`B`;j= Bj;j �0;j � �0;j Bj;j= 0 (2.178)

(�0;j : valeur pour" = 0 de laj-ième valeur propre). Par conséquent

Dg
�B �0 � �0B� = 0 (2.179)

et en appliquant l’opérateur Dg qui est linéaire et sans effet sur une matrice diagonale
à (2.177), il vient : �00 = Dg

��00� = Dg
�X�10 A00X0� (2.180)

Pour illustrer ce résultat, on considère le cas d’une équation d’advection-diffusion,c ux = �uxx (0 � x � 1) (c; � > 0) (2.181)
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discrétisée par différences finies centrées sur un maillageuniformefxjg (j = 0; 1; :::;M + 1 ; xj = jh ; h = 1=(M + 1)) :c2h (uj+1 � uj�1) = �h2 (uj+1 � 2uj + uj�1) (j = 1; 2; :::;M) (2.182)

et soumise aux conditions de Dirichlet suivantes :u0 = u(0) = � ; uM+1 = u(1) = � (2.183)

En rassemblant ces équations, on obtient le système linéaire suivant :Ah uh = fh (2.184)

où, ici : Ah = TridDD �� 12 ; 0; 12�+ "TridDD (�1; 2;�1) (2.185)

est une matrice tridiagonale de dimensionM�M dans laquelle intervient le paramètre" qui est égal à l’inverse du « nombre de Reynolds de maille » (ou« nombre de Péclet
de maille ») : " = 1

Reh = �c h (2.186)

On s’intéresse au spectre de la matrice d’approximationAh particulièrement dans
deux cas limites suivants :

(a) advection dominante :"� 1 ;

(b) diffusion dominante :"� 1.

En fait, la simplicité de cet exemple fait que l’on peut facilement diagonaliser la
matriceAh de manière formelle et complète et vérifier ainsi le bien-fondé de l’ap-
proximation (2.180). A cette fin, on considère d’abord la structure tridiagonale géné-
rale d’un opérateur de différences finies à 3 points lorsqu’il est soumis à des conditions
de Dirichlet, à savoir :A = TridDD (a; b; c) déf= 0BBBBB@ b ca b c

. . .
. . .

. . .a b ca b
1CCCCCA (2.187)
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(a; b; c 2 R). Pour identifier les éléments spectraux, on distingue deuxcas :

1ercas :a c > 0 (signe(a) = signe(c)).
On considère alors lesM vecteursfXmg (m = 1; 2; ::;M ) dont les composantes

sont les suivantes :Xj;m =r 2M + 1 �rac�j sin j�m (j = 1; 2; :::;M) (2.188)

où le paramètre de fréquence a la définition habituelle :�m = m�M + 1 (2.189)

il vient :(AXm)` = MXj=1 A`;j Xj;m= aX`�1;m + bX`;m + cX`+1;m= �b+pa c signe(a) sin (`� 1)�m + signe(c) sin (`+ 1)�msin `�m � X`;m= �mX`;m
(2.190)

où après simplification :�m = b+ 2 signe(c)pa c cos �m (2.191)

Puisque le nombre complexe�m ne dépend que de l’indicem, ces équations prouvent
que le vecteurXm est un vecteur propre de la matriceA associé à la valeur propre�m. Ces valeurs propres étant distinctes et en nombreM , on obtient donc ainsi la
diagonalisation complète de la matriceA :A = X �X�1 (2.192)

Quand de plus,a = c, la matriceA, alors réelle-symétrique, est, à l’addition près
d’une matrice scalaire, égale à un multiple de la matrice de discrétisation du modèle
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fondamentalAh = h�2 TridDD (�1; 2;�1). La matriceX = (Xj;m) des vecteurs
propres s’identifie alors à la matriceSh (orthogonale et symétrique) des modes de
Fourier discrets associés à ce modèle (voir théorème 1.1).

2ecas :a c < 0 (signe(a) = �signe(c)).
On pose alors:Xj;m =r 2M + 1 �ir���ac ����j sin j�m (j = 1; 2; :::;M) (2.193)

où i est le symbole des imaginaires. On obtient ici :(AXm)`X`;m = b+pja cj signe(a)i sin (`� 1)�m + i signe(c) sin (`+ 1)�msin `�m= �m (2.194)

indépendamment dè, où, après simplification :�m = b+ 2 signe(c) ipja cj cos �m (2.195)

Puisque le nombre complexe�m ne dépend que de l’indicem, ces équations prouvent
que le vecteurXm est encore un vecteur propre de la matriceA associé à la valeur
propre�m. Ces valeurs propres étant distinctes et en nombreM , on obtient donc ainsi
la diagonalisation complète de la matriceA, conformément à (2.192).

On revient maintenant à l’étude du spectre de la matriceAh associée au modèle
d’advection-diffusion, (2.185), pour laquelle les paramètresa; b; c de la structure
tridiagonale ont les valeurs suivantes :a = � 12 � " ; b = 2 " ; c = 12 � " (2.196)

de sorte quea < 0, b > 0 et c est positif ou négatif suivant que" est inférieur ou
supérieur à12 .

Dans le cas de l’advection dominante," � 1, on peut développer (2.195) suivant
les puissances croissantes de" :�hm = 2 "+ 2 ir14 � "2 cos �m = i cos �m + 2 "+O �"2� (2.197)
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Alternativement, on peut identifier des matricesA0 etA00 telles queAh = A0 + "A00 (2.198)

à savoir : A0 = TridDD �� 12 ; 0; 12� (2.199)

matrice de discrétisation centrée de la dérivée première, et :A00 = TridDD (�1; 2;�1) = 2 I � �B + BT � (2.200)

matrice de discrétisation centrée de la dérivée seconde, oùB = TridDD (0; 0; 1).
Pour l’advection pure, l’expression des vecteurs propresX0 = fX0j;mg, se simpli-
fie comme suit :X0j;m =r 2M + 1 ij sin j�m (j = 1; 2; :::;M) (2.201)

où l’indice 0 réfère aux valeurs prises pour" = 0, et les valeurs propres correspon-
dantes sont les suivantes : �h0m = i cos �m (2.202)

ce qui est bien la partie principale de (2.197). La perturbation d’ordre" est, d’après
(2.180), égale à la quantité suivante :��hm = ��m;m= "�X�0 �2 I � B � BT � X0�m;m= " (2� zm � zm)= 2 " (1�<(zm)) (2.203)

où le nombre complexezm s’exprime comme suit :zm = (X�0 BX0)m;m=Xj;` X�0m;j Bj;`X0`;m=Xj X�0m;j X0j+1;m=Xj X0j;mX0j+1;m=Xj 2M + 1 i sin j�m sin (j + 1)�m (2.204)

de sorte que : <(zm) = 0 (2.205)
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et finalement : ��hm = 2 " (2.206)

comme prévu.

Examinons maintenant le cas inverse où la diffusion domine :"� 1. Dans ce cas,
on développe (2.191) suivant les puissances croissantes dupetit paramètre"�1 :�hm = 2 "� 2r"2 � 14 cos �m = 2 "� 2 " cos �m +O�1"� (2.207)

de sorte que �hm" = 2� 2 cos �m +O� 1"2� (2.208)

Autrement dit, la perturbation causée par l’advection sur les valeurs propres (norma-
lisées) est du second ordre. Vérifions-le à partir de (2.180). Pour cela, on part deAh" = A00 + 1" A0 (2.209)

Le rôle des matricesA0 etA00 est ici inversé par rapport au cas précédent. La partie
principaleA00 est diagonalisée par la matrice bien connue des modes de Fourier dis-
crets du modèle discret fondamental,Sh (cf. Théorème 1.1), de sorte qu’ici (2.180)
s’applique en faisant les changements de notation suivants:"! 1" ; A0 ! A00 ; A00 ! A0 ; X0 ! Sh (2.210)

ce qui donne �� = 1" Dg
�S�1h A0 Sh� (2.211)

Or la matriceSh est orthogonale (S�1h = STh ) et la matriceA0 antisymétrique, de sorte
que la matriceS�1h A0 Sh est antisymétrique et ses éléments diagonaux sont tous nuls.
En conséquence : �� = 0 (2.212)

ce qui confirme le résultat.



Chapitre 3

Relaxation et lissage

3.1. Introduction

Le but de ce chapitre est d’une part de rappeler quelques notions essentielles sur
les techniques de résolution itératives des systèmes linéaires, dites techniques de re-
laxation, pour lesquelles le lecteur pourra se référer notamment à [92] pour une pré-
sentation approfondie, et d’autre part d’introduire le concept d’opérateur de lissage,
qui résulte d’une utilisation particulière de ces techniques de relaxation aux systèmes
linéaires issus de la discrétisation d’une EDP linéaire (souvent elliptique).

3.2. Définitions classiques des itérations de Jacobi et Gauss-Seidel

Dans cette section, on s’intéresse à la résolution itérative d’un système linéaire
régulier d’abord général : Au = f (3.1)

dans lequelA est une matrice inversible de dimensionN �N (detA 6= 0). Il est cou-
tumier de distinguer dans la matriceA la diagonaleD, la partie triangulaire inférieure�B et la partie triangulaire supérieure�C :A = D � (B + C) (3.2)

Le système à résoudre peut donc aussi bien s’écrire :Du = (B + C)u+ f (3.3)
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Dans le cas particulier, mais fondamental, où la matriceA est réelle-symétrique
définie positive, son inversibilité exige celle de la matrice diagonaleD. En effet, si
un élément diagonal de la matriceD était nul, disonsDj;j = 0, notantej le j-ième
vecteur de la base canonique (dont lak-ième composante est égale à�j;k), on auraiteTj Aej = 0, ce qui serait en contradiction avec le fait supposé vrai quela forme qua-
dratiqueq(x) = xT Ax est non dégénérée.

Revenant au cas général d’une matriceA non nécessairement réelle-symétrique,
on suppose néanmoins dans tout le chapitre que l’on a :

detD 6= 0 (3.4)

En pratique, la satisfaction de cette condition est souventle résultat d’un réarrange-
ment du système par permutation des équations et choix judicieux des « pivots ». Une
méthode itérative vient alors naturellement à l’esprit pour résoudre (3.1) ou (3.3) :

Définition 3.1 (Itération de Jacobi)

A partir de l’itéréun = funj g, on construit l’itéré suivant,un+1 = fun+1j g, en faisant
une boucle sur les équations, et en résolvant chacune par rapport à l’inconnue de même
indice, soit :

Pourj = 1; 2; :::; N , on calcule :un+1j = 1Dj;j �Xk<j Bj;k unk +Xk>j Cj;k unk + f� : (3.5)

Avant de s’interroger sur la convergence de cette itération, notons qu’elle équivaut,
en notation matricielle, à poser :un+1 = GJ un +D�1 f (3.6)

où l’on a posé :GJ = D�1 (B + C) = D�1 (D �A) = I �D�1A (3.7)
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Définition 3.2 (Diagonale dominance)

On dit que la matrice carréeA est à diagonale dominante (strictement), ssi :8 j ; jAj;j j > Xk; k 6=j jAj;kj (3.8)

On a alors le théorème très important suivant :

Théorème 3.1

Si la matriceA est à diagonale dominante (strictement), elle est inversible et l’itération
de Jacobi converge.

DÉMONSTRATION: l’hypothèse implique que l’on a :kGJ k1 < 1 (3.9)

(norme infinie induite, voir annexe A). En conséquence, le rayon spectral associé à
l’itération de Jacobi, satisfait les relations suivantes :�J déf= � (GJ ) � kGJ k1 < 1 (3.10)

ce qui est d’ailleurs évident d’après le théorème de Gershgorin : en effet, les disques
de Gershgorin associés à la matriceGJ sont concentriques à l’origine et lorsque la
matriceA est à diagonale dominante (strictement), ils sont tous de rayon inférieur à 1.
Par conséquent, aucune valeur propre de la matriceGJ n’est égale à 1 ; donc aucune
valeur propre de la matrice : A = D (I �GJ) (3.11)

n’est nulle, ce qui établit l’inversibilité. On note alors :e1 déf= A�1 f (3.12)

la solution du système linéaire, et :en déf= un � u1 (3.13)

le « vecteur erreur (itérative) » à l’itération couranten.
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Dans ce chapitre consacré à la convergence itérative, on omet l’indice h de discré-
tisation spatiale sauf en cas de notation ambigüe.

On a alors la récurrence suivante :en+1 = GJ en (3.14)

qui implique que : en = GnJ e0 (3.15)

dont on tire la majoration suivante :k en k1 � kGnJ k1 k e0 k1 � (kGJ k1)n k e0 k1 (3.16)

En conséquence : limn!1 k en k1 = 0 (3.17)

et limn!1 un = u1 (3.18)

ce qui établit la convergence.

Le théorème 3.1 donne une conditionsuffisantede convergence de l’itération de
Jacobi. Il ne s’agit pas d’une condition nécessaire. En particulier, on dit que la matriceA est à diagonale dominante, en sous-entendant « au sens large», lorsque (3.8) est
vraie pour au moins une lignej et qu’il y a égalité pour les autres ; dans ce cas,
certains résultats, tels que l’inversibilité du système, peuvent encore être démontrés
à condition de supposer en outre que la matriceA est « irréductible ». Le lecteur
souhaitant approfondir cette question pourra notamment consulter [92].

Un contre-exemple notoire est en effet fourni par le cas du modèle discret unidi-
mensionnel pour lequel la matriceA = Ah = 1h2 TridDD (�1; 2;�1) (3.19)

(de dimensionM �M ,M = N ) est associée aux matricesB,D etC suivantes :8>>><>>>: B = h�2 TridDD (1; 0; 0)D = h�2 Diag(2)C = h�2 TridDD (0; 0; 1) (3.20)
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et n’est visiblement pas à diagonale dominante strictement, mais seulement au sens
large. On reprend ici la preuve de convergence de l’itération de Jacobi à ce cas parti-
culier par le calcul direct du rayon spectral.

Le nombre complexeg est une valeur propre de la matriceGJ ssi :GJ u = g u (u 6= 0) (3.21)

ce qui équivaut à (g D �B � C)u = 0 (u 6= 0) (3.22)

c’est-à-dire spécifiquement :

TridDD (�1; 2g;�1)u = 0 (u 6= 0) (3.23)

Cette condition équivaut à l’existence d’une valeur proprenulle pour la matrice
TridDD (�1; 2g;�1) dont le spectref�m g (m = 1; 2; :::;M ) est donné par la for-
mule générale (2.191) qui se réduit ici à :�m = 2g � 2 cos �m (3.24)

où les�m sont les paramètres de fréquence habituels. Par conséquent, la condition�m = 0 (3.25)

fournit l’ensemble suivant des valeurs propres de la matriceGJ :gm = cos �m (m = 1; 2; :::;M) (3.26)

Le rayon spectral en résulte :�J = cos �M + 1 = cos �h = 1� �22 h2 + ::: (3.27)

(Noter que cette expression est conforme au résultat de l’annexe D.)

Revenant au cas d’une matriceA générale, on remarque que dans l’application de
(3.5) on n’utilise pas les estimations les plus récentes desinconnues. En effet, dans le
cas où le balayage s’effectue par valeurs croissantes de l’indicej, les valeursfun+1k g
(k < j) sont déjà connues lors du calcul defun+1j g. Cette remarque nous amène à
considérer l’algorithme suivant comme alternative :

Définition 3.3 (Itération de Gauss-Seidel)

A partir de l’itéréun = funj g, on construit l’itéré suivant,un+1 = fun+1j g, en faisant
une boucle sur les équations, et en résolvant chacune par rapport à l’inconnue de même
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indice, ceci en utilisant toujours les estimations les plusrécentes, soit :
Pourj = 1; 2; :::; N , on calcule :un+1j = 1Dj;j �Xk<j Bj;k un+1k +Xk>j Cj;k unk + f� : (3.28)

Cette définition équivaut à l’équation matricielle suivante :Dun+1 = B un+1 + C un + f (3.29)

qui elle-même donne : un+1 = GGS un + (D �B)�1 f (3.30)

où l’on a posé :GGS = (D �B)�1 C = (D �B)�1 (D �B �A) = I � (D �B)�1A
(3.31)

Intuitivement, par rapport à l’itération de Jacobi, dans l’itération de Gauss-Seidel
on inverse « exactement » une plus grande partie de la matriceA, à savoir la partie
triangulaire inférieureD � B au lieu de la partie diagonaleD uniquement. On en
escompte donc une réduction du rayon spectral qui est effective dans de nombreux
cas. Vérifions-le dans le cas particulier du modèle discret unidimensionnel (1.10) en
identifiant le spectre de la matriceGGS .

Le nombre complexeg0 est une valeur propre de la matriceGGS ssi :GGS u0 = g0 u0 (u0 6= 0) (3.32)

ce qui équivaut à : �g0 (D �B)� C�u0 = 0 (u0 6= 0) (3.33)

c’est-à-dire spécifiquement :

TridDD (�g0; 2g0;�1)u0 = 0 (u0 6= 0) (3.34)

Cette condition équivaut à l’existence d’une valeur proprenulle pour la matrice
TridDD (�g0; 2g0;�1) dont le spectref�0m g (m = 1; 2; :::;M ) est donné par la for-
mule générale (2.191) qui se réduit ici à :�0m = 2g0 � 2pg0 cos �m (3.35)
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où les�m sont les paramètres de fréquence habituels. Par conséquent, la condition�0m = 0 (3.36)

fournit l’ensemble suivant des valeurs propres de la matriceGGS :g0m = cos2 �m (m = 1; 2; :::;M) (3.37)

Le rayon spectral en résulte :�GS = cos2 �M + 1 = cos2 �h = �2J (3.38)

En conséquence, dans le cas particulier du modèle fondamental, l’itération de Gauss-
Seidel converge 2 fois plus vite que celle de Jacobi. Ce résultat s’étend facilement au
cas du laplacien discrétisé sur un maillage tensoriel en plusieurs dimensions d’espace
pour lequel il est commode d’utiliser les notations de « somme directe » du paragraphe
3.5.2.

Il existe une autre situation générale pour laquelle l’algorithme de Gauss-Seidel
est deux fois plus rapide que celui de Jacobi. Cette situation correspond au cas où ces
algorithmes sont appliqués « par blocs » après avoir partitionné les inconnues en deux
sous-ensembles, disons :u = � uIuII � uI 2 Rp ; uII 2 Rq ; p+ q = N (3.39)

Autrement dit : uI = 0BBB@ u1u2
...up 1CCCA uII = 0BBB@ up+1up+2

...uN 1CCCA (3.40)

En conséquence, on partitionne la matriceA et le second membref comme suit :A = � A11 A12A21 A22 � f = � fIfII � (3.41)

où les blocs diagonauxA11 etA22 sont carrés, inversibles et de dimensions respectivesp�p etq�q, alors que les blocs extra-diagonaux sont rectangulaires et de dimensions
respectivesp� q et q � p. On introduit alors la définition suivante :

Définition 3.4 (Itérations de Jacobi (� = 0) et de Gauss-Seidel (� = 1) par blocs)

On appelle ainsi les itérations dont le schéma fonctionnel :un = � uIuII �n �! un+1 = � uIuII �n+1
(3.42)
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est défini comme suit :8<: un+1I = A�111 (fI �A12 unII)un+1II = A�122 �fII �A21 un+�I � (3.43)

Bien évidemment, dans le cas particulier d’un système de 2 équations à 2 incon-
nues (p = q = 1), cette définition redonne les définitions classiques des algorithmes.

Il résulte de cette définition que la matriceGJ de l’itération de Jacobi (� = 0)
s’exprime comme suit :GJ = �� A11 00 A22 ��1 � 0 A12A21 0 �

(3.44)

alors que celle associée à l’itération de Gauss-Seidel (� = 1) est donnée par :GGS = �� A11 0A21 A22 ��1 � 0 A120 0 �
(3.45)

Soit alors� une valeur propre non nulle quelconque de la matriceGGS etv = � vIvII � (3.46)

un vecteur propre associé non nul. Du fait que� 6= 0, on a :� �A11 vI +A12 vII = 0A21 vI +A22 vII = 0 (3.47)

Soit alors� l’une des racines carrées de� :� = �p� (3.48)

etu le vecteur non nul défini par :uI = vI uII = vII� (3.49)

En reportant ces relations dans (3.47), il vient après simplification par le nombre non
nul � : � �A11 uI +A12 uII = 0A21 uI + �A22 uII = 0 (3.50)

Enfin, puisque le vecteuru n’est pas nul, ce système prouve que� est une valeur
propre de la matriceGJ . En conclusion, à toute valeur propre� 6= 0 de l’itération
de Gauss-Seidel correspond les 2 valeurs propres�p� de l’itération de Jacobi. En



Relaxation et lissage 85

conséquence, les rayons spectraux de ces itérations satisfont dans le cas particulier
considéré la relation suivante : �GS = �2J (3.51)

Nous venons d’examiner deux cas particuliers indépendantscorrespondant au la-
placien discret d’une part et aux systèmes dont on a partionné les inconnues en deux
sous-ensembles d’autre part. Dans ces deux cas, les vitesses de convergence respec-
tives des itérations de Jacobi et de Gauss-Seidel sont dans un rapport simple,12 . Par
ailleurs, on ne connaît classiquement aucune relation quantitative de la sorte valable
dans le cas général. Cependant, lorsque les coefficients de la matrice de JacobiGJ
sont des réels non négatifs, les itérations de Jacobi et de Gauss-Seidel sont toutes
deux convergentes, ou toutes deux divergentes ; dans le cas où 0 < �J < 1, on a de
plus : 0 < �GS < �J < 1 (3.52)

ce qui implique la plus grande efficacité de l’itération de Gauss-Seidel (voir théorème
3.3 [92]).

3.3. Redéfinition et généralisation de l’itération de Jacobi

Lorsque la partie diagonaleD de la matriceA est inversible, il n’est pas très res-
trictif de supposer que les équations sont préalablement normalisées par application de
la matriceD�1. De manière équivalente, on choisit plutôt de redéfinir la matriceA de
telle sorte que ses éléments diagonaux soient égaux à une constante (= 2 dans le cas
du modèle fondamental). Dans ce cas, l’écriture de l’itération de Jacobi se simplifie
comme suit : un+1 = un � � (Aun � f) (3.53)

où � est un paramètre réel. On généralise alors quelque peu la définition de l’itération
en s’autorisant à régler ce paramètre en fonction de critèreà définir.

3.4. Annihilation de modes propres et lissage

Cette section est pour l’essentiel tirée de la publication [37] à laquelle on renvoie
pour des exemples d’application spécifiques.
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3.4.1. Généralités

On considère une itération linéaire deRM dansRM définie par la récurrence sui-
vante : un+1 = g(un) = Gun + b (3.54)

Dans cette équation,un est len-ème itéré (un vecteur deRM ), b un vecteur donné (deRM ), etG une matriceM �M diagonalisable :G = T �T�1 (3.55)

oùT est une matrice inversible et� une matrice diagonale :� = 0BBB@ g1 g2
. . . gM 1CCCA (3.56)

On fait l’hypothèse que les valeurs propres {gm} de l’itération qui constituent
le spectre des matrices semblablesG et �, sont telles que la condition classique de
convergence [92] [85] portant sur le rayon spectral� est satisfaite :� déf= �(G) = �(�) = maxm (jgmj) < 1 (3.57)

Notons que cette condition peut être interprétée comme la particularisation au cas li-
néaire de la « condition de contraction » du théorème généraldu point fixe applicable
à une itération non linéaire sur un espace de Banach (cf. e.g.[51], ou [77]).

Dans cette hypothèse, aucune des valeurs propres deG n’est égale à 1 et la matriceI �G est inversible de sorte que (3.54) admet un point fixe unique :u1 = (I �G)�1 b : (3.58)

Il en résulte que le « vecteur erreur (itérative) » défini par :en déf= un � u1 ; (3.59)

vérifie l’équation récurrente linéaire homogène suivante :en+1 = Gen : (3.60)
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En conséquence, en = Gn e0 = T �n T�1 e0 ; (3.61)

et on pose : �n = T�1 en = �n �0 : (3.62)

Il vient : �n = �01 gn1 Î1 + �02 gn2 Î2 + � � �+ �0M gnM ÎMen = �01 gn1 T̂1 + �02 gn2 T̂2 + � � �+ �0M gnM T̂M (3.63)

où Î1, Î2, ..., ÎM sont les vecteurs colonnes de la matrice identité (c’est-à-dire la base
canonique), et�01, �02, ...,�0M les composantes du vecteur�0 dans cette base, et̂T1, T̂2,
..., T̂M sont les vecteurs colonnes de la matriceT , c’est-à-dire les vecteurs (ou modes)
propres de la « matrice d’amplification »G. On voit donc qu’à un changement de base
près, l’effet d’une itération est d’atténuer chaque composante de l’erreur d’un facteur
égal au module de la valeur propre correspondante.

Ces relations permettent de donner un sens précis à la vitesse de convergence de
l’algorithme itératif. Pour cela, on utilise des majorations par exemple en norme-p
(voir annexe A pour les définitions de normes). La matrice� étant diagonale on a :k�nkp = �n ; (3.64)

où � désigne ici spécifiquement le rayon spectral de l’itération, c’est-à-dire celui des
matricesG ou�. Alors la majoration suivante résulte directement de (3.61) :kenkp � K�nke0kp (3.65)

oùK = kTkp:kT�1kp est le nombre de conditionnement de la matrice des vecteurs
propres. Supposons pour fixer les idées que :� = jg1j � jg2j � � � � � jgM j ; (3.66)

et quej�01j 6= 0. Alors, en vertu de (3.63), lorsquen!1 :k�nkp � C1 �n ; kenkp � C2 �n ; (3.67)
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et les quantités� ln k�nkpn et� ln kenkpn admettent une même limite finie,� = � ln � (3.68)

appelée « vitesse de convergence asymptotique ». La quantité 1=� est alors une me-
sure du nombre moyen d’itérations nécessaires asymptotiquement à une réduction de
la norme de l’erreur d’un facteur égal au nombree. On dit que la convergence asymp-
totique de l’itération estlinéaire. Il est d’usage de représenter la suite des valeurs de
la quantité normaliséekenkp=ke0kp en échelle logarithmique en fonction den ; dans
cette représentation, la suite des points admet une droite de pente�� comme asymp-
tote.

Enfin, considérons un cas où la matriceG est proche d’une matrice défective, de
sorte que la matrice des vecteurs propres est mal conditionnée, etK � 1. Alors,
la majoration donnée en (3.65) suggère que la convergence est conforme au résultat
asymptotique seulement pourn très grand. Un tel comportement peut se produire et
on renvoie à [36] [38] pour une discussion détaillée du cas défectif et des illustrations
numériques.

3.4.2. Analogie fondamentale, annihilation, sur-relaxation

On se place maintenant dans le cas où le spectre deG noté�(G), à savoir le nuage
formé des valeurs {g1; g2; : : : ; gM } forme dans le plan complexe, un « agrégat »
localisé et connu. Ceci signifie que l’on connaît un domaine du plan complexe, pas
nécessairement convexe, qui contient ce nuage ; de plus, on suppose que ce nuage
n’est pas diffus dans le disque de rayon unité ; à l’inverse, il occupe une situation par-
ticulière dans ce disque (voir figure 3.1).

On pose : A = I �G (3.69)

de sorte que l’itération (3.54) prend la forme suivante :un+1 = (I �A)un + b (3.70)

que l’on identifie à un « pas en temps » de la méthode d’Euler appliquée au système
d’équations différentielles ordinaires_u = b�Au (3.71)
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�1 1 <
�1

1 =
�(G)

Figure 3.1.Spectre deG schématisé

avec : �t = 1 : (3.72)

Les valeurs propres de la matriceA sont les suivantes :�m = 1� gm (3.73)

et forment un spectre noté�(A), dont on sait par hypothèse qu’il constitue un agrégat
contenu dans un domaine
 à l’intérieur du disque centré enz = 1 et de rayon 1. Dans
le cas où les matricesG etA sont réelles, ce spectre est de plus symétrique par rapport
à l’axe des réels (voir figure 3.2).
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0 1 2 <
= 
 �(A)

Figure 3.2.Spectre deA schématisé

Toutes ces valeurs propres sont donc à partie réelle strictement positive, et par
conséquent aucune n’est nulle, ce qui implique l’existenced’un point fixe unique :u1 = A�1 b = (I �G)�1 b (3.74)

qui est le point fixe de l’itération de départ ; de plus, la solution exacte du système
instationnaire u(t) = u1 + (u(0)� u1) exp (�At) (3.75)

tend versu1 quandt ! 1. Dans les applications aux EDP,A est la « matrice d’ap-
proximation » (préconditionnée), c’est-à-dire la matricede représentation d’un opéra-
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teur discret stationnaire.

On vient donc d’établir l’analogie entre une itération (linéaire, convergente) quel-
conque et l’intégration par la méthode d’Euler d’un systèmed’équations différen-
tielles ordinaires associé, dont la solution admet une limite, quandt ! 1, dite solu-
tion stationnaire, identique au point fixe de l’itération.

REMARQUE FONDAMENTALE :

Soit � un nombre non nul, réel pour l’instant ; si1=� 2 �(A), alors un seul pas
d’intégration par la méthode d’Euler avec�t = � suffit à éliminer la composante
du vecteur erreur dans sa décomposition suivant les vecteurs propres de la matriceA.
On dit qu’il y a « annihilation » du mode propre correspondant[65]. Cette propriété
résulte directement de l’expression du(n+1)-ième itéré de l’erreur (dans la base des
vecteurs propres),�n+1, en fonction des composantes�nm du précédent :�n+1 = MXm=1 (1� �m�) �nm Îm : (3.76)

Inversement, on peut vouloir chercher à « annihiler » la composante de l’erreur
dans la direction du vecteur propre associé à la valeur propre�m en réglant le pas de
temps comme suit : �t = � = 1�m : (3.77)

Lorsque�m 2 R la réalisation de l’algorithme est évidente :un+1 = (I � �A)un + �b (3.78)

ce qui s’interprète comme un schéma de sur(sous)-relaxation appliquée à l’itération
de base : vn+1 = (I �A)un + b = g(un)un+1 = (1� !)un + ! vn+1 (3.79)

où l’on a posé! = � , pour se conformer à une notation usuelle.

REMARQUE : cette interprétation permet d’étendre ces notions au cas non linéaire,
en identifiant la matriceG au Jacobien de la fonctiong (voir figure 3.3).

Revenons maintenant au cas général où�m est complexe dans (3.77). Si les ma-
tricesG etA sont elles-mêmes complexes, l’utilisation d’un pas de temps complexe
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g �1

+!
+un+1

Figure 3.3.Schéma de sur(sous)-relaxation simple

ne pose aucune difficulté supplémentaire d’interprétation. Par contre, dans le cas de
matrices réelles, les spectres sont symétriques par rapport à l’axe des réels et on effec-
tue un cycle de deux pas de temps : le premier avec�t = 1=�m = � , le second avec�t = �� , ce qui donne : un+1 = (I � �A)un + �bun+2 = (I � ��A)un+1 + ��b : (3.80)

Ce cycle est naturel car��m est aussi une valeur propre ; il équivaut à :un+2 = (I � ��A)(I � �A)un + b0 (3.81)

où le vecteur b0 = (I � ��A)�b+ ��b= 2<(�)b� j� j2Ab (3.82)

est réel, et comme(I � ��A)(I � �A) = I � 2<(�)A + j� j2A2= I � 2<(�)A�I � j� j22<(�)A� ; (3.83)
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le cycle se réalise enarithmétique réellepar la séquence « prédicteur-correcteur »
suivante [49] :

Prédicteur : vn+1 = un � j� j22<(�) (Aun � b) ; (3.84)

Correcteur : un+2 = un � 2<(�) �Avn+1 � b� : (3.85)

Notons que la réalisation de ce cycle nécessite donc la mise en mémoire d’un vecteur
supplémentaire,vn+1. Enfin posons :!1 = j� j22<(�)!2 = 2<(�) (3.86)

et remplaçons la matriceA parI�G, afin d’obtenir la nouvelle formulation du schéma
prédicteur-correcteur suivante :

Prédicteur : vn+1 = un + !1 [Gun + b� un ]= un + !1 [g (un)� un ] (3.87)

Correcteur : un+2 = un + !2 �Gvn+1 + b� vn+1 �= un + !2 �g �vn+1�� vn+1 � (3.88)
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g �1
+!1
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g �1
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un

un+1
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Figure 3.4.Schéma de sur(sous)-relaxation double
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Sous cette forme, le cycle s’interprète comme deux étapes desur(sous)-relaxation
appliquées à un schéma prédicteur-correcteur, en boucle interne au prédicteur et ex-
terne au correcteur. A nouveau, l’extension au cas non linéaire ne pose aucune diffi-
culté d’interprétation algorithmique (voir figure 3.4).

Notons, enfin que si� = �r + i �i, on a :8>><>>: !1 = �2r + �2i2�r ;!2 = 2�r ; (3.89)

ou inversement, 8>>><>>>: �r = !22 ;�i = �r!2 �!1 � !24 � : (3.90)

Ces équations montrent que lorsque(�r ; �i) 2 R�+ �R, le couple(!1; !2) appar-
tient au secteur angulaire deR�+ � R�+ correspondant à!2 � 4!1. Dans cette zone,!1 et!2 peuvent être supérieurs ou inférieurs à 1 indépendamment, donnant des cas
de sur ou sous-relaxation respectivement (voir figure 3.5).

3.4.3. Le problème classique du min-max

Plus généralement, lorsqu’on effectue un cycle de pas de temps complexes�t =�1; �2; :::; �k, l’optimisation de ces paramètres est réalisée lorsque le rayon spectral
du cycle est minimisé. Ceci conduit à poser le problème suivant :min�1; �2; ::: �k max�2�(A) ������ kYj=1(1� ��j) ������1=k : (3.91)

(L’exposant1=k ne joue aucun rôle dans la détermination de l’optimum ; il permet
seulement d’exprimer la valeur du min-max en termes de rayonspectral équivalent par
évaluation de la fonctiong.) Bien évidemment, la solution de ce problème est triviale
lorsquek �M , puisqu’alors il suffit d’annihiler chaque mode l’un après l’autre pour
atteindre un minimum absolu égal à zéro. Dans tout ce qui suit, on sous-entend que
l’on se place dans le cas inverse,k < M , et même, en pratique,k �M . De plus, afin
de travailler en continu, on peut être amené à remplacer le spectre discret�(A) par le
domaine
 qui l’englobe et formuler le problème comme suit :min�1; �2; ::: �k max�2
 ������ kYj=1(1� ��j) ������1=k : (3.92)
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1 !11
!2

!2 < 4!1
Figure 3.5.Domaine possible pour le couple(!1; !2)

Ce problème admet, suivant la forme du domaine
, quelques solutions exactes,
et d’autres approchées, que nous allons maintenant examiner.

3.4.4. Solutions exactes connues et solutions approchées

Cas d’un spectre réel

Plaçons-nous dans le cas où
 = [a; b], a etb étant deux réels positifs (0 � a < b).
Il est évident que les valeurs optimales des paramètres�j sont alors réelles et stricte-
ment positives.

Considérons le polynôme en� suivant :P (�) = kYj=1 (1� ��j) : (3.93)

Ce polynôme admet les propriétés suivantes : ses coefficients et ses zéros sont
réels, son degré est égal àk exactement, sa valeur en� = 0 est égale à 1. Plus généra-
lement, soitP la classe de tous les polynômes en� ayant précisément ces propriétés,
de sorte queP 2 P . Réciproquement, tout polynôme deP peut se mettre sous la
forme (3.93), de sorte que le problème de min-max de (3.92) est une optimisation
dansP en entier ; clairement, il s’agit de la minimisation de la norme infinie sur[a; b].
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Le problème (3.92) équivaut donc à trouver dansP l’élément de plus petite norme :minP 2P kPk1=[a;b] : (3.94)

Soit Tk(x) le k-ème polynôme de Tchebychev, à savoir le polynôme défini pourx 2 [�1; 1] par Tk(x) = cos (k Arccosx) : (3.95)

Ce polynôme est à coefficients réels, de degrék exactement, et ses zéros sont les
réels suivants : �j = cos� (2j � 1)�2k � (j = 1; 2; :::; k) ; (3.96)

dont on voit qu’ils appartiennent tous à l’intervalle ouvert ]-1,1[. En conséquence, le
nombre(b+ a)=(b� a) qui est supérieur ou égal à 1, n’appartient pas à cet intervalle
et n’est donc pas un zéro deTk. On pose :c = b+ ab� a = cosh� (3.97)

et Ak = Tk(c) ; (3.98)

de sorte queAk 6= 0. Il résulte directement de leur définition, que les polynômes de
Tchebychev vérifient la relation de récurrence bien connue suivante :8x 2 R ; 8 k 2 N� : Tk+1(x) + Tk�1(x) = 2xTk(x) : (3.99)

En conséquence :8 k 2 N� : Ak+1 +Ak�1 = 2cAk ; (3.100)

et comme de plus, A0 = 1 ; A1 = c ; (3.101)

on obtient facilement que :Ak = cosh(k �) = cosh(k cosh�1 c) (3.102)
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Soit alors le polynôme:P �(�) = 1Ak Tk �b+ a� 2�b� a � = (�1)kAk Tk �2�� (b+ a)b� a �
(3.103)

où l’on a utilisé le fait que le polynômeTk(x) a la même parité que l’entierk. Le
polynômeP �(�) est à coefficients réels, de degrék exactement, sesk zéros sont les
réels �j = b+ a2 + b� a2 �j (j = 1; 2; :::; k) ; (3.104)

et sa valeur à l’origine est égale à 1.P � appartient donc àP . Il reste à prouver que ce
polynôme réalise l’optimum. A cette fin, on raisonne par l’absurde.

Supposons qu’il existe dansP , un élémentQ ayant une norme strictement infé-
rieure à celle deP �. Le polynômeTk est de norme infinie sur [-1,1] égale à 1 et il
atteint alternativement les valeurs extrêmes 1 et -1 aux points :�j = cos�j�k � (j = 0; 1; 2; :::; k) ; (3.105)

de sorte que : �1 = �k < �k�1 < ::: < �1 < �0 = 1 : (3.106)

En conséquence, quand� croît dea à b, la variableb+ a� 2�b� a (3.107)

décroît de�0 = 1 à�k = �1, et la valeur du polynômeP �(�) passe de son maximum,1=Ak, à son minimum,�1=Ak, aux points�j = b+ a2 + b� a2 �j (j = 0; 1; 2; :::; k) ; (3.108)

avec (exactement)k alternances de signe. Soit alors le polynôme:R(�) = P �(�)�Q(�) : (3.109)

On a, quel que soitj = 0; 1; 2; :::; k :jP �(�j)j = 1Ak = kP �k1=[a;b] ; (3.110)
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et jQ(�j)j � kQk1=[a;b] < kP �k1=[a;b] ; (3.111)

la deuxième inégalité étant vraie par hypothèse. Il en résulte que

signe(R(�j)) = signe(P �(�j)) (j = 0; 1; 2; :::; k) : (3.112)

Le polynômeR admet donc sur]a; b[, k alternances de signe et donck zéros réels
strictementpositifs. En outre, 0 est aussi un zéro de ce polynôme car les polynômesP � et Q ont la même valeur 1 à l’origine, par définition de l’ensembleP . On en
conclut à l’existence dek + 1 zéros distincts. Cette conclusion est en contradiction
avec le fait que le polynômeR est de degré au plus égal àk. La contradiction se lève
en rejetant l’hypothèse selon laquelle il existe un polynômeQ deP dont la norme
infinie sur[a; b] est strictement inférieure à celle deP �.

Les paramètres optimaux {�j} solution du problème du min-max, (3.92), sont
donc les inverses des zéros du polynôme optimalP � :�j = 1�j (3.113)

Le cycle itératif qui en résulte est connu sous le nom de « Méthode itérative de Ri-
chardson » ou « accélération de Tchebychev » [92].

Enfin, on peut mesurer la vitesse de convergence de l’itération par la quantité :� = �1k ln �kP �k1=[a;b]� = 1k ln (Ak) = 1k ln [cosh(k �)] (3.114)

La quantité1=� représente le nombre moyen d’itérations (c’est-à-dire d’évaluations
de la fonctiong) qu’il faut pour réduire le mode le plus lent à converger d’unfacteur
égal àe. D’ailleurs, on a l’équivalence :Ak � exp (k �)2 (k !1) ; (3.115)

de sorte que : limk!1 � = �= cosh�1 c= ln �c+pc2 � 1� : (3.116)
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Par conséquent, lorsque que le nombre de pas de temps du cycletend vers l’infini, l’ité-
ration est asymptotiquement équivalente à une itération linéaire dont le rayon spectral�� serait le suivant : �� = limk!1 (Ak)� 1k : (3.117)

On obtient donc l’expression suivante du « rayon spectral équivalent » de l’itération
accélérée : �� = 1c+pc2 � 1 (3.118)

Dans ce qui suit, on examine en détail l’application de cetteméthode au modèle
discret unidimensionnel, (1.10), pour lequel les valeurs propres sont bien connues :�m = 2� 2 cos �m (m = 1; 2; :::;M) ; (3.119)

où le paramètre de fréquence�m est donné par :�m = m�M + 1 (m = 1; 2; :::;M) : (3.120)

Par conséquent, 8m = 1; 2; :::;M : 0 � �m � 4 (3.121)

En résumé, un choix spécifique des paramètresa etb a pour effet d’optimiser la vitesse
à laquelle le sous-ensemble des modes propres associés aux valeurs propres� 2 [a; b]
sont atténués. Plusieurs choix de l’intervalle[a; b] � [0; 4] sont donc possibles. Pour
chacun, on calcule les nombresc par (3.97),Ak par (3.102), et� par (3.114).

1eressai :a = 0, b = 4.

Alors quel que soitk, c = 1 = �0,Ak = 1 et� = 0 (3.122)

Ceci n’a rien d’étonnant puisqu’on a englobé le spectre deA dans un domaine
qui contient la valeur limitea = 0, qui, si elle était vraiment une valeur propre, se-
rait associée à un mode stationnaire, non réductible. Donc,quel que soit le cycle de
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pas de temps que l’on pourrait choisir, le rayon spectral serait égal à 1 et la vitesse
de convergence nulle. On aboutit à une conclusion bien connue : dans le cas discret,
l’itération converge parce que la plus petite valeur propren’est pas tout à fait nulle, et
la convergence est d’autant plus lente que cette valeur est proche de 0. On doit donc
refaire le calcul en utilisant les limites exactes du spectre discret.

2eessai :a = �1 = 4 sin2 � �2(M+1)� = O(�x2) ; b = �M = 4 cos2 � �2(M+1)� � 4 :
On a alors : c = �+ 1�� 1 = 1 + 2� +O� 1�2� (3.123)

où : � = �M�1 = tan�2� �2(M + 1)� = O(M2)� 1 ; (3.124)

est le nombre de conditionnement du système discret. Quelques calculs de développe-
ments limités permettent de tirer de (3.102) l’expression suivante :Ak = 1 + 2 k2� +O� 1�2� ; (3.125)

ce qui donne finalement d’après (3.114) :� = 2 k� +O� 1�2� (3.126)

Donc, en moyenne un cycle fini optimal dek pas de temps convergek fois plus vite
que l’itération avec un seul pas de temps optimisé. Cependant, l’itération reste relati-
vement peu efficace puisque sa vitesse de convergence est inversement proportionnelle
au nombre de conditionnement�.

3eessai :lissage.

La méthode de Richardson peut également être utilisée comme« lisseur » idéal
dans le contexte d’une stratégie multigrille en elliptique. Dans ce cas, on se limite à
viser la partie « haute fréquence » du spectre, en choisissant icia = 2 ; b = 4 ; (3.127)

ce qui donne dans (3.97) : c = 3 : (3.128)
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D’où, � = cosh�1(3) = ln (3 +p8) ; (3.129)Ak = (3 +p8)k + (3�p8)k2 ; (3.130)

et enfin, � = 1k ln  (3 +p8)k + (3�p8)k2 !
(3.131)

de sorte que limk!1 � = ln �3 +p8� � 1:256 : (3.132)

L’efficacité de l’itération pour atténuer les modes de hautefréquence est donc carac-
térisée par une vitesse de convergence� qui ne dépend pas du nombre de condition-
nement�.

A titre d’illustration, on a consigné dans le tableau 3.1, l’expression du polynômeTk(x), et les valeurs deAk et� pourk = 1, 2, 3, 6 et1.

On constate en particulier, qu’un cycle de 3 pas de temps optimaux améliore la
vitesse de convergence d’environ 40 % seulement (par rapport à l’utilisation d’un seul
pas de temps optimisé pour� 2 [2; 4]), et qu’en utilisant un plus grand nombre de pas
de temps, la vitesse de convergence ne peut être augmentée deplus de 25 % environ.
Plutôt que prolonger le cycle, il est plus efficace de « transférer » le problème, comme
on va maintenant l’expliquer sommairement.

La conclusion principale de ce qui précède est que la partie haute fréquence du
spectre est uniformément atténuée par le cycle, d’un facteur proche de 0.01 (1/99 pour
être précis) lorsquek = 3, indépendamment du conditionnement du problème ini-
tial. La solution peut alors être transférée sur une grille deux fois plus grossière, où
la même technique peut être à nouveau utilisée pour atténuerau dessous du centième
la partie haute fréquence du spectre associé à cette nouvelle grille, et ainsi de suite
jusqu’au niveau le plus grossier où l’on résout exactement un problème censé être tri-
vial. Les transferts inverses sont des prolongements. Intuitivement, ils introduisent des
erreurs de type « haute fréquence », car ce sont des composantes dans les directions
des vecteurs propres qui n’ont pas de représentation dans lagrille immédiatement
plus grossière. Ce type d’erreur est à nouveau facilement éliminé par la méthode de
Richardson. On aboutit au concept classique du V-cycle (voir chapitre 5).



Relaxation et lissage 103k Tk(x) Ak �1 x 3 ln 3 � 1:092 2x2 � 1 17 (ln 17)=2 � 1:423 4x3 � 3x 99 (ln 99)=3 � 1:536 32x6 � 48x4 + 18x2 � 1 19601 (ln 19601)=6 � 1:651 1 � 1:76
Tableau 3.1.Vitesse de convergence de la méthode de Richardson appliquée seulement à la
partie « haute fréquence » du spectre

Cas d’un spectre complexe

On ne connaît pas la solution générale du problème du min-max, (3.92), lorsque
le domaine
 est quelconque.

Cependant, considérons toutes les ellipses dont l’équation est de la forme :(d� x)2a2 + y2a2 � c2 = 1 : (3.133)

Ces ellipses ont des axes parallèles aux axes de coordonnées. Définissons le domaine
 comme l’adhérence de l’intérieur de la plus petite d’entreselles pour laquelle ce do-
maine contient le spectre deA. Alors, si
 est strictement contenu dans le demi-plan
de droite, la solution du problème (3.92) est connue grâce à un résultat dû à Manteufel
[67].

Malheureusement, on verra que, dans les applications qui nous concernent, cette
dernière condition n’est pas réalisée, rendant le résultatde Manteufel inutilisable. Pour
cette raison, on renvoie à [67], ainsi qu’à [82] (chapitre 6)pour un approfondissement
de cette question.

3.4.5. Conclusion : notion de lisseur

Afin d’illustrer l’effet de lissage, on effectue ici une série d’expériences numé-
riques portant sur le modèle discret fondamental en fixant lenombre de degrés de
liberté à 20. Sur toutes les figures de cette section, on représente le vecteur d’erreur
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itérative, ce qui, dans le cas d’un problème linéaire constitue une information équiva-
lente à celle de la solution elle-même.

A la figure 3.6, on a représenté une condition initiale correspondant à des valeurs
nodales obtenues par tirage aléatoire. Cette condition initiale est représentée à gauche
par ses composantes naturelles nodales et à droite par ses composantes fréquentielles
dans la base des modes de Fourier discrets.

Dans une première expérience, on applique la méthode de Richardson constituée
d’un cycle de 3 itérations de Jacobi optimisé sur le spectre complet. Le résultat est
indiqué à la figure 3.7. On constate une légère atténuation detoutes les composantes,
mais aucune discrimination particulière entre les basses et les hautes fréquences.

Dans une deuxième expérience, figure 3.8, on applique le lisseur à la condition
initiale de la figure 3.6, au lieu de la méthode itérative de base. La moitié des com-
posantes fréquentielles, les hautes, subissent une réduction au dessous du 1/99e de la
valeur initiale et ont donc pratiquement disparu. En conséquence, le vecteur des com-
posantes nodales, à l’inverse de la condition initiale aléatoire, devient une structure
organisée, « lisse » : on y distingue le discrétisé d’une fonction régulière représentable
sur une grille plus grossière ayant 2 fois moins de degrés de liberté.

A la figure 3.9, on a prolongé l’application du lisseur sur un très grand nombre
d’itérations. Afin de pouvoir observer le phénomène, on a renormalisé l’erreur à chaque
itération. Le lisseur agit comme un « filtre passe-bas ». Asymptotiquement, quelle que
soit la condition initiale (ici une répartition aléatoire), on obtient uniquement le mode
de plus basse fréquence.

3.5. Effet de la dimension d’espace sur la construction du lisseur

Nous venons de voir que pour le laplacien discret en une dimension d’espace, il
était possible d’optimiser les 3 (pseudo-)pas de temps d’uncycle de Richardson afin
que le taux d’atténuation des modes de hautes fréquences soit égal à�HF = 1=99.
On se pose ici la question suivante : de combien de (pseudo-)pas de temps optimisés
faut-il composer le cycle de Richardson pour maintenir une performance au moins
égale dans le cas de 2 ou 3 dimensions d’espace?

On se place donc dans le cadre spécifique au lissage des résidus associés aux dis-
crétisations classiques d’un laplacien en une ou plusieursdimensions d’espace.
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Composantes nodales : Composantes fréquentielles :e0 �0 déf= be0 = S�1h e0ke0k2 = 1 k�0k2 = ke0k2 = 1k�0BFk2 � 0:6548 , k�0HF k2 � 0:7558

Figure 3.6.Condition initiale obtenue par tirage aléatoire des composantes nodales
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Composantes nodales : Composantes fréquentielles :e3 �3 déf= be3 = S�1h e3ke3k2 � 0:6945 k�3k2 = ke3k2 � 0:6945k�3BF k2 � 0:4391, k�3HF k2 � 0:5381

e3 =Q3̀=1 �Id� �` h2Ah� : e0 ; �` = 1=�` (` = 1; 2; 3)�1 = 2 + 2(�p3=2)�2 = 2 + 2(0)�3 = 2 + 2(p3=2)
Figure 3.7.Méthode itérative de base : algorithme de Richardson optimisé au spectre complet
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Composantes nodales : Composantes fréquentielles :e30 �30 déf= ce30 = S�1h e30ke30k2 � 0:39917 k�30k2 = ke30k2 � 0:39917k�30BF k2 � 0:39913, k�30HF k2 � 5� 10�3

e30 =Q3̀=1 �Id� � 0̀ h2Ah� : e0 ; � 0̀ = 1=�0̀ (` = 1; 2; 3)�01 = 3 + 1(�p3=2)�02 = 3 + 1(0)�03 = 3 + 1(p3=2)
Figure 3.8.Application du lisseur : algorithme de Richardson optimiséaux HF seulement
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Conditions initiales (nodales et fréq.elles) 1 cycle de lissage

20 cycles 40 cycles

80 cycles 160 cycles

Figure 3.9. Le lisseur agissant comme un filtre passe-bas ; le vecteur erreur est renormalisé à
chaque cycle à partir du second
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Soitk le nombre d’itérations de Jacobi du cycle de Richardson. Le facteur d’atté-
nuation d’un mode propre associé à la valeur propre� est donné par (3.103) :

g(�) = P �(�) = Tk0B@ b+ a2 � �b� a2 1CATk �b+ ab� a� (3.134)

Suivant la dimension d’espace, la définition des intervalles suivants varie :

– � : intervalle englobant le spectre complet

– �HF = [a; b] � � : intervalle englobant la partie du spectre identifiée comme
correspondant aux modes de hautes fréquences.

On optimise le lisseur pour que l’atténuation des modes pourlesquels� 2 [a; b]
soit la plus efficace possible. Ces modes englobent les « hautes fréquences » mais peut-
être aussi des basses. Une fois cette optimisation faite, ontrace la courbe représentative
deg(�), � décrivant la totalité du spectre�.

3.5.1. Cas d’une dimension d’espace

Au chapitre 2 (figures 2.4-2.5), on a introduit une séparation un peu arbitraire entre
les modes de basses et de hautes fréquences. Anticipant sur la notion de « transfert de
grille à grille » du chapitre 4, ici on souhaite d’abord redéfinir cette séparation fréquen-
tielle en tenant compte du type de transferts que l’on souhaite appliquer aux fonctions
discrètes.

Redéfinition des basses/hautes fréquences – Aliasing

On dispose de deux grilles : une fine, une grossière. On suppose que la grille gros-
sière est obtenue en retenant un nœud sur deux de la grille fine. Toute autre hypothèse
sur la relation entre ces grilles conduirait à une séparation différente entre les basses et
les hautes fréquences. A une fonction discrète définie sur lagrille fine, appliquons un
« opérateur d’aller-retour », à savoir : on injecte cette fonction sur la grille grossière
en éliminant une valeur sur deux, et on prolonge le résultat sur la grille fine en inter-
polant avec une grande précision. Idéalement, cette interpolation pourraît être réalisée
par synthèse d’une série tronquée de Fourier basée sur les modes de Fourier discrets
associés à la grille grossière. La structure très particulière des modes de Fourier du
modèle fondamental définis par le théorème 1.1, fait que cet opérateur d’aller-retour
laisse invariants les modes de basses fréquences de la figure2.4 pour lesquels le para-



110 Modèles discrets et schémas itératifs

mètre de fréquence vérifie la condition :�m < �2 (3.135)

A l’inverse, les modes de hautes fréquences de la figure 2.5, pour lesquels�m � �2 (3.136)

sont corrompus par cet opérateur puisqu’ils sont transformés en basses fréquences, un
phénomène connu sous le nom d’aliasing.

D’une manière générale, on définit les modes de basses fréquences comme ceux
pour lesquels la perte d’information est faible par un double transfert de la grille fine
à la grille grossière et retour, et les modes de hautes fréquences comme ceux qui à
l’inverse subissent un phénomène d’aliasing.

Cette définition intuitive met en évidence que la séparationentre les modes de
basses et de hautes fréquences dépend des choix que l’on faitpour construire les dif-
férents niveaux de grille ainsi que des opérateurs de transfert.

Lissage

Pour le modèle fondamental 1D, le spectre complet de la matrice d’approximation
(normalisée)h2Ah occupe (dans la limiteh! 0) l’intervalle�1D = [0; 4] (3.137)

alors que les hautes fréquences « HF » en occupent seulement le sous-intervalle�1DHF = [2; 4] déf= [a; b] (3.138)

Cette identification de[a; b] permet de compléter la définition d’un lisseur pour lequel
la courbe représentative du facteur d’atténuationg(�) défini par (3.134) est fournie
par la figure 3.10 pourk = 1; 2; 3.

3.5.2. Cas de 2 dimensions d’espace

Dans ce cas, si le domaine est un rectangle uniformément discrétisé, la matrice
d’approximation est une somme directe dont l’expression est la suivante en supposant
un stockage « par colonne » :Ah = « Penta »

�:::;� 1h2x ; :::;� 1h2y ; 2h2x + 2h2y ;� 1h2y ; :::;� 1h2x ; :::�= Ahx 
 IL + IM 
Ahy= Ahx �Ahy (3.139)



Relaxation et lissage 111

1 seul� :�0HF = 13 � 0:33
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Figure 3.10.Facteur d’amplificationg(�) ; cas d’une dimension d’espace ; on rappelle qu’en
1D le spectre complet correspond à� 2 [0; 4], et l’enveloppe des HF à� 2 [2; 4]



112 Modèles discrets et schémas itératifs

où Ahx = 1h2x TridDDM�M (�1; 2;�1) (3.140)Ahy = 1h2y TridDDL�L (�1; 2;�1) (3.141)

(voir annexe B). En conséquence les modes propres ont la structure tensorielle sui-
vante, analogue discret de la « séparation des variables » :(sxy)(m;`)j;k = ( xy)(m;`) (xj ; yk)= ( x)(m) (xj)� ( y)(`) (yk)=r 2M + 1 sin m�xj �r 2L+ 1 sin `�yk= 2p(M + 1) (L+ 1) sin j�xm sin k�y` (3.142)

où l’on a supposé des conditions aux limites de Dirichlet pour lesquelles les para-
mètres de fréquence, au nombre de 2 en 2D, admettent les expressions suivantes :�xm = m�M + 1 = m�hx ; �y` = `�L+ 1 = m�hy (3.143)

Les valeurs propres associées sont les nombres :�hm;` = �hxm + �hy`= 2� 2 cos �xmh2x + 2� 2 cos �y`h2y (m = 1; 2; :::;M ; ` = 1; 2; :::; L)
(3.144)

Dans le cas d’un maillage cartésien tel que :hx = hy = h (3.145)

on peut alléger l’écriture en posant :�hm;` = h2 �hm;` (3.146)�hxm = h2x �hxm = 2� 2 cos �xm (3.147)�hy` = h2y �hy` = 2� 2 cos �y` (3.148)

de sorte que ces modes propres peuvent être identifiés dans uncarré, produit cartésien
des intervalles de variation des variables�hxm et�hy` (cf. figure 3.11).



Relaxation et lissage 113

A chaque point symbolique de ce carré correspond une valeur propre du système
discret 2D égale à la somme suivante de contributions 1D,�hm;` = �hxm + �hy` (3.149)

que l’on a portée sur un demi-axe de réels positifs à la figure 3.12.

Il résulte de ces considérations que l’intervalle englobant la totalité du spectre est�2D = [0; 8] (3.150)

La dimension d’espace affecte donc la répartition basses/hautes fréquences sur
l’axe des� de la figure 3.12. Lorsque la grille grossière est obtenue à partir de la
grille fine en ne retenant qu’un point sur 2 dans chaque direction de coordonnées, le
phénomène d’aliasingest évité par les modes qui sont le produit tensoriel de modes
discrets 1D de basses fréquences suivant chaque direction.Avec ces hypothèses, on est
donc amené à définir les modes de basses fréquences 2D comme ceux pour lesquels
les 2 paramètres de fréquence remplissent les conditions suivantes :�xm < �2 et �y` < �2 (3.151)

A l’inverse, les modes de hautes fréquences sont tous ceux qui subissent unaliasing
enx, ou eny, ou enx et eny simultanément, c’est-à-dire ceux pour lesquels�xm � �2 ou �y` � �2 (3.152)

ce qui ici équivaut à �hxm � 2 ou�hy` � 2 (3.153)

En nombre, ces modes recouvrent asympotiquement (hx ! 0 ; hy ! 0) les 3/4 du
carré de la figure 3.11. Les images de ces points sur l’axe de lafigure 3.12 occupent
le sous-intervalle suivant de�2D :�2DHF = [2; 8] déf= [a; b] (3.154)

On remarque que contrairement au cas d’une dimension d’espace, l’intervalle[a; b] ici
contient aussi des valeurs propres associées à des modes de basses fréquences. Cette
identification de[a; b] permet de compléter la définition d’un lisseur pour lequel la
courbe représentative du facteur d’atténuationg(�) défini par (3.134) est fournie par
la figure 3.13 pourk = 3; 4; 5.

En conclusion, on constate que l’augmentation de la dimension d’espace oblige à
optimiser le lisseur sur une plus grande proportion du spectre complet (à savoir les 3/4
en 2D). La réalisation d’un lisseur dont le taux d’atténuation des hautes fréquences
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Figure 3.11.Domaine symbolisant les modes de Fourier 2D du laplacien discret dans le plan��hxm ; �hy` �
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Figure 3.12.Spectre des valeurs propres du laplacien 2D discret�hm;` = �hxm + �hy`
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Figure 3.13.Facteur d’amplificationg(�) ; cas de 2 dimensions d’espace (On rappelle qu’en
2D le spectre complet correspond à� 2 [0; 8], et l’enveloppe des HF à� 2 [2; 8])
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est au plus égal à une constante donnée nécessite donc l’introduction d’un plus grand
nombre de cycles de relaxation de Jacobi.

REMARQUE : effet d’anisotropie de maillage

Dans ce qui précède, on a traité le cas d’un laplacien discrétisé sur un maillage
bidimensionnel tensoriel uniforme tel quehx = hy. On considère ici deux cas voi-
sins qui en diffèrent par la modification d’un seul paramètre. Dans le premier cas,
on suppose que le maillage est encore tensoriel et uniforme mais présente une forte
anisotropie : hx � hy (3.155)

Une telle situation est typique du traitement d’une couche limite. Dans le deuxième,
on garde le même maillage, mais on considère un opérateur elliptique autre que le
laplacien dont les coefficients sont très différents l’un del’autre :�x @2u@x2 + �y @2u@y2 = f ; �x � �y (3.156)

Dans ces deux cas, les modes de Fourier,s(m;`)j;k , sont les mêmes que précédem-
ment et l’identification des modes de hautes et de basses fréquences est inchangée. Par
contre, l’expression des valeurs propres est ici la suivante :�h(m;`) = �xh2x (2� 2 cos �m) + �yh2y (2� 2 cos �`) (3.157)

La proportion des valeurs propres associées aux modes de hautes fréquences par
rapport au spectre complet est alors exprimée par le rapport:

Enveloppe des HF
Spectre complet

= 4 ��xh2x + �yh2y�� 2 ��xh2x�4 ��xh2x + �yh2y� = 1� 12(1 +A) (3.158)

où : A = �y�x h2xh2y � 1 (3.159)

est le « facteur de forme ». Par conséquent, dans le cas de mailles très étirées (A � 1
ou� 1), il convient d’adapter l’optimisation du lisseur à la presque totalité du spectre
complet.

Afin de mettre en évidence une manière d’adapter le lisseur à une situation de
maillage étiré, examinons comment cette adaptation peut setraduire dans le cas du
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lisseur constitué par la méthode de Jacobi avec un seul paramètre de relaxation� (op-
timisé vis-à-vis de l’atténuation des hautes fréquences).

Dans le cas d’un maillage non étiré (A = 1), d’après (3.158) les valeurs de�
correspondant aux hautes fréquences s’étalent sur les 3/4 du spectre complet, de sorte
que la valeur optimale de� qui d’une manière générale est égale à l’inverse de la
moyenne arithmétique des bornes supérieure et inférieure de l’intervalle en� que l’on
souhaite atténuer optimalement, est ici égale à :�� =  �M4 + �M2 !�1 = 85�M (3.160)

alors que la valeur maximale de� pour laquelle l’itération est stable est donnée par :�max = 2�M (3.161)

de sorte que ���max = 45 (3.162)

Dans le cas inverse d’un maillage très étiré (A � 1), les valeurs de� correspondant
aux hautes fréquences recouvrent la quasi-totalité du spectre, de sorte que�� � �0 + �M2 ��1 = 2�M (3.163)

et ���max � 1 (3.164)

Par conséquent, en présence de mailles étirées, on opérera l’algorithme pratiquement
à la limite de stabilité, alors que dans le problème modèle isotrope, un meilleur lisseur
est obtenu en réduisant le paramètre de relaxation� (ici de 20 % par rapport à la limite
de stabilité).

Une alternative intéressante d’adaptation du lisseur consiste à traiter « implicite-
ment » la direction dans laquelle les mailles sont tassées. Dans ce cas, afin d’éviter
une augmentation indue du coût d’application du lisseur, qui serait dommageable à la
complexité d’un algorithme multigrille dont nous verrons que le lisseur est la base, une
telle procédure d’implicitation pour être vraiment effective doit être utilisée seulement
localement. Notons cependant que la conception d’une telleprocédure implicite locale
est délicate, particulièrement lorsqu’on utilise des maillages non structurés.
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Enfin, anticipant sur le chapitre 5, notons qu’une alternative à l’adaptation du lis-
seur consiste à utiliser plusieurs niveaux de grille emboîtés de telle sorte que la pro-
cédure de « déraffinement » ou d’« appauvrissement » de maillage qui permet de
construire un niveau de grille grossière, agisse localement de manière directionnelle,
non isotrope (voir section 6.4.4.)

3.5.3. Cas de 3 dimensions d’espace

En développant un raisonnement analogue au cas 2D, on est amené à conclure
qu’en 3D, si le maillage est cartésien, le spectre complet est englobé par l’intervalle�3D = [0; 12] (3.165)

alors que les valeurs propres associées aux modes de hautes fréquences sont englobées
par le sous-intervalle �3DHF = [2; 12] déf= [a; b] (3.166)

Cette identification de[a; b] permet de compléter la définition d’un lisseur pour lequel
la courbe représentative du facteur d’atténuationg(�) défini par (3.134) est fournie
par la figure 3.14 pourk = 3; 5; 6.

3.6. Illustration de convergences itératives

A la figure 3.15, on a représenté les « courbes » ou « historiques » de convergence
de trois itérations démarrées à partir de la même condition initiale qui correspond aux
données de la figure 3.6 dont on rappelle qu’elles ont été générées par tirage aléatoire
des composantes nodales de l’erreur itérative suivi d’une normalisation du vecteur. On
analyse la convergence itérative des trois algorithmes suivants :

a : Jacobi : 1� optimisé auxBF [HF
b : Richardson : 3� ’s optimisés auxBF [HF
c : Lissage : 3� ’s optimisés auxHF uniquement

Dans chaque cas, on suit la décroissance de l’erreur itérative kenk2 en fonction du
nombre d’itérationsn sur un diagramme en « échelle semi-logarithmique ». Pour ac-
croître la lisibilité de la figure, les points d’une même suite sont reliés pour former une
courbe. Sur un tel diagramme, une suite géométriquefrng (r 2 R+ ; n = 0; 1; :::)
serait représentée par des points alignés. L’examen de la figure permet de faire de
nombreuses observations.

La première évidence est que les itérations a, b, et c sont toutes trois très rapides
au démarrage (observer les zooms en particulier) ; l’itération c (le lisseur) est la plus
performante des trois dans ces toutes premières itérations, puis la convergence ralentit
dans les trois cas, et enfin chaque courbe approche une asymptote rectiligne propre ;
dans cette phase asymptotique, la tendance initiale s’inverse de sorte que l’itération c



Relaxation et lissage 119

3 � ’s :�0HF = 125847 � 0:15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 2 4 6 8 10 12
lambda

5 � ’s :�0HF = 3125119287 � 0:026
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 2 4 6 8 10 12
lambda

6 � ’s :�0HF = 156251419190 � 0:011
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 2 4 6 8 10 12
lambda

Figure 3.14.Facteur d’amplificationg(�) ; cas de 3 dimensions d’espace ; on rappelle qu’en
3D le spectre complet correspond à� 2 [0; 12], et l’enveloppe des HF à� 2 [2; 12]
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devient la moins performante. Pour expliquer ces observations, on note d’abord que le
critère représenté,kenk2 =sXj �enj �2 = k�nk2 =sXm (�nm)2 (3.167)

(car la base des modes de Fourier, ici discrets, est orthonormale) est une combinai-
son de l’ensemble des composantes (nodales ou modales) et nepriviligie aucun mode
fréquentiel particulier. Dans la condition initiale (voirfigure 3.6) les composantes de
hautes fréquences (HF) sont à peu près de même importance en ordre de grandeur que
celles de basses fréquences (BF). Or, on sait que les modes deHF sont atténués beau-
coup plus rapidement que les modes de BF (par l’une quelconque des trois itérations)
et il en résulte dans les trois cas une réduction initialement très rapide de l’erreur. Le
phénomène est le plus marqué dans le cas de l’itération c donton a optimisé la per-
formance vis-à-vis de l’atténuation des HF. Mais, après quelques itérations seulement
(qui agissent comme un filtre « passe-bas ») les composantes de HF de l’erreur ont
quasiment disparu et la convergence itérative désormais dictée par les composantes de
BF, seules persistantes, ralentit notablement. A mesure que ce filtre agit, la courbe de
convergence approche de plus en plus l’asymptote rectiligne qui correspond à l’évolu-
tion géométrique de la composante la plus lente à converger,c’est-à-dire celle associée
à la fréquence la plus basse. Dans cette phase asymptotique,le lisseur (itération c) est
la méthode itérative la moins bien adaptée, donc la moins efficace.

La deuxième évidence concerne les vitesses de convergence asymptotiques des
itérations a et b. L’algorithme a qui résulte de l’optimisation d’un seul paramètre de
relaxation a une convergence monotone. La convergence de l’algorithme b qui com-
bine en un cycle 3 paramètres optimisés assez différents, n’est visiblement pas mo-
notone. Bien que la courbe de convergence présente une oscillation, elle maintient en
moyenne une certaine pente décroissante qui reflète la vitesse de convergence asymp-
totique moyenne de l’algorithme. Autrement dit, la courbe de convergence par cycle
(de 3 itérations) est monotone. On observe sur la figure, que le niveau de l’erreur at-
teint après 500 itérations de l’algorithme b est à peu près équivalent à celui atteint après
1500 itérations de l’algorithme a. La vitesse de convergence asymptotique moyenne
de l’algorithme b est donc 3 fois supérieure à celle de l’algorithme a, ce qui confirme
l’estimation théorique (3.126).

Exercice 3.1(Propriétés de lissage de l’itération de Gauss-Seidel en périodique)

On considère la résolution itérative du modèle discret unidimensionnel,�uj�1 + 2uj � uj+1 = h2 fj (3.168)

dans le cas périodique où l’analyse de Fourier s’applique.
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(1) Déterminer l’expression du facteur d’atténuation de l’erreurg1(�) (et de son mo-
dule) en fonction du paramètre de fréquence� 2 [��; �].
(2) Peut-on améliorer les propriétés de lissage de l’itération par sur ou sous-relaxation?
(On noterag!(�) le facteur d’amplification.)

Exercice 3.2(Itération de Gauss-Seidel pour le problème de Dirichlet)

Il s’agit d’étudier les performances de l’itération de Gauss-Seidel avec sur ou sous-
relaxation lorsqu’on l’applique au modèle discret unidimensionnel fondamental (1.10)
soumis à des conditions aux limites de Dirichlet. L’algorithme s’écrit comme suit :

Pourj = 1; 2; :::;M (dans cet ordre) :vn+1j = 12vn+1j�1 + 12unj+1 + 12h2 fj (3.169)un+1j = unj + ! �vn+1j � unj � (3.170)

Identifier la valeur optimale!� du paramètre de relaxation! et le rayon spectral cor-
respondant��, et tracer la courbe du « facteur d’amplification » (ici d’atténuation)g(�) en fonction du paramètre de fréquence� 2 [0; �] dans les deux cas suivants :

(a) atténuation de tous les modes fréquentiels,
(b) atténuation des modes de hautes fréquences uniquement (« lissage »).

Estimer le gain en vitesse de convergence réalisé par la méthode optimale (! =!�) par rapport à l’itération de base (! = 1).

On posera B = TridDD ( 12 ; 0; 0) (3.171)C = TridDD (0; 0; 12 ) = BT (3.172)

ainsi que : vn+1 = 0BBB@ vn+11vn+12
...vn+1M 1CCCA ; un = 0BBB@ un1un2

...unM 1CCCA (3.173)

ce qui permettra de formuler l’itération comme suit :vn+1 = B vn+1 + C un (3.174)un+1 = un + ! �vn+1 � un� (3.175)
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et on cherchera les modes propres,� unvn � = � uv � � un+1vn+1 � = g � uv � (3.176)

en se ramenant à une équation du type :

TridDD �a(g; !); b(g; !); c(g; !)�u = 0 (u 6= 0) (3.177)





Chapitre 4

Technique d’enrichissement progressif de
maillage

4.1. La théorie

4.1.1. Maillages emboîtés, opérateurs de transfert

On considère deux discrétisations uniformes de l’intervalle d’étude,Mh, maillage
fin, etM2h, maillage grossier. On suppose que ces maillages sont « emboîtés » c’est-
à-dire que les nœuds du maillage grossier sont aussi des nœuds du maillage fin. Pour
fixer les idées, et bien que ceci ne constitue pas une condition nécessaire, on suppose
de plus que le maillage grossier est deux fois moins dense quele maillage fin.

Définition 4.1 (Opérateur de prolongement)

On appelle prolongement tout opérateur d’interpolation sur le maillage fin de fonctions
connues par leurs discrétisations sur le maillage grossier.

Nota Bene :En employant le terme d’opérateur d’interpolation on suppose impli-
citement qu’il satisfait une condition de consistance et même de précision, que l’on
s’attachera à vérifier dans les cas particuliers.

Exemple de prolongement :P = Ih2h : M2h �!Mh (4.1)
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0 4# PMh : 2 4 61 3 5 7

0 8

« Interpolation linéaire »u2h = 0@ u1u2u3 1A �! uh = 0BBBBBBBB@ u01 = (u0 + u1) =2u02 = u1u03 = (u1 + u2) =2u04 = u2u05 = (u2 + u3) =2u06 = u3u07 = (u3 + u4) =2
1CCCCCCCCA (4.2)

où les valeurs aux limites, dans l’exempleu0 etu4, ne sont pas des degrés de liberté
et n’interviennent pas dans l’identification de l’opérateur de prolongement :P = 0BBBBBBBB@ 1=2 0 01 0 01=2 1=2 00 1 00 1=2 1=20 0 10 0 1=2

1CCCCCCCCA (4.3)

Définition 4.2 (Opérateur de restriction)

On appelle restriction tout opérateur d’interpolation surle maillage grossier de fonc-
tions connues par leurs discrétisations sur le maillage fin.

Nota Bene :A nouveau, les notions de consistance et de précision sont implicites.

Exemples de restrictions :R = I2hh : Mh �!M2h (4.4)
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0 8# RM2h : 1 2 3
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1. « Injection » R = 0@ 0 1 0 0 0 0 00 0 0 1 0 0 00 0 0 0 0 1 0 1A (4.5)

Dans le cas du modèle discret fondamental, on constate qu’en« injectant » des
vecteurs propres associés à la discrétisation fine (cf. Théorème 1.1), on obtient
les vecteurs propres associés à la discrétisation grossière. En ce sens, l’« injec-
tion respecte les modes propres ».

2. L’opérateur de restriction suivant se révèle préférable:R = 12 P T = 0@ 1=4 1=2 1=4 0 0 0 00 0 1=4 1=2 1=4 0 00 0 0 0 1=4 1=2 1=4 1A (4.6)

Exercice 4.1(Approximation de grille grossière)

Vérifier que lorsque le choix est fait de ces opérateurs de prolongement et de restric-
tion, on a le résultat important suivant :RAh P = (2h)�2 Trid (�1; 2;�1) = A2h (4.7)

4.1.2. Algorithme d’enrichissement de maillage

Cet algorithme est connu dans la littérature anglophone sous le nom de « Nes-
ted Iteration » [55] [19]. Le processus consiste à résoudre le même problème d’EDP
d’abord sur une grille grossière, puis à prolonger le résultat sur une grille plus fine,
à itérer à nouveau, puis à prolonger, et ainsi de suite jusqu’à obtention de la solution
convergée sur la grille fine. Intuitivement, on anticipe un gain en efficacité, la réduc-
tion du coût de l’itération étant due au début du processus, au faible nombre de degrés
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de liberté, et à la fin, au fait qu’on dispose d’une très bonne initialisation par interpola-
tion d’une solution convergée sur un maillage presqu’assezfin. Dans le but d’estimer
le gain en efficacité, rappelons les éléments dont on dispose:

– une suite de maillages (emboîtés) de finesse croissante :Mhk � Mhk�1 � : : : � Mh1 � Mh0 (fin)h` = 2`h (4.8)

– sur chaque maillage, une approximation de l’EDP de type donné, de sorte que
l’« erreur d’approximation » a la même dépendance de la tailleh` de la maille
sur chaque niveau de grillè:keh`k � Ca (hl)� (e.g.� = 2) (4.9)

– sur chaque niveau de grille, une méthode itérative dont le rayon spectral s’ex-
prime comme suit en fonction de la maille :�h` = 1� Cb (h`)� + : : : =) � ln �h` � Cb h�̀ (4.10)

permettant de résoudre le système discret correspondant à convergence partielle.
Le paramètre� de cette équation n’est autre que l’ordre de l’EDP étudiée (� = 2
pour un laplacien ; voir annexe D).

Plus précisément, on procède comme suit.

Algorithme de convergence par enrichissement

1. Maillage grossier (̀= k)

Itérer jusqu’à satisfaction du critère d’arrêt relatif àMhk . Il en résulte une ap-
proximation discrète de la solution notéeu�khk (4.11)

qui, en général, ne satisfait ni le critère de convergence itérative complète (�k
fini), ni le critère de convergence de l’approximation (hk trop grand par rapport
à la précision souhaitée seulement atteinte par la discrétisation de grille fine).

2. Maillages fins (̀ = k � 1; k � 2; : : : ; 0) : sur chaque nouvelle grille

(a) Prolonger :u0h` = Ih`h`+1 u�`+1h`+1
(b) Itérer jusqu’à satisfaction du critère d’arrêt relatifàMh` pour obtenir :u�h̀` (4.12)
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4.1.3. Gain théorique

On souhaite « résoudre » le problème sur la grille fine,Mh = Mh0 . On dispose
de deux méthodes possibles : la méthode itérative de base quel’on a caractérisée par
son rayon spectral, et l’algorithme d’enrichissement progressif, qui utilise aussi cette
méthode itérative de base, mais en construisant simultanément des discrétisations de
plus en plus fines jusqu’à atteindre la même grille fine. Faisant référence à notre dis-
cussion du chapitre 1 sur les critères d’arrêt, on rappelle que « résoudre » signifie itérer
jusqu’à satisfaction du critère d’arrêt, c’est-à-dire jusqu’à ce que l’erreur itérative soit
de l’ordre de l’erreur d’approximation. Pour évaluer le gain, nous allons estimer le
coût de résolution correspondant à chacune des deux méthodes.

Coût de la méthode d’origine

Le nombre d’itérations�h nécessaires à la satisfaction du critère d’arrêt est donné
par : ke�hh kke0hk � ��hh � Ca h� (4.13)

d’où l’estimation �h � � ln 1=hln 1=�h � �� lnhCb h� (4.14)

Sachant que par itération, le nombre d’opérations effectuées est proportionnel par hy-
pothèse au nombre de degrés de liberté, on obtient l’estimation suivante du coût :

coût� ��c lnhCb h�+1 (M = 1h ) (4.15)

(oùc est le coût par degré de liberté et par itération).

Coût de l’algorithme d’enrichissement

Le coût de l’amorçage sur la grille grossièreMhk satisfait la même loi à condition
de remplacer le paramètreh parhk = 2k h :

coûtk � ��c lnhkCb h�+1k < 12k(�+1) ��c lnhCb h�+1 (4.16)

Cette contribution est négligée.

Pour ce qui est de la résolution partielle effectuée sur une grille intermédiaire,Mh` (` < k), le nombre suffisant d’itérations�` est caractérisé par la condition sui-
vante : ��h̀` = keh`kkeh`+1k � 2�� (8 `) (4.17)
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d’où l’estimation : �` � � ln 2� ln �h` � � ln 2Cb h�̀ (4.18)

de sorte que le coût des opérations effectuées sur cette grille est donné par :

coût̀ � �c ln 2Cb h�+1` (M` = 1h` ) (4.19)

Une estimation du coût global de l’algorithme s’obtient en sommant seulement ces
contributions (̀ = 0; 1; :::; k � 1) ; il vient :

coût global� �c ln 2Cb 1h�+1 �1 + 12�+1 + 14�+1 + : : :�� �c ln 2KCb 1h�+1 (4.20)

où la constanteK a l’expression suivante :K = 1� ( 12 )�+11� ( 12 )k(�+1) (4.21)

Cette constante est inférieure à, mais proche de 1.

Gain

En comparant les estimations précédentes du coût, (4.15)-(4.20), on constate que
l’enrichissement progressif de maillage permet de réaliser une économie de calcul
d’un facteur de : �K lnhln 2 = K log2M = Kd log2N (4.22)

Dans cette équation on a fait apparaître le nombre :N =Md (4.23)

qui serait représentatif du nombre de degrés de liberté dansle cas d’un problème àd
dimensions d’espace.

Le gain théorique est proportionnel au logarithme du nombrede degrés de liberté,
ici en base 2, parce que l’on a supposé le rapport des densitésde points de deux grilles
successives égal à 2.
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En conclusion, on constate que l’enrichissement progressif du maillage permet de
réaliser un gain effectif en efficacité, même si celui-ci estmodeste, puisqu’il est de
l’ordre du nombre maximum de niveaux de grille que l’on peut emboîter dans la grille
fine utilisée.

4.2. Travaux pratiques

Exercice 4.2(Expérimentation numérique d’enrichissement progressifde maillage)

On considère à nouveau le problème modèle fondamental (1.8), ici dans le cas spéci-
fique où le terme sourcef est la fonction :f � �2 sin �x (4.24)

et sa discrétisation habituelle sur un maillage uniforme {xj = jh} ( j = 0; 1; :::; M+1 ; h = 1=(M + 1)), explicitée en (1.10).

On note {rj} les composantes du résidu :rj = �uj�1 + 2uj � uj+1h2 � fj (j = 1; 2; :::; M) (4.25)

1. On rappelle (cf. exercice 1.1) que pour ce problème, l’« erreur d’approximation »,kuh � u k1, satisfait la majoration suivante :kuh � u k1 � �h296 (4.26)

où le paramètre � = maxx2[0;1] jf 00(x)j (4.27)

sera évalué. Pour diverses itérations, on souhaite définir un critère d’arrêt qui garan-
tisse que l’erreur itérativeenh satisfasse la même majoration :k enh k1 � �h296 (4.28)

Montrer qu’une condition suffisante pour que ceci soit vrai est que le résidu itératif
respecte la condition suivante :k rnh k1 = maxj �� rnj �� � �h212 (4.29)

2. Résoudre numériquement ce problème dans le cas oùM + 1 = 32 par la méthode
itérative de Jacobi. On initialisera la solution par la fonction nulle, et on interrompra
l’itération à satisfaction du critère d’arrêt (4.29). On notera dans un tableau le nombre
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d’intervalles de discrétisation,M + 1, les valeurs initiale et finale de la norme du
résidu, le nombre d’itérations effectuées et le nombre d’« unités de travail, UT » dé-
pensées (nombre d’itérations� nombre de points intérieurs au maillage). Observer,
justifier et commenter.

3. Refaire l’expérience avec une suite de maillages emboîtés de densité croissante
(M + 1 = 4; 8; 16; 32). Sur chaque nouveau niveau (M + 1 = 8; 16; 32),
on utilisera comme condition initiale, la solution convergée sur le niveau précédent
(M + 1 = 4; 8; 16) prolongée par interpolation. L’itération de Jacobi sera interrom-
pue à satisfaction du critère d’arrêt (4.29) particulariséà la valeur du pas d’espace
(h = �x = 14 ; 18 ; 116 ; 132 ) correspondant au niveau de grille.

Cette expérience sera effectuée pour deux types d’interpolation :� l’interpolation linéaire définie comme suit :
SoitM2h la grille grossière sur laquelle une approximation de la solution est connue :
{uj} ( j = 0; 1; 2; :::; (M+1)=2) satisfaisant les conditions aux bordsu0 = u(M+1)=2 =0. On note {u0j} ( j = 0; 1; 2; :::;M + 1) les valeurs initiales extrapolées sur la grille
fine (2 fois plus dense)Mh, et on pose pourj = 0; 1; 2; :::; (M + 1)=2 :8<: u02j = uju02j�1 = u02j�2 + u02j2 = uj�1 + uj2 (j � 1) (4.30)� l’interpolation suivante (dont on établira la précision) définie avec les mêmes nota-
tions comme suit :

– points communs aux deux grilles, pourj = 0; 1; 2; :::; (M + 1)=2 :u02j = uj (4.31)

– point intérieur gauche de la grille fine :-� h : : :u00 =u0 = 0 u01 u02 =u1 u03 u04 =u2 u05 u06 =u3u01 = 516u00 + 1516u02 � 516u04 + 116u06= 516u0 + 1516u1 � 516u2 + 116u3 (4.32)
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– points (vraiment) intérieurs n’appartenant pas à la grille grossière,j = 1; 2; :::; (M + 1)=2� 2 :: : : : : :u02j�2 =uj�1 u02j�1 u02j =uj u02j+1 u02j+2 =uj+1 u02j+3 u02j+4 =uj+2u02j+1 = � 116u02j�2 + 916u02j + 916u02j+2 � 116u02j+4= � 116uj�1 + 916uj + 916uj+1 � 116uj+2 (4.33)

– point intérieur droit de la grille fine :: : :u0M�5 =u(M+1)=2�3u0M�4 u0M�3 =u(M+1)=2�2u0M�2 u0M�1 =u(M+1)=2�1 u0M u0M+1 =u(M+1)=2 = 0u0M = 116u0M�5 � 516u0M�3 + 1516u0M�1 + 516u0M+1= 116u(M+1)=2�3 � 516u(M+1)=2�2 + 1516u(M+1)=2�1 + 516u(M+1)=2
(4.34)

Constituer un tableau analogue au précédent pour chaque type d’interpolation (une
ligne de résultats par niveau de grille). Observer, justifier et commenter.

4. On reprend l’expérimentation de l’enrichissement progressif du maillage avec in-
terpolation linéaire de la solution sur chaque nouveau niveau de grille, mais ici, après
chaque prolongement, on effectue une phase de lissage de la solution préalablement
au démarrage de l’itération de Jacobi. Comme lisseur, on pourra considérer 2 appli-
cations d’un cycle de Richardson constitué de 3 pseudo-pas de temps ajustés pour
atténuer optimalement les modes de hautes fréquences (ce qui équivaut en coût à 6
itérations de Jacobi). Observer, justifier et commenter.





Chapitre 5

La méthode multigrille en elliptique

Il s’agit de résoudre le grand système (d’abord supposé linéaire)Ah uh = fh (5.1)

qui représente la discrétisation d’une EDP elliptique sur une certaine grilleMh dont la
finesse, réglée par l’exigence de précision, est donnée. Au chapitre précédent, on a vu
qu’un certain gain en efficacité peut effectivement être réalisé en construisant d’autres
maillages, moins fins, et en appliquant pour résoudre une stratégie d’enrichissement
progressif. Cependant, ce gain est modeste, de l’ordre du nombre de niveaux de grille
utilisés pour accéder à la grille fine dans la dernière phase du calcul. Nous allons voir
maintenant que la clé du succès de la méthode multigrille quise base aussi sur une
hiérarchie de niveaux de grille, repose sur les deux éléments essentiels suivants :

– la construction d’un cycle utilisant la grille fine dans la phase initiale,

– le réglage de l’itération en opérateur de lissage.

Pour préciser ces notions, on se place d’abord dans le cas de deux grilles.

5.1. Méthode bigrille idéale

On considère deux grilles emboîtées :Mh (grille fine,Mh degrés de liberté) etM2h (grille grossière,M2h degrés de liberté). On suppose pour simplifier l’exposé
que la grille grossière est deux fois moins dense. Dans le casde maillages unidimen-
sionnels uniformes, ceci correspond àMh + 1 = 2 (M2h + 1) (5.2)
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Cette hypothèse a un impact sur le réglage du lisseur, mais toute hypothèse du même
type serait tout aussi viable.

5.1.1. Cycle symétrique

On souhaite définir un cycle de résolution utilisant l’itération de grille fine, non
seulement dans la phase finale, mais également dans la phase initiale (là est la nou-
veauté). Ce cycle comporte trois phases dans sa version (symétrique) la plus simple
(figure 5.1). Mh &M2h %Mh (5.3)

Figure 5.1.Schéma du cycle bigrille symétrique le plus simple

Phase 1 : Lissage sur la grille fineMh
En notantu0h etu0h l’approximation (grille fine) initiale et le résultat de cette phase,
on a dans le cas linéaire : u0h = Gh u0h + bh (5.4)

Par exemple, dans le cas du laplacien discret 1D, on a vu au chapitre 3 qu’un
algorithme de lissage efficace était réalisé par la méthode de Richardson avec 3 para-
mètres optimisés aux hautes fréquences. Dans ce cas, la matrice d’amplification (ou
plutôt d’atténuation)Gh a la forme suivante :Gh = �I � �3 h2Ah� �I � �2 h2Ah� �I � �1 h2Ah� (5.5)

Le vecteurbh est de la forme : bh = Bh fh (5.6)

où la matriceBh est aussi un polynôme deAh.

A l’issue de cette phase, on évalue le résidu :r0h = Ah u0h � fh (5.7)

La définition de la deuxième phase se fonde sur les éléments intuitifs suivants :

– en linéaire, les définitions du résidu (ci-dessus) et de l’erreure0h = u0h � uh (5.8)
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impliquent l’équivalence :Ah uh = fh () Ah e0h = r0h (5.9)

ainsi que l’équation suivante, uh = u0h � e0h (5.10)

qui donnerait la solution exacte du problème discret,uh, si on connaissait l’er-
reur,e0h, associée à l’approximation la plus récente,u0h ;

– les composantes « hautes fréquences » (HF) du vecteur erreur e0h (et non de la
solution couranteu0h!) sont négligeables en raison du lissage effectué dans la
première phase. Par exemple, pour le modèle discret fondamental, dans le cas
de la méthode de Richardson avec 3 pseudo-pas de temps optimisés aux HF,
les composantes HF ont été atténuées par le facteur199 dans le pire des cas.
Une bonne estimation du vecteure0h peut donc se construire par approximation
seulement de ses composantes « basses fréquences » (BF) ;

– les composantes BF du vecteure0h sont suffisamment bien représentées par une
discrétisation sur la grille grossièreM2h.

A partir de ces remarques, on cherche à calculer une approximation du vecteure0h
proche du prolongement d’une fonction discrétisée sur la grille grossièreM2h :e0h � P e02h (5.11)

En conséquence, on a l’équation approchée:Ah P e02h � r0h (5.12)

qui est redondante puisqu’on a réduit de moitié le nombre d’inconnues, mais vraie de
manière approchée par hypothèse. On se ramène à un système carré par application de
l’opérateur de restrictionR ce qui donne :RAh P e02h � Rr0h (5.13)

Mais on a vu au chapitre précédent (cf. (4.7)) que pour certains types de discrétisations
et certains choix des opérateurs de transfertP etR on peut avoir :RAh P = A2h (5.14)

c’est-à-dire la matrice d’approximation de la même EDP sur la grille grossière. En
général, cette équation est satisfaite seulement de manière approchée. Ici, on suppo-
sera qu’elle est satisfaite de manière exacte. On est donc amené à définir la deuxième
phase de l’algorithme comme suit :
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Phase 2 : Correction de grille grossière
Dans la méthode bigrille« idéale» on résout de manière« exacte» le problème

suivant surM2h : A2h e02h = R r0h (5.15)

puis on prolonge l’estimation de l’erreur :e0h = P e02h (5.16)

et on corrige l’approximation de grille fine précédente :u00h = u0h � e0h (5.17)

Notre intuition nous laisse penser que l’on a ainsi bien résolu les composantes
« basses fréquences » du problème (celles pour lesquelles les transferts de grille à
grille sont précis), mais que le prolongement de l’estimation de l’erreur, (5.16), a peut-
être réintroduit des erreurs de hautes fréquences. Ces erreurs s’éliminent aisément par
une nouvelle phase de lissage qui constitue la phase ultime de l’algorithme bigrille
symétrique le plus simple.

Phase 3 : Lissage sur la grille fineMhu000h = Gh u00h + bh (5.18)

Pour analyser rigoureusement cet algorithme, on met de côtéles remarques intui-
tives, et on rassemble les équations intervenant dans la définition des trois phases :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

u0h = Gh u0h + bhr0h = Ah u0h � fh(RAh P ) e02h = Rr0he0h = P e02hu00h = u0h � e0hu000h = Gh u00h + bh
(5.19)
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Par conséquent, le cycle complet équivaut à l’application affine suivante :u000h = Gu0h + b0h (5.20)

où la matrice d’amplificationG a la structure suivante,G = Gh nI � P (RAh P )�1 RAhoGh (5.21)

qui reflète les trois phases de la résolution : lissage grillefine/correction grille gros-
sière/lissage grille fine.

L’efficacité du cycle bigrille est mise en évidence par le théorème suivant dont la
démonstration est donnée dans l’annexe E.

Théorème 5.1(Symétrisation du cycle bigrille idéal)

On se place dans le cadre du problème modèle 1D, et on suppose que la matriceGh
associée aux phases de lissage s’exprime comme le polynôme suivant de la matrice
d’approximationAh : Gh = P �h2Ah� (5.22)

et on introduit la fonction : d(�) = p�P(�) (5.23)

En particulier, dans le cas d’un lissage par la méthode de Richardson avec 3 pseudo-
pas de temps optimisés :P(�) = 3Ỳ=1 (1� �` �) = T3(3� �)T3(3) (5.24)

(1) La matrice d’amplificationG est semblable à la matrice symétrique suivante :G0 = D�D (5.25)
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où l’on a posé : D = d (�h) (diagonale)� = ��1h � 8�T ��12h � (symétrique)� = S2hRSh (5.26)

où les matrices (Sh;�h) et (S2h;�2h) interviennent dans la diagonalisation des ma-
trices d’approximation associées aux deux grilles :Ah = h�2 Sh �h Sh ; A2h = (2h)�2 S2h �2h S2h (5.27)

(2) La matrice diagonaleD = Diag(dm) associée aux phases de lissage, admet les
éléments diagonaux suivants :dm = Dm;m = d ��hm� (5.28)

où
��hm	 (m = 1; 2; :::;Mh) sont les valeurs propres de la matriceh2Ah (différences

non divisées).

(3) La « matrice de correction de grille grossière» (en base fréquentielle)� a la
structure suivante :

� =
0BBBBBBBBBBBBBB@

14 1414 14
. . . ..

.14 141214 14
. .

. .. .14 1414 14
1CCCCCCCCCCCCCCA (5.29)

REMARQUE : la forme « en croix » de la matrice� met bien en évidence le phéno-
mène d’«aliasing» introduit par les transferts de grille à grille. En effet, chaque mode
fréquentiel se transforme en14 de lui-même auquel s’ajoute14 du mode de fréquence
complémentaire.
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En conséquence, on a le résultat suivant concernant la vitesse de convergence:

Corollaire 5.1 (rayon spectral du cycle bigrille idéal)

Le rayon spectral du cycle bigrille idéal s’exprime comme suit� = � (G) = maxm=1;:::;M2h+1  d2m + d2Mh+1�m4 !
(5.30)

et admet la borne supérieure suivanteB0 = max�2[0;2] �d(�)2 + d(4� �)24 �
(5.31)

indépendamment deh. En particulier, dans le cas du cycle de Richardson précédent :B0 = 5032+ 313p313264627 � 0:04 (5.32)

Ce résultat confirme l’efficacité de la construction. En réexaminant (5.21), on com-
prend le rôle complémentaire des phases de lissage, performantes dans l’atténuation
des composantes « hautes fréquences » de l’erreur, et de la phase de correction-grille
grossière dont l’action est caractérisée par la matrice entre accolades {...}. Cette ma-
trice serait formellement nulle si les opérateurs de prolongementP et de restrictionR étaient des matrices carrées inversibles. En fait, ce n’estpas le cas puisque ce sont
des matrices rectangulaires, car les transferts de grille àgrille correspondent à des
changements de dimension d’espace qui s’accompagnent de pertes d’information. In-
tuitivement, le résultat de l’application de la matrice {...} au discrétisé d’une fonction
est proche de 0 lorsque ces transferts sont précis, c’est-à-dire lorsqu’ils agissent sur le
discrétisé d’une fonction qui ne contient que de « basses fréquences ». Chaque facteur
dans (5.21) a donc sa fonction propre et le produit attaque lespectre complet.

REMARQUE : pour l’algorithme multigrille idéal, lorsque le niveau deconvergence
itérative est fixé par la précision, ce qui constitue une hypothèse un peu différente de
l’« hypothèse d’école » de la section précédente, le nombre d’applications nécessaires
du cycle est fini. Par conséquent, le rayon spectral, qui en toute rigueur ne caractérise
que la vitesse de convergenceasymptotiquede l’algorithme, n’est pas le paramètre le
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plus informatif sur la convergence. Une vraie norme serait préférable. Certaines ma-
jorations en norme sont fournies par les ouvrages théoriques, principalement [46] et
[18], mais aussi [95].

CONTRE-REMARQUE: le fait d’avoir établi une majoration aussi favorable du
rayon spectral suffit à justifier qu’un faible nombre de cycles multigrilles sont suf-
fisant en pratique.

5.1.2. Cycles non symétriques en« dent de scie»

Certains auteurs préfèrent introduire une seule phase de lissage par cycle. Par
exemple, si on lisse seulement avant le transfert sur la grille grossière, et dans l’hy-
pothèse où les deux phases de lissage précédentes sont regroupées en une seule, la
matrice d’amplification du cycle, en remplacement de (5.21)devientG0 = nI � P (RAh P )�1 RAhoG2h (5.33)

A l’inverse, si on lisse seulement après la correction de grille grossière, on aura plutôt :G" = G2h nI � P (RAh P )�1 RAho (5.34)

Dans la littérature, on attribue la dénomination de « cyclesen dent de scie » (saw-
tooth) aux algorithmes correspondants.

On rappelle que pour tout couple de matrices carréesA etB de même dimension
(inversibles ou non), les matricesAB etBA sont semblables. Il est alors évident que
les matricesG, G0 et G" sont semblables et ont donc le même rayon spectral. Cet
argument ne s’étend pas au cas non linéaire pour lequel des considérations liées au
stockage de la solution militent en faveur du lissage préalable au transfert sur la grille
grossière.

5.2. Généralisations : cycle multigrille et méthode multigrille complète

Nous venons de voir, qu’on peut construire une méthode de résolution itérative du
système discret dont la vitesse de convergence, dans l’hypothèse « idéale » où l’on ré-
sout à chaque itération, exactement et complètement un système discret du même type
ayant deux fois moins de degrés de liberté, est indépendantede la densité du maillage
fin (c’est-à-dire indépendante deh).

En remplaçant dans l’algorithme bigrille idéal la phase 2 decorrection grille gros-
sière par un algorithme bigrille idéal associé à des niveauxde grilleM2h etM4h, on
obtient l’algorithmetrigrille idéal. En généralisant récursivement ce concept au cas
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dek + 1 maillages emboîtés

(fin)Mh0 � Mh1 � : : : � Mhk�1 � Mhkh` = 2`h (5.35)

on aboutit à l’algorithmemultigrille idéal dont nous supposerons sans démonstration
le rayon spectral borné indépendamment de la densité du maillage fin (c’est-à-dire
indépendamment deh = h0) : �MG � B < 1 ; 8h (5.36)

En conséquence, notons� le nombre de cycles multigrilles (MG) suffisant à ce que
l’erreur itérative atteigne le niveau de l’erreur d’approximation associée à la grille fine.
Par définition, ��MG = O (h�) (5.37)

ce qui donne � = O� ln 1=hln 1=�MG� = O (� lnh) (5.38)

car 1ln 1=�MG � 1ln 1=B = constante. (5.39)

En supposant que la discrétisation est locale, c’est-à-dire telle qu’un nombre borné
de voisins interviennent dans l’équation discrète en chaque nœud (3 pour le laplacien
1D, 5 en 2D, etc.), le nombre d’opérations effectuées par itération de lissage est lui-
même constant par nœud. Le coût d’une itération de lissage est donc proportionnel au
nombre de degrés de liberté N =Mdh (5.40)

(d : dimension d’espace). De même, le coût global d’un cycle complet multigrille est
proportionnel àN .

En définitive, le coût global de la résolution du problème parl’algorithme multi-
grille est donné par :

coût = O (�N lnh) = O (N lnN) (5.41)
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On dit aussi que l’algorithme est de « complexité »N lnN .

Parfois, lorsque le nombre de degrés de liberté associés à lagrille la plus gros-
sière est suffisamment faible, le système discret correspondant n’est pas résolu itéra-
tivement mais par une méthode directe telle que l’élimination de Gauss. Dans le cas
inverse, l’itération est interrompue lorsque l’erreur itérative atteint le niveau de gran-
deur de l’erreur d’approximation associée à cette discrétisation. Dans ce cas, le cycle
est appelé « Méthode Multigrille » sans le qualificatif « idéale ».

On aboutit enfin au concept le plus intéressant : la « Méthode Multigrille Com-
plète » (Full Multigrid Method, « FMG » dans la littérature anglophone). Cette mé-
thode, schématisée à la figure 5.2 dans le cas de trois niveauxde grille, combine les
concepts d’enrichissement progressif et de multigrille.

MG (#") + enrichissement progressif (%)Mh% #"M2h M2h% #" #"M4h M4h M4h| {z }
monogrille

| {z }
bigrille

| {z }
trigrille

complexité :N
Figure 5.2.Schéma de la méthode multigrille complète dans le cas de trois niveaux

Dans le cas de la figure, on résout d’abord complètement le problème sur la grille
grossièreM4h par l’itération de base monogrille. Ceci signifie qu’on interrompt cette
itération dès que l’erreur itérative atteint le niveau de l’erreur d’approximation asso-
ciée à la discrétisation surM4h. On prolonge le résultat sur la grilleM2h et on résout
itérativement, au moyen de l’algorithme bigrille, le problème discret correspondant, à
partir d’une condition initiale déjà bonne, et seulement jusqu’à ce que l’erreur itérative
(qui a changé d’espace) ait atteint le niveau de l’erreur d’approximation associée à la
discrétisation surM2h. On prolonge enfin le résultat sur la grilleMh et on résout ité-
rativement, au moyen de l’algorithme trigrille, le problème discret souhaité. Dans ce
processus, chaque algorithme de type «`-grille » (̀ = 1; 2; 3 dans l’exemple) n’opère
que pour réduire l’erreur itérative d’un facteur constant égal au rapport d’ordres de
grandeur entre les erreurs d’approximation associées à deux niveaux de grille succes-
sifs. Le coût correspondant est donc directement proportionnel au nombre de degrés
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de liberté correspondant, et le coût global du calcul est donné par :

coût= C N|{z}� cycles MG avec(k + 1) grilles

+ C N2| {z }� cycles MG aveck grilles

+ C N4| {z }� cycles MG avec(k � 1) grilles

+ ::: (5.42)

ce qui fournit le résultat suivant, qui est le plus fondamental dans la théorie des multi-
grilles :

coût� 2C N (5.43)

et permet de conclure :

Théorème 5.2(Vitesse de convergence théorique de la méthode multigrille complète)

Dans le cas du modèle théorique (elliptique et linéaire), laméthode multigrille com-
plète est idéalement de complexité proportionnelle au nombre de degrés de libertéN ,
ou de manière équivalente, sa vitesse de convergence est indépendante de la densité
du maillage fin (c’est-à-dire indépendante deh).

REMARQUE : l’enrichissement de maillage réduit d’un facteurln N la complexité
de la méthode multigrille qui estN ln N , d’où le résultat.

Pour conclure cette section, on a rassemblé au tableau 5.1 les résultats concernant
la complexité des méthodes étudiées.

5.3. Une bibliothèque sur le réseau Internet

Signalons l’existence de la bibliothèque ‘MGGHAT’ (MultiGrid Galerkin Hierar-
chical Adaptive Triangles) due à W.F. Mitchell issue de ses travaux de thèse [72]. Cette
bibliothèque permet la résolution par une méthode multigrille des équations associées
à la discrétisation Galerkin sur une triangulation quelconque fournie par l’utilisateur
d’une EDP elliptique linéaire générale en dimension deux mise sous la forme� @@x �p@u@x�� @@y �q @u@y�+ ru = f (dans
) (5.44)

soumise aux conditions aux limites u = g (sur@
1) (5.45)p@u@x @y@s � q @u@y @x@s + cu = g (sur@
2) (5.46)
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Rappel des notations

Solution du problème continu : u
Solution du problème discret : uh
Itérén de la méthode considérée : unh
Pas d’espace : h = 1=M (= �x, �y ou�z)
Nombre de degrés de liberté : N =Md (d : dimension d’espace)M : nombre de modes / direction spatiale

(pour simplifier :Mx =My =Mz =M )

Coût d’une itération grille fine: C = �N = �Md
Erreur d’approximation: uh � u = Ca h� + :::

(généralement� = 2)

Erreur itérative: unh � uhkunh � uhk=ku0h � uhk = O (�n)� : rayon spectral de la méthode de base

Critère d’arrêt: kunh � uhk = O (kuh � uk)
Méthode de base, « MB »� = 1� Cb h� + :::et :n� (� ln �) = �� (� ln h) + :::+n � const.�M� ln M+

COMPLEXITÉ :O �M�+d ln M� = O �N�=d+1 ln N�
MB + enrichissement progressif

Même�, mais ici il suffit que :�n � kuh � uk=ku2h � uk� 2�� = const.+n � const.�M�+
COMPLEXITÉ :O �M�+d� = O �N�=d+1�

Multigrille, « MG »� = const.
i.e.� = 0+n � const.� ln M+

COMPLEXITÉ :O �Md ln M� = O (N ln N)
MG + enrichissement = « FMG »� = const. (� = 0), mais ici,
pour le dernier cycle, il suffit que :�n � kuh � uk=ku2h � uk� 2�� = const.+n = const.+

COMPLEXITÉ :O �Md � = O (N )
Tableau 5.1.Complexité de diverses méthodes de résolution
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où p > 0, q > 0, r, f , c et g sont des fonctions données dex et y, 
 est un domaine
polygonal deR2 , @
1 [ @
2 = @
 (le bord complet) et@=@s est la dérivation par-
tielle par rapport à une variable de paramétrisation du borddans le sens direct.

Cette bibliothèque appartient au domaine public et on peut accéder aux sources
à traversnetlib, mgnetou ftp anonyme. Par exemple, surmgnet, MGGHAT peut être
copiée par ftp anonyme à partir de casper.cs.yale.edu dans le répertoire mgnet/mgghat.

Exercice 5.1(Complexité de la méthode multigrille complète)

Dans le but de résoudre le problème modèle discret unidimensionnel, on a conduit une
première campagne de calculs par la « méthode multigrille complète », en utilisant 3
grilles emboîtées uniformesMhi (i = 1; 2; 3) définies par les valeurs suivantes du pas
d’espaceh = �x : h1 = 145 (grille fine),h2 = 115 (grille moyenne),h3 = 15 (grille grossière).

(5.47)

On note C le coût global de cette campagne de calculs.

Des tests révèlent que la solution de grille fine ainsi calculée est insuffisamment
précise et on décide de conduire une seconde campagne de calculs, initialisée par les
résultats de la précédente, afin de prendre en compte une nouvelle grille, encore plus
fine,Mh0 , où : h0 = 1135 (5.48)

Quel est le coût de cette nouvelle campagne de calculs?

Exercice 5.2(Variante de la méthode bigrille idéale)

On se place à nouveau dans le cadre de la résolution du modèle discret unidimen-
sionnel 1.10. On souhaite construire une variante de la méthode bigrille du cours dans
laquelle la grille fineMh serait 3 fois plus dense que la grille grossière notéeM3h.
On noteMh etM3h les valeurs du nombre de degrés de liberté correspondant à ces
grilles de sorte que : � Mh = � 3I � 1M3h = � 3I�1 � 1 (5.49)

où� etI sont des entiers. Par exemple avec� = 4 et I = 1, on aMh = 11 (soit 12
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intervalles de discrétisation) etM3h = 3 (4 intervalles) comme le schématise la figure
5.3 ci-dessous :Mh : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

0 12# RM3h : 1 2 3

0 4
Figure 5.3.Maillages unidimensionnelsMh etM3h dans le cas oùMh = 11.

On rappelle que les vecteurs propres de la matriceAh peuvent être ordonnés sui-
vant les valeurs croissantes d’un paramètre de fréquence,�m = m�Mh + 1 (m = 1; 2; :::;Mh) (5.50)

qui varie (à peu près) de 0 à� et que la valeur propre associée est donnée par :�hm = 2� 2 cos �mh2 (5.51)

Plus précisément, laj-ième composante dum-ième vecteur propres(m) est donnée
par : s(m)j = sj;m =  (m)(xj) = C sin (j�m) = C sin (m�xj) (5.52)

oùxj est l’abscisse du noeudj,  (m)(x) lam-ième fonction propre (sinusoïdale) du
problème continu etC une constante de normalisation.

(1) Pour quelles valeurs dem la restriction à la grille grossière (par injection directe)
du vecteur propres(m) est-elle un vecteur propre de la matriceA3h associée à la dis-
crétisation sur la grille grossièreM3h? Conventionnellement, on désigne les modes
correspondants comme ceux de « basses fréquences ».

En conséquence, quelles sont les bornes de variation du paramètreh2 �hm corres-
pondant aux :

(i) basses fréquences, et
(ii) hautes fréquences?
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(2) On adopte comme opérateur de lissage, la méthode de Richardson aveck pseudo-
pas de temps. On souhaite que les modes de hautes fréquences soient atténués par ce
cycle au moins du facteur10�2.

Choisirk pour remplir cette condition, expliciter les pseudo-pas detemps corres-
pondants et le facteur d’atténuation des hautes fréquenceseffectivement réalisé.

Exercice 5.3(Etude d’un problème aux limites anisotrope)

On souhaite résoudre le problème suivant8<: �100 @2u@x2 � @2u@y2 = 1 � (x; y) 2 
 =]0; 1[�]0; 1[�u = 0 sur@
 (5.53)

par une « méthode bigrille idéale » en utilisant des maillages cartésiens uniformes
maisétirés. Plus précisément, le maillage fin est 10 fois plus dense dansla direction
dey, à savoir : 8>><>>: hx = �x = 1M + 1 = 110hy = �y = 1L+ 1 = 1100 (5.54)

oùM = 9 (resp.L = 99) désigne le nombre de degrés de liberté suivant la direction
desx (resp. desy). On discrétise par les différences finies centrées usuelles�100 uj�1;k � 2uj;k + uj+1;kh2x � uj;k�1 � 2uj;k + uj;k+1h2y = 1 (5.55)

ce qui conduit au système discret suivant à résoudre :Ah uh = fh (5.56)

où l’on a posé : Ah = “Penta”
�:::;�1; :::;�1; 4;�1; :::;�1; :::� (5.57)

et fh = 10�4 �1; 1; :::; 1�T (5.58)

En conséquence, la valeur au nœud(j; k) du vecteur propre dont les paramètres de
fréquence ont pour indicesm et ` est donnée par (3.142), à savoir :(sxy)(m;`)j;k = C sin j�xm sin k�y` (5.59)
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oùC est une constante de normalisation et les paramètres de fréquence�xm et�y` ont
les expressions suivantes :�xm = m�M + 1 = m�10 ; m = 1; 2; :::;M = 9; (5.60)�y` = `�L+ 1 = `�100 ; ` = 1; 2; :::; L = 99; (5.61)

et les valeurs propres de la matriceAh sont données par :�hm;` = �2� 2 cos �xm�+ �2� 2 cos �y`� (5.62)

On construit une grille grossièreemboîtéeen déraffinant massivement dans la direction
de y (d’un facteur 10) mais seulement dans cette direction. Autrement dit, la grille
grossière contient9�9 nœuds et les paramètres qui lui sont associés sont les suivants :h0x = hx = 110 (M 0 =M = 9) (5.63)h0y = 10hy = 110 (L0 = 9) (5.64)

(1) Déterminer les limites du spectre complet grille fine :�hmin = min �m;` ; �hmax= max �m;` ;(m = 1; 2; :::; 9 ; ` = 1; 2; :::; 99) (5.65)

On a vu qu’un vecteur propre quelconque associé à la grille fine est le discrétisé
sur cette grille d’un produit de fonctions sinusoïdales ; cediscrétisé par injection sur la
grille grossière subit le phénomène d’aliasinglorsque les paramètres de fréquence qui
lui correspondent sont trop grands. En particulier, justifier que les modes de « basses
fréquences » correspondent ici aux valeurs suivantes des indices :

BF : m = 1; 2; :::; 9 ; ` = 1; 2; :::; 9 (5.66)

A l’inverse, les modes de « hautes fréquences » sont associésaux indices :

HF : m = 1; 2; :::; 9 ; ` = 10; 11; :::; 99 (5.67)

Pour ces modes, déterminer :a = min �hm;` ; b = max �hm;`(m; `) 2 f1; 2; :::; 9g� f10; 11; ::; 99g (5.68)

(2) Sur la grille fine, on « lisse » par la méthode usuelle de Richardson en utilisant un
cycle dek pseudo-pas-de-tempsf�`g optimisés aux HF :un+lh = un+l�1h � �` �Ah un+l�1h � fh� (` = 1; 2; :::; k) (5.69)
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– Rappeler l’expression formelle des paramètres optimauxf� �̀g en fonction dea, b etk.

– Comment choisirk pour assurer que les composantes fréquentielles de hautes fré-
quences de l’erreur soient atténuées par le cycle de Richardson au moins du facteur110 ?





Chapitre 6

Quelques applications des méthodes multigrilles
en mécanique des fluides

6.1. Introduction

Nos analyses jusqu’ici ont porté sur le modèle fondamental unidimensionnel qui
nous a permis de mettre en évidence les principales caractéristiques théoriques des
méthodes multigrilles. Bien évidemment, la portée des méthodes multigrilles en cal-
cul scientifique généralement, et en mécanique des fluides enparticulier, dépasse très
largement le contexte de ce modèle simplifié. Dans ce chapitre, sans chercher à faire
une présentation d’ensemble des méthodes multigrilles en mécanique des fluides, on
discute des principales difficultés rencontrées lorsqu’oncherche à incorporer une stra-
tégie multigrille à un code de calcul d’écoulement de type « éléments finis non struc-
turés » tels qu’ils sont couramment utilisés à l’INRIA1 depuis une quinzaine d’an-
nées. On y présente les solutions qui ont été éprouvées au sein du Projet SINUS2 à
Sophia-Antipolis ou dans les équipes de leurs proches collaborateurs. On y aborde
particulièrement les aspects suivants :

– le traitement de problèmes non linéaires ;

– l’usage de maillages non structurés ;

– l’incidence de mailles étirées, le semi-déraffinement, les multigrilles adapta-
tives ;

1. INRIA : Institut National de Recherche en Informatique eten Automatique
2. SINUS : Simulation Numérique dans les Sciences de l’Ingénieur

(http://www.inria.fr/sinus/sinus.html)
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– l’impact de termes hyperboliques dominants ;

– le traitement de problèmes algébriques en l’absence d’interprétation géomé-
trique de domaine.

Avant cela, on présente brièvement une méthode d’approximation en maillages
non structurés des équations d’Euler qui régissent un écoulement de fluide parfait
compressible en régime permanent ou instationnaire.

6.2. Méthode hybride par éléments finis/volumes finis pour les écoulements
compressibles

Dans le cadre de ses recherches sur les méthodes numériques visant les applica-
tions à la mécanique des fluides compressibles, le Projet SINUS a développé depuis
une quinzaine d’années, sous l’impulsion de A. Dervieux, eten collaboration avec
ses partenaires des milieux académiques et industriels, plusieurs méthodologies nu-
mériques incorporant notamment les ingrédients suivants :

– formulation hybride par éléments finis/volumes finis applicable aux maillages
non structurés ;

– approximation décentrée des termes de convection par utilisation de solveurs de
Riemann approchés et extrapolation MUSCL ;

– approximation centrée de type P1-Lagrange des termes de diffusion (dans le
cas des équations de Navier-Stokes en régime d’écoulement laminaire ou turbulent,
éventuellement réactif) ;

– résolution des équations discrètes par un schéma pseudo-instationnaire implicite
linéarisé de type «Defect-Correction», ou par relaxation non linéaire ;

– alternative Jacobi/multigrille pour la résolution du système linéaire ;

– adaptation aux architectures parallèles.

Ces options numériques ont été largement utilisées pour mener à bien des études
scientifiques d’aide à la modélisation ou au développement en aérodynamique com-
pressible, combustion et hypersonique notamment, mais servent également de base au
code N3S-Natur [76] à vocation industrielle. Nous référonsau rapport d’activité du
Projet depuis le début des années 1980 pour une bibliographie exhaustive, ainsi qu’à
[35]. Dans le but d’inclure dans cet ouvrage introductif auxtechniques de résolution,
un aperçu du « noyau » de la méthode de base utilisée dans les calculs d’aérodyna-
mique présentés ultérieurement, on définit ici très succinctement ces principaux in-
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grédients dans le cadre déjà très représentatif de la résolution des équations d’Euler
stationnaires en deux dimensions d’espace ; celles-ci peuvent s’écrire sous la « forme
divergence » suivante :

div
�!H (W ) déf= @F (W )@x + @G(W )@y = 0 ; �!H (W ) = � FG �

(6.1)

oùW est le vecteur des « variables conservatives », dont les champs sont les inconnues
du problème : W = 0BB@ ��u�vE 1CCA (6.2)

où� est la masse volumique locale du fluide,u etv les composantes cartésiennes de la
vitesse matérielle, etE l’énergie totale (interne + cinétique) spécifique. Les vecteursF (W ) etG(W ) sont les fonctions de flux suivantes :F (W ) = 0BB@ �u�u2 + p�uvu(E + p) 1CCA ; G(W ) = 0BB@ �v�vu�v2 + pv(E + p) 1CCA (6.3)

où p est la pression locale qui s’exprime en fonction des autres variables grâce à
l’équation d’état qui, pour un gaz parfait diatomique, ou pour l’air, considéré comme
un mélange de tels gaz, se traduit comme suit :p = �rT = ( � 1)�E � u2 + v22 �

(6.4)

où r = R=M est la constante du gaz,M sa masse molaire,R la constante univer-
selle des gaz parfaits et le rapport des capacités calorifiques à pression et volume
constants ( = 75 pour un mélange de gaz parfaits diatomiques).

Ces équations traduisent, pour un écoulement bidimensionnel permanent (ou sta-
tionnaire) de fluide continu compressible, la conservationde la masse (continuité),
de la quantité de mouvement (loi de Newton) et de l’énergie (premier principe de la
thermodynamique). Bien évidemment, le système ci-dessus est soumis à un jeu de
conditions aux limites qui dépendent du problème et que nousne détaillerons pas ici.

La nature mathématique du système stationnaire précédent dépend de manière
essentielle de la valeur locale du « nombre de Mach » dont la définition est la suivante :M = Vc (6.5)
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oùV = pu2 + v2 est le module de la vitesse etc =pp=� est la célérité du son.

Lorsque l’écoulement est localement supersonique (M > 1) le système station-
naire est hyperbolique. Lorsque cette condition est réalisée uniformément dans le do-
maine, on peut calculer la solution à partir d’une ligne de données située en amont de
l’écoulement par des techniques d’avancement en espace (discrétisation de type dif-
férences finies dans la direction d’avancement, ou méthode des caractéristiques, par
exemple).

Par contre, le système stationnaire est elliptique dans leszones où l’écoulement
est subsonique (M < 1). Par conséquent, si le domaine de calcul contient de telles
zones, d’étenduea priori inconnue, on ne peut uniformément procéder par intégration
en espace et les équations discrètes doivent être résolues itérativement.

Une manière courante de construire une méthode itérative pour résoudre le pro-
blème stationnaire consiste à intégrer en temps, à partir d’une condition initiale :W (x; y; 0) =W0(x; y) (6.6)

en principe arbitraire (mais admissible), les équations d’Euler instationnaires :Wt + @F (W )@x + @G(W )@y = 0 (6.7)

jusqu’à convergence asymptotique (t ! 1). Ces équations régissent un écoulement
instationnaire de fluide parfait compressible, et sonthyperboliquesquel que soit le
régime de cet écoulement. Cette propriété provient du fait que les matrices jacobiennes
(de dimension4� 4 en 2D),A = A(W ) = @F (W )@W ; B = B(W ) = @G(W )@W (6.8)

qui admettent des diagonalisations connues et sont simultanément symétrisables (surR), sont telles que pour tout couple de réels(k1; k2) la matricek1A+ k2 B est diago-
nalisable surR ; ses valeurs propres réelles sont les nombres [94] :�1 = �2 = k1 u+ k2 v (double) (6.9)�3;4 = k1 u+ k2 v +�cqk21 + k22 (6.10)

Cette condition équivaut à dire que la solution du système résultant d’une linéarisation
autour d’un état constant résulte de la superposition d’ondes simples du typecW (x; y; t) = cW0 ek1 x+k2 y�i � t (6.11)



Applications des méthodes multigrilles en mécanique des fluides 157

Exercice 6.1(Nature mathématique des équations d’Euler stationnaires)

Utiliser (6.9)-(6.10) pour établir la nature mathématiquedu système des équations
d’Euler stationnaires suivant le nombre de Mach,M .

Notons enfin que les expressions mêmes des fonctions de flux enfont des fonctions
homogènes de degré 1 des variables conservatives ; en vertu du théorème d’Euler, on
a donc les identités suivantes :F (W ) = A(W )W ; G(W ) = B(W )W (6.12)

On souhaite maintenant donner quelques éléments descriptifs du schéma d’ap-
proximation spatiale du terme divergence, div

�!H (W ), et de la technique de résolution
par intégration en temps de (6.7) ou par relaxation non linéaire.

6.2.1. Approximation spatiale décentrée en maillage non structuré

Lorsqu’on vise notamment les applications à l’aérodynamique industrielle, on sou-
haite développer une méthode d’approximation suffisammentsouple pour s’appliquer
à une discrétisation non structurée du domaine. En effet, dans les applications com-
plexes, le problème de la génération d’un maillage initial est en soi un problème de
calcul scientifique non trivial, coûteux en heures d’ingénieur autant qu’en temps de
calcul, et l’approche « maillage non structuré » qui permet de discrétiser le domaine
en « simplex » simplifie le cadre de cette construction initiale. De plus cette approche
permet de rendre les nécessaires procédures d’adaptation de maillage à la solution bien
plus locales, et donc plus faciles à mettre en œuvre, et plus économiques en nombre
d’éléments rajoutés. Ces considérations ont conduit le Projet SINUS comme d’autres
équipes à considérer en 2D la donnée d’une triangulation arbitraire (en 3D un maillage
constitués de tétraèdres) et à chercher une approximation spatiale du second ordre, ce
qui milite pour une représentation des fonctions de type P1-Lagrange, c’est-à-dire li-
néaire par élément et s’appuyant sur des degrés de liberté placés aux sommets(xi; yi)
des triangles : Wi =W (xi; yi) (6.13)

L’approximation repose sur la construction préalable d’un« maillage dual » ob-
tenu comme suit : on trace les médianes des triangles ; on identifie autour de chaque
nœudi une cellule de contrôleCi dont les arêtes sont des portions des médianes des
triangles dont le nœudi est un sommet (voir figure 6.1).

Appliquant la formule de Green à l’intégrale étendue à la cellule du terme de
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I j
GTk

GT`
i

Figure 6.1. Cellule du maillage dual de volumes finis construit à partir d’une triangulation
quelconque

divergence, il vient :ZZ Ci div
�!H (W ) dx dy = ZZ Ci �@F (W )@x + @G(W )@y � dx dy (6.14)= Z@Ci �nx F (W ) + nyG(W )� ds (6.15)= Xj voisin dei �i;j (6.16)

oùs est l’abscisse curviligne le long du bord de la cellule, le vecteur~n = � nxny � (6.17)
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est la normale unitaire extérieure à la cellule, et :�i;j = Z@Ci\@Cj �nx F (W ) + nyG(W )� ds (6.18)

est le flux à travers l’interface@Ci \ @Cj entre le nœudi et le nœud voisinj ; cette
interface est composée de 2 segments reliant le milieuI du segmentij aux centres de
gravitéGTk etGT` des triangles dont le segmentij est le côté commun. Ce flux est
ensuite approché par l’expression suivante :�i;j � �x FI + �y GI (6.19)

où l’indice I portant sur les fluxF etG indique une approximation (définie ultérieu-
rement) consistante à la valeur au pointI , et le vecteur~� = Z@Ci\@Cj ~nds (6.20)

est la normale intégrée.

En raison de l’invariance des équations d’Euler lors d’un changement de base
euclidienne, il existe une rotationR pour laquelle l’expression précédente du flux se
ramène formellement à celle d’un écoulement 1D :�i;j = k � kR�1 F�RWI� (6.21)

Exercice 6.2(Invariance des équations d’Euler par rotation)

Démontrer la relation ci-dessus en explicitant la matriceR pour laquelle elle est
vraie.

En conséquence, une fois choisie une certaine décomposition de flux, par exemple
celle de Van Leer ([90] ou [91]),F (U) = F+(U) + F�(U) (6.22)

où les fluxF� ont la propriété spectrale suivante :8U (admissible); 8� 2 ��@F�(U)@U � ; � 2 R� ; (6.23)

une approximation décentrée d’ordre 1 est obtenue en complétant (6.21) de la défini-
tion : F�RWI� = F+�RWi�| {z }

influence
amont

+F��RWj�| {z }
influence

aval

: (6.24)
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Enfin, le passage à l’ordre 2 se réalise par une adaptation (aux maillages non struc-
turés) de la technique MUSCL (Monotone Upstream-centred Schemes for Conserva-
tion Laws) de Van Leer ([89], ou [91]), dans laquelle les vecteursWi et Wj sont
remplacés dans (6.24) par des vecteursWi;j etWj;i obtenus par extrapolation linéaire
à partir des nœudsi et j respectivement :Wi;j =Wi + �!ij2 :��!rW i (6.25)Wj;i =Wj � �!ij2 :��!rW j (6.26)

Dans ces extrapolations, le gradient
��!rW i (resp.

��!rW j) peut se calculer en faisant la
moyenne étendue aux trianglesTk dont le nœudi (resp.j) est un sommet, du gradient
constant par triangle de l’approximation P1-Lagrange deW pondérée par les aires de
ces triangles, c’est-à-dire :��!rW i = Pk aire(Tk)��!rW TkPk aire(Tk) (6.27)

Une alternative à cette formule centrée est d’utiliser le gradient associé au « triangle
amont »,Ti;j (resp.Tj;i), c’est-à-dire le triangle contenant le pointi � "�!ij (resp.j + "�!ij ) pour tout" > 0 suffisamment petit (voir figure 6.2) ; on peut aboutir dans ce
cas à une approximation totalement décentrée.

Ti;j Tj;ii j
Figure 6.2.Construction de « triangles amont »

A chaque type d’approximation (centrée ou totalement décentrée) correspond des
vecteurs ��i =Wi;j �Wi (6.28)�+j =Wj;i �Wj (6.29)

dont les 4 composantes sont des perturbations à apporter auxcomposantes nodales eni
ouj pour obtenir un extrapolé à l’interface. En pratique, pour chaque nœud, la pertur-
bation effectivement apportée à une composante donnée est calculée par une formule
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non linéaire de moyenne des deux types de correction citées ;ce type de moyenne est
dû à Van Albada et al. [88]. Par cette construction, le schémad’approximation, dans
le contexte plus simple d’une équation hyperbolique scalaire en une dimension d’es-
pace, aurait la propriété d’être « TVD » (à variation totale décroissante) ce qui assure
certaines propriétés de préservation de la monotonie (voir[7]). Alternativement, on
peut utiliser des procédures de « limitation de pente » (voirpar exemple [35]).

6.2.2. Résolution par intégration pseudo-instationnaireimplicite

La formulation instationnaire (6.7) a été introduite un peuartificiellement pour
construire une itération dont le point fixe, atteint lorsquet ! 1, est la solution du
problème. Il est donc souhaitable que l’itération convergeaussi vite que possible ; au-
trement dit que la stabilité de l’intégration en temps autorise l’utilisation de pas de
temps�t aussi grands que possible. Pour cette raison, on choisit la méthode d’Euler
implicite qui appliquée à l’équation modèle de l’advectionpure est inconditionnelle-
ment stable. Appliquée à (6.7) après intégration à la celluleCi, le schéma en temps
s’écrit :Ai Wn+1i �Wni�t + ��h(Wn+1)�i = 0 (i : nœud courant) (6.30)

où Ai = aire(Ci) (6.31)

est l’aire de la celluleCi, n est l’indice d’itérations (ou nombre de pas de temps
effectués), le vecteurWi est considéré comme la moyenne du champW à la cellule :Wni = 1Ai ZZ Ci W (x; y; tn) dx dy (6.32)

et, d’après le paragraphe précédent, le flux�h a la forme suivante :��h(Wn+1)�i = Xj voisin dei �n+1i;j (6.33)

Cette méthode est d’ordre 1 en temps, mais la précision de la solution stationnaire,
définie par : �h(W ) = 0 (6.34)

ne dépend que du schéma d’approximation spatiale dont le paragraphe précédent four-
nit une option. Sans changer l’ordre de l’erreur de troncature on peut linéariser�h :�h(Wn+1) = �h(Wn) + �0h(Wn) (Wn+1 �Wn) (6.35)
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où�0h est le jacobien de l’approximation spatiale. On rassemble les équations sous la
forme incrémentale suivante parfois appelée « forme� » :� A�t +�0h(Wn)� (Wn+1 �Wn) = ��h(Wn) (6.36)

oùA est la matrice diagonale ayant la structure par bloc scalaire suivante :A = BDiag (Ai I4) (6.37)

D’un point de vue algorithmique, la résolution se décomposeen 3 phases :

1. Phase explicite – Calcul du second membrefh = ��h(Wn) (6.38)

(calcul des flux eulériens à l’ordre 2) ;

2. Phase implicite – Calcul des blocs coefficients de la matriceAh = A�t +�0h(Wn) (6.39)

et résolution du système Ah �W = fh (6.40)

3. Réactualisation Wn+1 =Wn + �W (6.41)

La phase explicite contrôle la précision de la solution convergée. On la conduit à
l’ordre 2 (au moins).

La phase implicite est un préconditionneur contrôlant la stabilité et la vitesse de
convergence de l’itération. Il est possible de la conduire également à l’ordre 2. Cela
nécessite la délicate construction du jacobien d’une approximation décentrée d’ordre
2. Lorsque ceci est fait, la convergence itérative est proche de quadratique [84], ce qui
s’explique par le fait que si�t était infini, l’algorithme s’identifierait dans ce cas à
la méthode de Newton. Alternativement, le choix d’une approximation du jacobien à
l’ordre 1 seulement présente plusieurs avantages :

1. simplicité algorithmique de la construction de la matriceAh ;



Applications des méthodes multigrilles en mécanique des fluides 163

2. erreur de troncature à caractère plus dissipatif favorisant la convergence vers
l’état stationnaire ;

3. (et surtout) structure « à diagonale dominante » de la matriceAh dans le cas
d’un modèle hyperbolique linéaire, permettant donc la résolution de la phase
implicite parrelaxation.

Ce dernier point est extrêmement important dans le cas où l’on utilise une for-
mulation en maillage non structuré pour laquelle la matriceAh n’a pas en général de
structure « bande » pour laquelle une résolution directe du système (6.40) serait viable.

En pratique, on résout le système linéaire partiellement seulement par quelques
itérations de Jacobi, Gauss-Seidel ou par une méthode multigrille, avant de réactuali-
ser la matrice au pas de temps suivant. Au cours de l’itération non linéaire en temps,
le pas de temps est graduellement augmenté jusqu’à atteindre de manière stable des
valeurs très grandes, parfois même sans limitation de stabilité suivant le problème.

Lorsque le pas de temps�t est infini, l’itération non linéaire prend la forme :�1h(Wn+1) = �1h(Wn)� �2h(Wn) (6.42)

où �2h est l’approximation précise (ici à l’ordre 2 au moins) et�1h une approxima-
tion moins précise (ici à l’ordre 1) mais plus facile à inverser (ici quasi-linéaire et à
diagonale dominante pour le problème modèle). Certains auteurs de la littérature an-
glophone désignent ce type d’itération comme un algorithmede «Defect-Correction»
[13]. Les propriétés itératives de cet algorithme ont été étudiées dans le cas de modèles
hyperboliques et évaluées sur les équations d’Euler dans [36] et [38]. En particulier,
pour le problème modèle linéaire de l’advection pure soumisà des conditions de type
Dirichlet (en amont) et Neumann (bord libre aval), et certaines approximations dé-
centrées, le rayon spectral de l’itération est égal à12 , indépendamment de la finesse
du maillage. Voir également [69] pour l’étude d’une méthodeimplicite de même type
mais précise au second ordre en temps.

6.2.3. Résolution par relaxation non linéaire

Avec les notations du paragraphe précédent, le système discret associé au pro-
blème stationnaire s’écrit :[�h(Wh)]i = 0 i = 1; 2; :::; imax (6.43)

où i est l’indice du nœud courant, etWh le vecteur qui rassemble les 4 inconnues du
problème (en 2D),Wi, aux différents nœuds du maillage. Dans le cas d’une approxi-
mation de type « MUSCL », outreWi, l’équation (6.43) fait explicitement intervenir
seulement les inconnuesWj aux nœudsj voisins du nœudi ou voisins d’un voisin.
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Nous venons de voir qu’une manière de résoudre ce système consistait à le plon-
ger dans une formulation pseudo-instationnaire que l’on « relaxe » par intégration
temporelle, par exemple par un schéma implicite de type «Defect-Correction». Une
alternative à cette approche consiste à « relaxer » encore, mais par une itération non
linéaire, que l’on ne construit pas cette fois-ci à partir dela discrétisation consistante
d’un problème d’évolution.

Par exemple, une « méthode de Gauss-Seidel non linéaire », consiste à effectuer un
balayage des nœuds suivant une certaine numérotation (i = 1; 2; :::; imax). Au nœudi, on résout (6.43) par rapport aux inconnuesWi seulement, les autres,Wj (j 6= i),
étant fixées aux valeurs les plus récemment réactualisées ; cette résolution locale des
4 équations peut se faire par une itération de type Newton ou quasi-Newton.

Noter que dans les applications à la mécanique des fluides, laconvection joue sou-
vent un rôle dominant, faisant apparaître dans l’écoulement des directions préféren-
tielles de propagation de l’information. En conséquence, l’efficacité de cet algorithme
peut être essentiellement conditionnée par le choix de la numérotation des nœuds.

Une itération de ce type constitue l’ingrédient de base de laméthode multigrille
non linéaire « FAS » de la section suivante.

6.3. Traitement multigrille de problèmes non linéaires

Eludant pour l’instant le problème du choix d’une suite de grilles de densités dif-
férentes discrétisant le domaine,Mh0 (grille fine ; h0 = h), Mh1 ,...,Mhk (grille
grossière), des schémas d’approximation applicables sur ces différentes grilles aux
équations retenues (équations d’Euler ou de Navier-Stokes, en compressible, lami-
naire ou turbulent), ainsi que des opérateurs de transfert de grille-à-grille,Ihmh` : Mh` �!Mhm (6.44)

comment incorporer une stratégie multigrille dans la résolution numérique du système
non linéaire des équations discrètes?

Deux méthodes au moins se sont révélées efficaces pour réaliser cet objectif :

Méthode multigrille linéaire

Dans cette approche, on calcule un écoulement permanent parintégration pseudo-
temporelle de la formulation instationnaire au moyen d’un schéma implicite linéarisé
de type «Defect-Correction» (cf. paragraphe 6.2.2) (méthode d’Euler implicite). A
chaque pas de temps, on inverse le système linéaire par une méthode multigrille. Dans
la littérature anglophone, ce type de méthode porte le nom de« Correction Scheme »,
et son extension au cas non linéaire de « Newton-MG ».
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Méthode multigrille non linéaire

Dans cette approche, on applique un algorithme dû à Brandt [20] connu sous le
nom de «Full-Approximation Scheme» (« FAS »). Pour cela, on définit sur les dif-
férentes grilles,Mh` (` = 0; 1; 2; :::), un ensemble de discrétisations compatibles
non linéairesdes équations stationnairescorrespondant à la modélisation retenue :�h` (Wh`) = 0 (6.45)

L’algorithme consiste à résoudre partiellement sur un niveau de grille donné,Mh` , le
système algébrique suivant par relaxation non linéaire (cf. paragraphe 6.2.3) :�h` (Wh`) = Sh` (6.46)

dans lequel le terme source est défini comme nul sur la grille fine,Sh0 = 0 (grille fine) (6.47)

et autrement (̀� 1) comme suit :Sh` déf= �h` �W (0)h` �� Ih`h`�1 ��h`�1 �Wh`�1�� Sh`�1� (6.48)

où :Wh`�1 est l’approximation des inconnues sur la grille de densité immédiatement
supérieureMh`�1 , à l’issue de la relaxation non linéaire conduite précédemment sur
cette grille dans la phase descendante du cycle multigrille;W (0)h` = Ih`h`�1 Wh`�1 est la restriction de l’estimation précédente des inconnues,
servant de condition initiale à la nouvelle relaxation non linéaire.

Dans la phase ascendante du cycle multigrille, on transfèredes corrections par
interpolation. Lorsque les prolongements ne sont pas suivis de phase de lissage, on
obtient un cycle « en dent de scie » (voir par exemple [73]).

Noter que les opérateurs de transfert ne sont pas les mêmes suivant qu’ils opèrent
sur le vecteur des inconnues (ou des corrections), associées aux nœuds du maillage,
ou sur les résidus (les flux) approchés aux interfaces, c’est-à-dire sur les segments, ce
qui justifie la notation légèrement différente.

REMARQUE : l’algorithme FAS peut être considéré comme un algorithme de type
« Defect-Correction» dans lequel l’approximation de bas niveau utilisée comme pré-
conditionneur de l’approximation de grille fine est constituée de l’ensemble des opé-
rations de relaxation et de transfert effectuées sur les grilles de moindre densité. Ces
différents algorithmes sont donc intimement proches et peuvent se combiner de diffé-
rentes manières. (Voir en particulier [73] et [47].)
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6.4. Multigrilles en maillages non structurés

Dans cette section on se concentre sur les problèmes liés à laconstruction d’une
hiérarchie de grilles de finesses différentes lorsque le « solveur de base » s’appuie sur
une discrétisation non structurée quelconque du domaine.

On présente à titre d’illustration, certaines applications à la mécanique des fluides
réalisées au sein du Projet SINUS. Afin de mieux comparer les algorithmes numériques
entre eux, on a choisi de les évaluer dans le même cas d’écoulement transsonique eu-
lérien stationnaire (nombre de Mach en amont,M1 = 0:72, incidence nulle) autour
d’une géométrie classique de profil d’aile NACA 0012. Dans cecas, l’écoulement ad-
met un choc attaché au bord de fuite.

La résolution globale est réalisée par la « méthode multigrille non linéaire com-
plète »3 qui est constituée d’une itération monogrille non linéairesur une grille gros-
sière, suivie d’un prolongement de la solution sur une grille plus fine, puis d’une ité-
ration bigrille non linéaire de type FAS, suivie d’un prolongement de la solution sur
une grille encore plus fine, puis d’une itération trigrille non linéaire de type FAS,
etc. Théoriquement, si les cycles monogrilles, bigrilles,trigrilles, etc. étaient chacun
interrompus lorsque l’erreur itérative atteignait juste le niveau de l’erreur d’approxi-
mation du niveau de grille-fine correspondant, et si les densités des grilles successives
étaient dans un rapport donné, le coût global serait proportionnel au coût de l’ultime
phase multigrille, celle qui implique toutes les grilles utilisées. Pour cette raison, on
se contente de fournir comme paramètre indicateur du coût global le nombre observé
de cycles de l’ultime phase multigrille nécessaire à la satisfaction d’un critère d’arrêt,
atteint lorsque la norme du résidu a au moins été réduite d’unfacteur égal à une tolé-
rance prescrite (typiquement égale à10�4).

L’algorithme de relaxation non linéaire des systèmes algébriques (6.46) associés
aux différents niveaux de grille consiste ici en l’intégration des systèmes pseudo-
instationnaires suivants :(Wh`)t +�h` (Wh`)� Sh` = 0 (` = 0; 1; 2; :::) (6.49)

sur un nombre donné, souvent égal à 1, de pas de temps. Cette intégration est conduite
par une méthode de Runge-Kutta à 4 pas intermédiaires ajustés pour optimiser les
propriétés de lissage [57] [59]. Dans sa thèse, E. Morano [73] a aussi évalué comme
lisseur la méthode d’Euler implicite linéarisée en formulation « Defect-Correction»
définie à la section précédente.

Les divers algorithmes diffèrent principalement par la construction des niveaux de
grille et des opérateurs de transfert.

3. Full Multi-Grid method(« FMG ») en anglais.
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6.4.1. Multitriangulation

La manière la plus simple de construire une hiérarchie de grilles emboîtéesde
même typeconsiste à d’abord choisir une grille grossière, par exemple en 2D une tri-
angulation du domaine, puis à diviser chaque élément ; par exemple, chaque triangle
en 4. Le niveau de grille suivant est obtenu par application de la même technique de
division des éléments, et ainsi de suite jusqu’à l’obtention d’une grille de la finesse
souhaitée. Quelle que soit sa nature, le type d’approximation par éléments finis rete-
nue, en particulier une approximation d’ordre deux, peut dans ce cas être appliqué à
l’identique sur chaque niveau.

Cette approche est illustrée aux figures 6.3 et 6.4 (a) tiréesde la thèse de M.H.
Lallemand [57] [58], qui représentent des zooms de triangulations emboîtées en l’oc-
currence assez grossières, du domaine. Ces maillages ont respectivement 121, 442 et
1 684 nœuds.

Dans une première expérience numérique, on utilise sur chaque niveau de grille,
le même type d’approximation au second ordre des équations d’Euler. Pour les trans-
ferts, les valeurs nodales de l’inconnue sont restreintes par simple injection (nœuds
communs aux 2 niveaux),Ih`h`�1 , et par moyenne pondérée par les aires pour les rési-

dus,Ih`h`�1 , ce qui revient à calculer une intégrale de surface de manière consistante.
Les prolongements se font par interpolation P1-Lagrange. Une réduction du résidu de
grille-fine de10�4 est réalisée par 40 cycles trigrilles (de la phase ultime de la mé-
thode complète) [57].

Les approximations associées aux grilles moyenne et grossière n’affectant pas la
solution convergée associée à la grille fine, on peut simplifier l’algorithme précédent
en construisant l’approximation seulement à l’ordre 1 sur les niveaux inférieurs. Il en
résulte une moins bonne compatibilité entre les approximations de grille fine et ici de
grille moyenne, et en conséquence, la nécessité de prolonger la phase ultime trigrille
plus longuement (80 cycles) pour satisfaire le même critèred’arrêt [57].

Malheureusement, cette approche admet de sérieuses limitations. En effet, à me-
sure que l’on construit ainsi des grilles de plus en plus fines, celles-ci deviennent en
quelque sorte de moins en moins « non structurées ». Si le nombre de niveaux est grand
on aboutit à une grille fine présentant des « macro-éléments »structurés, et ceci est en
contradiction profonde avec les options adoptées pour le solveur de base. En réalité,
dans les grands problèmes de calcul scientifique industriels, l’option « maillage non
structuré » a pour objet d’une part de réussir à mailler des geométries complexes (ce
qui en soi est un problème difficile) et d’autre part, d’y parvenir « économiquement »
à la fois en heures d’ingénierie, et en nombre d’éléments du maillage produit. La règle
du jeu naturelle est donc de supposer qu’unmaillage de finesse maximaleest fourni
au responsable de la résolution des équations et qu’il lui appartient de construire uni-
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quement les grilles grossières en conséquence. Une exception à cette règle se produit
lorsqu’en résolvant on constate la nécessité de raffiner le maillage pour l’adapter loca-
lement à la solution (voir plus loin les paragraphes sur les triangulations non emboîtées
et les multigrilles adaptatives).

Dans l’impossibilité de construire une hiérarchie de grilles emboîtées à partir
d’une grille fine arbitrairement non structurée, on peut ou bien construire des grilles
grossières par agglomération de cellules de volumes finis (maillages duaux), ou bien
reconstruire des maillages non emboîtés (par exemple par triangulation de Delaunay)
et adapter l’algorithme multigrille en conséquence.

6.4.2. Agglomération

Pour fixer les idées, plaçons nous dans le cas d’un calcul en 2 dimensions d’espace
lorsque le maillage fin donné est une triangulation arbitraire. On trace les médianes
de chaque triangle, ce qui permet d’identifier autour de chaque nœud une cellule de
contrôle. Ces cellules constituent le « maillage dual fin ». On a vu qu’une approxima-
tion de type « volumes finis » est construite par bilan de flux aux interfaces, c’est-à-dire
sur les arêtes de la cellule, et l’ordre deux est atteint en calculant ces flux après une ex-
trapolation de type MUSCL ([89]). En mécanique des fluides, ce type de construction
a le très grand mérite dans le cas hyperbolique des équationsd’Euler de permettre la
satisfaction de la contrainte de « conservativité » de manière automatique. Un maillage
moins fin de volumes finis peut ensuite être construit par agglomération des cellules
par paquets de 4 ; différents algorithmes sont possibles (voir e.g. [57]). L’algorithme
se répète pour construire les niveaux suivants de grilles grossières.

Une illustration de cette approche est fournie aux figures 6.4 (b) et 6.5 qui montrent
des zooms du maillage dual de la triangulation fine précédente et des maillages « volu-
mes finis » obtenus par deux agglomérations successives des cellules 4 à 4. Ces mailla-
ges contiennent respectivement 1 684, 411 et 111 cellules.

Les restrictions de résidu se font par sommation de flux, et les prolongements
par affectation de la valeur moyenne associée à une macro-cellule aux cellules qui la
constituent. Sur les maillages inférieurs, l’approximation est d’ordre 1.

En reprenant le cas-test précédent d’écoulement transsonique, on constate que le
critère d’arrêt est satisfait par la méthode multigrille complète qui résulte de ces choix,
avec le même nombre de cycles (80) dans la phase ultime trigrille que dans le cas de
multitriangulation lorsque seule l’approximation de grille fine est du second ordre.

Une certaine faiblesse de cette approche réside dans la difficulté qui en résulte à
construire des approximations d’ordre deux sur les maillages grossiers duaux. En ef-
fet, le bord d’une cellule d’un maillage grossier n’est plusl’interface entre 2 nœuds
(à moins d’utiliser des techniques complexes de reconstruction) et l’extrapolation



Applications des méthodes multigrilles en mécanique des fluides 169

(a)

(b)

Figure 6.3. Zooms de triangulations grossière, (a) (121 nœuds), et moyenne, (b) (442 nœuds)
autour d’une géométrie de profil d’aile NACA 0012
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(a)

(b)

Figure 6.4. Zooms de triangulations fine, (a) (1684 nœuds), et de maillage dual, (b) (1684
cellules), autour d’une géométrie de profil d’aile NACA 0012
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MUSCL n’est pas applicable directement. On vient de voir quele léger défaut de
compatibilité qui en résulte entre les approximations associées à la grille fine et la
plus dense des autres, entraîne une certaine perte en efficacité algorithmique de la mé-
thode multigrille.

Le cas test précédent a été refait (cf. [57] ou [58]) en partant cette fois-ci d’une
triangulation fine « vraiment non structurée » à 800 nœuds générée par une méthode
dite frontale (figure 6.6 (a)). Les maillages de volumes finissuccessifs sont représen-
tés aux figures 6.6 (b) et 6.7.

La figure 6.8 présente les courbes de convergence du résidu dedifférents algo-
rithmes de résolution.

Lorsque l’approximation est du 1erordre sur tous les niveaux, les phases mono-
grille, bigrille et trigrille ont des vitesses de convergence très proches. Par contre, dans
le cas d’une approximation d’ordre 2 (sur la grille fine seulement), la phase trigrille
doit être prolongée afin de satisfaire le même critère d’arrêt.

Soulignons en conclusion que cette méthode se révèle, malgré cette nuance, très
efficace. Voir notamment : [57], [58], [52], [53], [73], [28], [29], [40], [41], etc.

6.4.3. Triangulations non emboîtées

Une alternative à l’agglomération consiste à construire une hiérarchie de grilles
dont les éléments ne sont pas emboîtés, mais qui s’appuient sur des sous-ensembles
emboîtés de l’ensemble initial des nœuds du maillage fin. Parexemple dans le cas
bidimensionnel, on peut utiliser des triangulations de Delaunay [43].

Ce type d’approche comporte deux difficultés principales. La première est la né-
cessité de définir un algorithme d’appauvrissement du nuagede points qui produise
les densités souhaitables de nœuds sur les grilles successives, et, plus difficile encore,
qui respecte la géométrie du domaine, ses singularités, parexemple ses éventuelles
arêtes vives ; ce problème admet néanmoins quelques solutions maîtrisées (voir par
exemple [15] [16]). La deuxième difficulté est de construiredes opérateurs de trans-
fert de grille à grille suffisamment précis, pour que les approximations associées aux
différents niveaux soient cohérentes entre elles.

Par exemple, la figure 6.9 représentent des zooms de triangulations de Delaunay
du domaine obtenues par applications successives d’un algorithme d’appauvrissement
dû à H. Guillard [44]. Dans cet algorithme, on part de la listedes nœuds dans un cer-
tain ordre ; on retient le premier nœud, mais on élimine ses voisins ; puis, on retient le
premier nœud suivant restant dans la liste et on élimine ses voisins (s’ils n’ont pas déjà
été éliminés) ; et ainsi de suite jusqu’à épuration de la liste. L’algorithme est en fait
amendé de manière à respecter au mieux la géométrie initialedu domaine. Dans cet
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(a)

(b)

Figure 6.5.Zooms de maillages de volumes finis agglomérés moyen (411 cellules) et grossier
(111 cellules) autour d’une géométrie de profil d’aile NACA 0012
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(a)

(b)

Figure 6.6.Zooms de triangulation fine non structurée autour d’une géométrie de profil d’aile
NACA 0012 et du maillage dual
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(a)

(b)

Figure 6.7.Zooms de maillages de volumes finis agglomérés moyen, (a), etgrossier, (b), autour
d’une géométrie de profil d’aile NACA 0012
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(a) (b)

Figure 6.8. Courbes de convergence de la méthode multigrille complète non linéaire : (a) ap-
proximation du 1erordre, (b) approximation (de grille fine) du 2eordre

exemple, les triangulations successives ont respectivement 800, 223, 67 et 19 nœuds.

E. Morano dans sa thèse [73] a refait le calcul d’écoulement transsonique précé-
dent par la méthode multigrille non linéaire complète en utilisant 6 niveaux de grille
constitués des 4 maillages de Delaunay précédents complétés par 2 maillages de 3 114
et 12 284 nœuds respectivement ; ces maillages sont représentés à la figure 6.10, et ont
été obtenus par 2 raffinements successifs par division des éléments à partir du maillage
fin précédent. La figure 6.11 démontre la grande efficacité de la méthode, lorsque le
nombre de niveaux de grille est grand. La convergence a quasiment la même qualité
pour les cycles bigrilles, trigrilles, etc. que dans l’ultime phase 6-grilles. Selon les au-
teurs de [74], ce calcul a été réalisé par la méthode multigrille complète en 42 « unités
de travail », c’est-à-dire 42 évaluations du flux�h des équations d’Euler discrétisées.
On peut estimer que la méthode de Runge-Kutta 4 appliquée seule sur la grille fine
aurait atteint un niveau de convergence itérative comparable en un millier d’itérations,
pour un coût environ deux ordres de grandeur supérieur. En comparaison à une mé-
thode d’intégration pseudo-temporelle implicite de type «Defect-Correction», le gain
en efficacité serait moindre, néanmoins de l’ordre de plusieurs dizaines. La figure 6.12
fournit les lignes de niveaux du nombre de Mach de la solutioncalculée mettant en
évidence un choc symétrique attaché au bord de fuite.
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(a) 800 nœuds (b) 223 nœuds

(c) 67 nœuds (d) 19 nœuds

Figure 6.9.Zooms de triangulations de Delaunay associées à des sous-ensembles emboîtés de
nœuds
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(a) 3 114 nœuds (b) 12 284 nœuds

Figure 6.10.Maillages fins autour d’une géométrie de profil d’aile NACA 0012

0.01

0.1

1

10

0 5 10 15 20 25

RES(x) = 0.125

Figure 6.11.Convergence de la méthode multigrille non linéaire avec 6 niveaux de grille
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LIGNES ISOMACH
Intervalle entre isovaleurs :     0.50000E-01
Min./ Max.   Mach    0.45549E-01 ,      1.5196

10.9

Figure 6.12. Lignes de niveaux du nombre de Mach dans l’écoulement transsonique autour
d’une géométrie de profil d’aile NACA 0012 (M1 = 0:72 ; � = 0o).
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6.4.4. Mailles étirées, semi-déraffinement, multigrillesadaptatives

Une difficulté majeure des calculs en mécanique des fluides est la présence poten-
tielle dans la solution de structures physiques de dimension inférieure à la dimension
d’espace. Il s’agit principalement des couches limites visqueuses près des parois, et
des chocs. La présence de ces structures amène le praticien àutiliser des maillages
localement raffinés de manière non isotrope, par adaptationstatique ou dynamique.
En particulier, il n’est pas rare en aérodynamique industrielle que le nombre de Rey-
noldsRe soit de l’ordre de106, et comme l’épaisseur de couche limite varie commeRe�1=2, on peut être amené à utiliser près d’une paroi des mailles très étirées, ayant
des facteurs de forme de plusieurs milliers. Si on applique sans modification particu-
lière un algorithme de déraffinement isotrope pour construire les maillages grossiers,
on risque de détruire le caractère adapté de la grille fine. Les approximations de grilles
grossières ne pourront alors servir de « bons préconditionneurs » à l’approximation
de grille fine, et on peut prévoir une performance médiocre del’algorithme multigrille.

Dans le cas d’un choc, la difficulté peut être de nature différente selon la procé-
dure utilisée pour raffiner. Notons que dans ce cas, en général, ni la localisation, ni
l’intensité de la singularité n’est connuea priori.

Pour remédier au problème des mailles étirées, on peut construire les grilles gros-
sières par une technique de semi-déraffinement local. Pour en comprendre le méca-
nisme, revenons momentanément au problème modèle d’un opérateur elliptique li-
néaire à coefficients constants mais très différents en grandeur, dont on a établi le
spectre discret,�hm;` = �hxm + �hy` = 2� 2 cos �xmh2x + 2� 2 cos �y`h2y (6.50)

au paragraphe 3.5.2. Dans un plan(�hxm ; �hy` ), les modes fréquentiels sont représentés
dans un rectangle très allongé verticalement si le maillageest tassé eny (voir figure
6.13). Dans ce plan, les lignes de niveaux de la valeur propregénérique�hm;` sont les
parallèles à la deuxième bissectrice des axes. Dans la méthode bigrille idéale classique
dans laquelle on déraffine d’un facteur 2 enx comme eny, on identifie les basses fré-
quences comme celles occupant le rectangle homothétique derapport12 . On constate
alors qu’à cause de l’étirement, les valeurs propres associées aux hautes fréquences
seules occupent l’intervalle[2; 4+ 4="2] c’est-à-dire la presque totalité de l’intervalle
de variation complet. Dans ce cas, un lisseur classique seratrès inefficace, d’où la
nécessité d’itérer plus longuement sur la grille fine, ou de subir une dégration de per-
formance de l’algorithme bigrille. Par contre, si on déraffine dans la direction dey
seulement, on est quasiment ramené à une situation unidimensionnelle, les valeurs
propres associées aux hautes fréquences occupant à peine plus de 50 % de l’intervalle
(voir figure 6.13 (b)). Bien évidemment, la performance est maintenue au prix de la
résolution d’un plus grand nombre d’équations sur la grillegrossière, ce qui n’altère
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pas l’évaluation de la « complexité » de l’algorithme seulement si la procédure de
semi-déraffinement est appliquée de manière très locale. Ils’agit là d’un sujet d’étude
encore ouvert.

Par exemple dans la méthode d’agglomération précédente, J.Francescatto dans sa
thèse [40] évalue un facteur de forme local pour chaque cellule. L’algorithme d’ag-
glomération de 4 cellules est appliqué seulement si le facteur de forme est proche de
1 (disons entre12 et 2) ; sinon, on identifie une direction principale d’étirement en cal-
culant pour chaque arête reliant le nœud couranti à un voisinj une quantité scalaire
mesurant l’intensité de la connexionij ; puis on agglomère seulement la celluleCi à la
celluleCj correspondant à la direction principale d’étirement. Une illustration de cette
méthode est fournie par la figure 6.14 tirée de [40]. En (a) on yvisualise un maillage
dual fin discrétisant un domaine carré dont les mailles dans la direction verticale, ont
été tassées à proximité du bord inférieur pour prendre en compte une couche limite, et
à l’inverse allongées à proximité du bord opposé. Le maillage grossier correspondant
est indiqué en (b) ; il met en évidence un semi-déraffinement par agglomération des
cellules 2 à 2 à proximité de ces deux bords, mais chacun dans une direction opposée
de l’autre ; entre ces deux bords, les cellules sont agglomérées 4 à 4 de manière iso-
trope grâce à une transition automatique.

Notons qu’il existe d’autres situations où le passage d’unegrille à la suivante ré-
sulte d’un déraffinement qui n’est pas local, mais zonal. On se réfère ici aux « multi-
grilles adaptatives » dans lesquelles un maillage fin peut différer du maillage grossier
dans une zone du domaine seulement ; par exemple, dans une zone où la viscosité joue
vraiment un rôle. Ce type d’approche a été notamment étudié dans le cadre d’approxi-
mations éléments finis/volumes finis du type de la section précédente par F. Angrand
et P. Leyland (voir par exemple [5] [6]).

Ce type d’approche proposé par S. McCormick et J. Thomas d’abord pour des
équations elliptiques sous le nom de « méthode FAC » (Fast Adaptive Composite me-
thod) ([70] [71]) constitue une passerelle entre les méthodes multigrilles proprement
dites et les techniques de coordination de domaines introduites au chapitre 7 et connaît
depuis quelques années d’intéressants développements notamment pour les équations
paraboliques au sein de la communauté numéricienne française (cf. en particulier [17]
[78] [50] [30]).

6.4.5. Impact de termes hyperboliques dominants

Dans les applications à la mécanique des fluides, qu’on résolve les équations d’Eu-
ler ou de Navier-Stokes, les termes de convection jouent un rôle prépondérant. Dans le
cadre des multigrilles, il est donc assez naturel de chercher à contruire des opérateurs
de transfert de grille à grille qui tiennent compte des directions préférentielles locales
de l’écoulement. Cette question a été étudiée notamment parM.P. Leclercq dans sa
thèse ([59] [60]).
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0 2 4 h2 �hxmh2 �hm;` = 2

2"2
4"2h2 �hy` h2 �hm;` = 4 + 4"2

0 4 h2 �hxm
h2 �hm;` = 2"22"2

4"2h2 �hy` h2 �hm;` = 4 + 4"2(a) déraffinement isotrope

H F

B F

(b) semi-déraffinement

B F

H F

hx = �x = h ; hy = �y = " h ; "� 1�hm;` = �hxm + �hy` = 2� 2 cos �xmh2x + 2� 2 cos �y`h2y
Figure 6.13.Domaine des paramètres de fréquence dans un cas de forte anisotropie
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(a) maillage fin de volumes finis

(b) maillage « semi-déraffiné »

Figure 6.14.Agglomération non isotrope de cellules de volumes finis
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6.4.6. Multigrilles algébriques

Dans une méthode multiniveau ou multigrille algébrique, onconstruit une hié-
rarchie d’approximations qui ne sont pas nécessairement les discrétisations d’une
EDP sur différents niveaux de grille, mais simplement des systèmes algébriques de
moindres degrés de liberté sur les niveaux inférieurs. Les connexions ne sont plus
entre les nœuds d’un maillage mais entre des variables plus ou moins fortement liées
par les coefficients d’influencefaj;kg que représentent les coefficients du système
algébrique à résoudre. Se posent alors de nombreuses questions dont celles de la dé-
finition abstraite du système discret réduit et de la construction du lisseur. Il est no-
tamment possible de définir un concept d’agglomération « algébrique » consistant à
sommer les équations 2 à 2 (sommation des lignes) et en rassemblant les degrés de li-
berté 2 à 2 (sommation des colonnes). La justification théorique de ce type d’approche
reste encore du domaine de la recherche (cf. notamment [21] [22] [81]).

6.5. Quelques remarques finales

Certaines manifestations scientifiques internationales sont entièrement consacrées
au thème des multigrilles. C’est le cas en particulier de la conférence de Copper Moun-
tain, Colorado (Copper Mountain Conference on Multigrid Methods) qui se tient les
années impaires, en alternance avec une conférence sur un thème voisin (Copper
Mountain Conference on Iterative Methods), ainsi que de certains ateliers (tels que
les «GAMM workshops on parallel multigrid»). Pour de plus amples informations
sur ces évènements scientifiques, on pourra consulter le serveur suivant :

http://www.cerfacs.fr/�douglas/mgnet.html
Par ailleurs, on recommande spécialement la lecture de l’ouvrage de H. Guillard

[45], membre du Projet SINUS, pour une présentation complémentaire des méthodes
multigrilles.

D’une manière générale, les principales questions que se posent le théoricien ou
le praticien sont les suivantes :

– Comment construire la hiérarchie des niveaux de grille suivant le type d’approxi-
mation (éléments Finis en maillage structuré ou non, méthode spectrale, multigrille
géométrique ou algébrique, etc.)?

– Comment définir les opérateurs de grille grossière? (quelsopérateurs de transfert de
grille à grille en particulier?)

– Comment traiter les problèmes non linéaires?

– Comment construire des lisseurs adaptés aux discrétisations retenues?
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Quelques illustrations de ces problématiques en mécaniquedes fluides sont four-
nies par les actes d’un atelier ERCIM [8].

Notons que si la théorie a aujourd’hui atteint un niveau satisfaisant pour le traite-
ment de problèmes aux limites elliptiques [46] [18] [71] [95], le champ d’investigation
reste encore largement ouvert en hyperbolique. En particulier, pour une équation hy-
perbolique du premier ordre, certains auteurs avancent queles méthodes multigrilles
souffrent de limitations intrinsèques, notamment lorsquele schéma d’approximation
est d’ordre élevé (voir [87]).

Remarquons enfin que le concept de « hiérarchie d’approximations », pivot d’effi-
cacité quasi-optimale, peut être étendu à des domaines autres que la résolution stricte
des systèmes discrets, en particulier à leur optimisation (voir notamment [12] et [68]).



Chapitre 7

Méthodes multidomaines

7.1. Introduction

On se place à nouveau dans le cas où, après avoir discrétisé unproblème d’EDP
sur un domaine ouvert
 de frontière� = @
, on aboutit à un grand système (pas
nécessairement linéaire) deM équations algébriques àM inconnues,Ah uh = fh (7.1)

Pour la résolution de ce système, on suppose que l’on disposed’une « méthode de
base » qui peut êtredirecte(par exemple par résolution formelle, élimination de Gauss,
etc.) ouitérative (itérations de Jacobi, Gauss-Seidel, Richardson, annihilation, etc.).
On fait l’hypothèse suivante : «Le coût de la résolution du système par la méthode
de base est asymptotiquement une fonction sur-linéaire du nombreN de degrés de li-
berté». On exclut donc en principe le cas où la méthode de base serait l’« algorithme
multigrille complet ».

Supposons maintenant que l’on partitionne le domaine
 en deux sous-domaines
1, 
2 disjoints ayant une frontière commune dite « interface ». Si une informa-
tion suffisamment riche suruh= (ou ses dérivées partielles) était connuea priori, on
pourrait résoudre le problème global par deux résolutions indépendantes sur
1 et
2
ce qui entraînerait une réduction du coût en vertu de l’hypothèse faite.

En pratique la nature de l’information, c’est-à-dire le jeuprécis de conditions à
l’interface qu’il faudrait connaître pour que les sous-problèmes restreints aux sous-
domaines soient bien posés dépend de l’EDP considérée, éventuellement des valeurs
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Figure 7.1.Partition de domaine

locales des inconnues dans le cas d’un problème non linéaire, et n’est généralement
pas unique. Souvent, en particulier dans le cas de problème ayant une composante
hyperbolique (propagation d’onde), une partie de l’information contenue dans l’in-
connue se propage de
1 vers
2 et une partie complémentaire dans l’autre sens. Ce
transfert d’information est en quelque sorte un moyen de communication entre les
sous-domaines permettant aux solutions partiellesuh=
1 et uh=
2 de se « coordon-
ner », ou se « raccorder » pour composer une solution globale de la régularité voulue.

Une « méthode de résolution par partition de domaine » est un algorithme de ré-
solution dans lequel après avoir partitionné le domaine de calcul en sous-domaines
disjoints, on itère sur des conditions d’interface et on résout à chaque itération (« ité-
ration de coordination ») plusieurs problèmes, chacun restreint à un sous-domaine.
La résolution sur les sous-domaines est effectuée par la méthode de base, et une fois
raccordées les solutions partielles reconstituent la solution globale.

Une variante de cette approche consiste à décomposer le domaine 
 en sous-
domaines
1, 
2 se recouvrant partiellement. Souvent dans ce cas, on cherchera à
minimiser une forme quadratique mesurant le « défaut de raccord » entre les deux
solutions partielles (« Moindres Carrés »). On parle alors de « méthode par décompo-
sition de domaine avec recouvrement ».

Dans ce cours introductif, on se propose d’étudier sommairement les principales
méthodes par décomposition de domaine, appelées plus brièvement « méthodes mul-
tidomaines », dans le cas où la décomposition en partition ourecouvrement a pour
but de réaliser une économie du coût global de résolution, lemodèle mathématique
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Figure 7.2.Décomposition de domaine avec recouvrement

discret étant le même partout dans le domaine global
.

Notons que ces méthodes sontnaturellement parallélisablesdu fait que chaque
sous-problème peut être résolu sur une unité de calcul propre. C’est pourquoi on ob-
serve aujourd’hui un intérêt accru pour ces techniques.

Bien que cet aspect ne soit pas traité ici, il convient de noter qu’il existe des
méthodes conceptuellement voisines dans lesquelles on utilise une décomposition du
domaine global dans le but d’utiliser des modèles physiques(c’est-à-dire mathéma-
tiques) différents dans chacun des sous-domaines. Dans ce cas, une économie en coût
peut être réalisée par le fait que la résolution du modèle physique le plus complet (et
donc le plus onéreux à résoudre) est restreinte à un sous-domaine où il est vraiment
nécessaire. Par exemple, en mécanique des fluides, lorsqu’on calcule un écoulement
autour d’un profil d’aile, ce qui constitue un problème « externe », c’est-à-dire un
problème où le domaine de calcul est l’extérieur d’un domaine connexe, on peut res-
treindre la résolution des équations complètes de Navier-Stokes à une bande autour du
profil, et se contenter de résoudre les équations d’Euler à l’extérieur de cette bande,
sachant que les phénomènes visqueux y sont négligeables. Sepose alors le problème
de l’identification de conditions d’interface pour lesquelles les sous-problèmes cor-
respondants sont bien posés et se raccordent dans un certainsens.1 On qualifiera ces
méthodes d’« algorithmes de raccord de modèles ».

1. Les modèles mathématiques n’étant pas les mêmes dans les différents sous-domaines, les formulations
variationnelles qui leur sont associées sont elles-mêmes distinctes. En particulier, les solutions partielles (au
sens faible) n’appartiennent pas nécessairement à un même espace. Par conséquent, définir la régularité du
raccord est une difficulté intrinsèque à ce type d’algorithme de coordination.
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7.2. La méthode de Schwarz

Schwarz, Hermann Amandus (1843-1921), a utilisé cet algorithme comme outil
théorique pour prouver l’existence de solutions à l’équation de Laplace dans des do-
maines généraux (voir plus loin).

7.2.1. Algorithme multiplicatif en 1D

Le problème test usuel (« Laplacien 1D » soumis à des conditions de Dirichlet
homogènes aux deux bords),�uxx = f (x 2 
 =]0; 1[)u(0) = u(1) = 0 (7.2)

est ici considéré en continu afin d’isoler le problème de la coordination de sous-
domaines de celui de la discrétisation.

Soit � un réel strictement positif suffisamment petit. Le domaine
 =]0; 1[ est
partagé en deux sous-domaines,
1 =]0; 12 + �[ 
2 =] 12 � �; 1[ (7.3)

(
1 [ 
2 = 
) qui se recouvrent sur l’intervalle
1 \ 
2 =] 12 � �; 12 + �[ (7.4)

On pose �(x) = Z x0 f(t) dt ;  (x) = Z x0 �(t) dt (7.5)

de sorte que la solution du problème est donnée par :u(x) = � (x) +Ax+B (7.6)

où les constantesA etB sont réglées de manière que la fonctionu(x) satisfasse les
conditions de Dirichlet homogènes aux deux bords :� B = 0A =  (1) (7.7)

ce qui donne : u(x) = � (x) + x (1) (7.8)
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et en particulier : u( 12 + �) = � ( 12 + �) + � 12 + ��  (1) (7.9)

On se propose de construire une suite {un} d’approximations deu( 12 + �),un = u( 12 + �) + en (7.10)

oùen est l’erreur à l’itérationn. L’itérationn+1 consiste à résoudre successivement2

deux sous-problèmes respectivement sur
1 et
2.
Plus précisément, on résout d’abord sur
1 le problème suivant :�vxx = f �0 < x < 12 + ��v(0) = 0 ; v( 12 + �) = un (7.11)

dont on tire l’approximation suivante deu( 12 � �) :vn+1 = v( 12 � �) (7.12)

On résout ensuite le problème suivant sur
2 :�wxx = f � 12 � � < x < 1�w( 12 � �) = vn+1 ; w(1) = 0 (7.13)

dont on tire la nouvelle approximation deu( 12 + �) suivante :un+1 = w( 12 + �) = u( 12 + �) + en+1 (7.14)

(voir figure 7.3).

2. On examinera plus tard des variantes parallélisables de cet algorithme.
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Figure 7.3.Algorithme de Schwarz multiplicatif pour le problème modèle unidimensionnel

Les calculs qui suivent ont pour objectif d’établir la relation entre les deux valeurs
successives de l’erreuren eten+1.
On a : v(x) = � (x) +A1x+B1 (7.15)

où les constantesA1 et B1 sont telles que l’expression ci-dessus satisfait bien les
conditions de Dirichlet imposées à la fonctionv(x) :� 0 = B1un = � � 12 + ��+A1 � 12 + ��+B1 (7.16)

D’où : v(x) = � (x) + x12 + � �un +  � 12 + ��� (7.17)
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et en particulier :vn+1 = � � 12 � ��+ 12 � �12 + � �un +  � 12 + ��� (7.18)

De même : w(x) = � (x) +A2(1� x) +B2 (7.19)

où les constantesA2 et B2 sont telles que l’expression ci-dessus satisfait bien les
conditions de Dirichlet imposées à la fonctionw(x) :� 0 = � (1) +B2vn+1 = � � 12 � ��+A2 � 12 + ��+B2 (7.20)

D’où : w(x) = � (x) +  (1) + 1� x12 + � �vn+1 +  � 12 � ���  (1)� (7.21)

ce qui donne :un+1 = � � 12 + ��+  (1) + 12 � �12 + � �vn+1 +  � 12 � ���  (1)�= � � 12 + ��+  (1) + 12 � �12 + � � 12 � �12 + � �un +  � 12 + ����  (1)�
(7.22)

soit encore :en+1 + � 12 + �� (1) =  (1) + 12 � �12 + � � 12 � �12 + � �en + � 12 + �� (1)��  (1)�
(7.23)

et enfin : en+1 = � 12 � �12 + ��2 en (7.24)

La suite : en = � 12 � �12 + ��2n e0 (7.25)
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est donc contractante (et convergente vers 0) si et seulement si :� �12 + �� < 12 � � < � 12 + �� (7.26)

ce qui équivaut à la condition naturelle :0 < � < 12 (7.27)

En conclusion, on constate que la convergence (de la coordination seule) est d’autant
meilleure que le recouvrement est large.

Exercice 7.1(Application de l’algorithme de Schwarz)

On souhaite résoudre le problème modèle discret unidimensionnel (1.10) dans le cas
particulier où f(x) = e�2(x�12 )2 (7.28)

par la discrétisation centrée habituelle sur un maillage uniformeMh pour lequelh = 110 (7.29)

(1) Estimer l’ordre de grandeur" de l’erreur d’approximationku� uh k1 (7.30)

(norme infinie).

(2) On résout les équations discrètes par l’algorithme de Schwarz (multiplicatif) après
avoir décomposé le domaine
 = [0; 1] en 2 sous-domaines se recouvrant partielle-
ment : 
1 = [0; 610 ] 
2 = [ 410 ; 1] : (7.31)

Estimer le nombre de cycles complets (1 cycle = 1 résolution sur 
1 + 1 résolution
sur
2) nécessaires à ce que les solutions partiellesu1 = u=
1 u1 = u=
2 (7.32)

se raccordent à" près.
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7.2.2. Généralisation au cas multidimensionnel

Nous venons de constater explicitement la convergence du processus de coordi-
nation dans le cas particulier d’un problème mono-dimensionnel. On généralise ici
ce résultat au cas multidimensionnel dans lequel
 est un ouvert connexe deRd , 
1,
2 deux sous-domaines ouverts et connexes se recouvrant sur une « bande » de taille
finie. On introduit les notations suivantes :8>>>><>>>>: 
 = 
1 [ 
21 = @
1 \ 
2�1 = @
1 � 12 = @
2 \ 
1�2 = @
2 � 2 (7.33)�1

12
1 
2
�2

Le problème global à résoudre est ici le suivant :��u = f sur
u = g sur@
 (7.34)

L’itération n+ 1 de l’algorithme de Schwarz consiste en la résolution des deux sous-
problèmes suivants : 8<: ��un+11 = f sur
1un+11 = g sur�1un+11 = un2 sur1 (7.35)

et 8<: ��un+12 = f sur
2un+12 = g sur�2un+12 = un+11 sur2 (7.36)
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Au préalable, on rappelle la définition des « fonctions harmoniques » et le « prin-
cipe du maximum ».

Définition 7.1 (fonction harmonique)

Etant donné un ouvert
 deRd , on appellefonction harmoniquesur
 toute fonction' 2 C2 (
) vérifiant �' = 0 (7.37)

en tout pointx 2 
. (Autrement dit, unefonction harmoniqueest unesolution clas-
siquede l’équation de Laplace avec second membref = 0.)

Théorème 7.1(Principe du maximum)

Etant donné un ouvert borné
 deRd , @
 sa frontière et une fonction' harmonique
sur
 et continue sur
, on pose :m = minx2 @
 '(x) (7.38)M = maxx2 @
 '(x) (7.39)

Alors : 8x 2 
 ; m � '(x) �M (7.40)

Si de plus,
 est connexe et' non constante, les inégalités strictes s’appliquent :8x 2 
 ; m < '(x) < M (7.41)

En d’autres termes, avec les hypothèses faites, les extrêmas de la fonction' sont
atteints sur le bord et uniquement sur le bord si cette fonction n’est pas constante. Pour
une démonstration de cet important théorème, voir par exemple [33].

On considère alors les fonctions donnant l’erreur due à la coordination :en1 : 
1 ! R ; en2 : 
2 ! R (7.42)

dont les définitions sont les suivantes :en1 = un1 � u=
1 ; en2 = un2 � u=
2 (7.43)

où u désigne la solution du problème global. On observe que les fonctionsen+11 eten+12 sont les solutions des sous-problèmes suivants :8<: �en+11 = 0 sur
1en+11 = 0 sur�1en+11 = en2 sur1 (7.44)
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et 8<: �en+12 = 0 sur
2en+12 = 0 sur�2en+12 = en+11 sur2 (7.45)

On suppose que les ouverts
1 et
2 sont connexes. D’autre part on élimine par hy-
pothèse le cas trivial oùen2 =1 serait identiquement nul. Dans ce cas, la fonction har-

moniqueen+11 n’est pas constante sur l’ouvert connexe
1. En conséquence, en vertu
duPrincipe du Maximum:8x 2 
1 ; min@
1 en+11 < en+11 (x) < max@
1 en+11 (7.46)

En particulier, puisque1 \ 2 = ; (« largeur de bande non nulle »), ce résultat est
applicable à2 : 8x 2 2 ; min@
1 en+11 < en+11 (x) < max@
1 en+11 (7.47)

En conséquence : ken+11 =2k1 < ken+11 =@
1k1 = ken2 =1k1 (7.48)

En appliquant le même raisonnement au domaine
2, on aboutit à la conclusion ana-
logue suivante : ken+12 =1k1 < ken+11 =2k1 (7.49)

Finalement, on a : ken+12 =1k1 < ken2 =1k1 (7.50)

Considérons maintenant l’opérateurS suivant :S : en2 =1 ! en+12 =1 (7.51)

Cet opérateur est linéaire. Pour simplifier bornons-nous aucas d’espaces fonctionnels
de dimension finie. Dans ce cas, l’opérateurS est représenté par une matrice et l’in-
égalité précédente qui est vraie quelles que soient les conditions initiales implique que
le rayon spectral deS est strictement inférieur à 1, ce qui établit la convergencede
l’itération.

La preuve s’étend au cas d’espaces fonctionnels de dimension infinie [64].
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7.2.3. Aperçu de la preuve de Schwarz

A l’époque de Schwarz, on savait prouver l’existence d’une solution à l’équa-
tion de Laplace dans un rectangle en la calculant formellement par la technique de
séparation des variables et l’utilisation de séries de Fourier. En utilisant une version
particularisée à cette solution duprincipe du maximum, Schwarz a pu démontré la
convergence de l’algorithme de coordination lorsque les deux sous-domaines sont des
rectangles se recouvrant sur un carré. La fonction obtenue àla limite est une solu-
tion de l’équation de Laplace sur le domaine fait de la réunion de ces sous-domaines.
Ensuite par généralisations successives, il aboutit à l’existence de la solution dans un
domaine connexe quelconque pourvu que la frontière soit polygonale, puis dans un
domaine connexe quelconque par passage à la limite.

7.2.4. Algorithme additif

On considère ici une variante « naturellement parallélisable » de l’algorithme pré-
cédent. Dans ce nouvel algorithme, on résout simultanémentles problèmes de gauche
et de droite. Autrement dit, à partir d’une solution à l’itérationn définie par les fonc-
tions suivantes (définies sur des domaines qui se recouvrentpartiellement) :� vn : �
1 = [0; 12 + �]! Rwn : �
2 = [ 12 � �; 1]! R (7.52)

qui fournissent en particulier les valeurs :� vn = vn � 12 � ��wn = wn � 12 + �� (7.53)

on calcule une nouvelle approximation
�vn+1 = v; wn+1 = w� en résolvant les deux

systèmes suivants : �vxx = f �0 < x < 12 + ��v(0) = 0 ; v( 12 + �) = wn (7.54)

et �wxx = f � 12 � � < x < 1�w( 12 � �) = vn ; w(1) = 0 (7.55)

En changeant certains symboles dans les résultats précédents, on obtient facile-
ment : v(x) = � (x) + x12 + � �wn +  � 12 + ��� (7.56)
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et en particulier vn+1 = � � 12 � ��+ 12 � �12 + � �wn +  � 12 + ��� (7.57)

et symétriquementw(x) = � (x) +  (1) + 1� x12 + � �vn +  � 12 � ���  (1)� (7.58)

ce qui donnewn+1= � � 12 + ��+  (1) + 12 � �12 + � �vn +  � 12 � ���  (1)� (7.59)

On introduit ensuite les définitions suivantes :� vn = u � 12 � ��+ "n1 = � � 12 � ��+ � 12 � �� (1) + "n1wn = u �12 + ��+ "n2 = � � 12 + ��+ � 12 + �� (1) + "n2 (7.60)

que l’on substitue dans les deux équations encadrées précédentes afin d’aboutir aux
relations suivantes : � "n+11 = �0 "n2"n+12 = �0 "n1 (7.61)

où l’on a posé �0 = 12 � �12 + � = p� (7.62)

Ce résultat peut s’écrire sous forme vectorielle de la manière suivante :� "1"2 �n+1 = �0 � 0 11 0 � � "1"2 �n (7.63)

ce qui fait apparaître les valeurs propres��0 de la matrice d’amplification.

En conclusion, cet algorithme de coordination dont le rayonspectral est égal à�0
est deux fois plus lent que le précédent mais permet la résolution simultanée des deux
sous-systèmes sur une architecture parallèle.
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La relation simple que nous venons d’obtenir entre les rayons spectraux des al-
gorithmes de Schwarz additif (identifié par� = 0 dans ce qui suit) et multiplicatif
(� = 1) est générale dans le cas de 2 sous-domaines. En effet, la seule hypothèse
de linéarité de la discrétisation intérieure et des informations transférées d’un sous-
domaine à l’autre permet de donner à ces algorithmes la formegénérale suivante :A11 un+1I = fI �A12 unII (7.64)A22 un+1II = fII �A12 un+�II (7.65)

pour certaines définitions appropriées des blocsAij (i; j = 1; 2) et des seconds
membresfI et fII . On voit donc que ces algorithmes équivalent respectivement aux
itérations de Jacobi et Gauss-Seidel par blocs (étudiées auchapitre 3) appliquées au
système linéaire suivant :� A11 A12A21 A22 � � uIuII � = � fIfII � (7.66)

pour lequel nous avions déjà démontré que�1 = �20. Bien évidemment, dans le cas
d’un partionnement des inconnues correspondant à plus de 2 sous-domaines, la rela-
tion entre les vitesses de convergence des algorithmes additif et multiplicatif n’est pas
aussi simple.

7.2.5. Gain en efficacité

Dans le cas du laplacien, on constate en pratique que le gain en efficacité est maxi-
mal lorsque le recouvrement (c’est-à-dire, en 1D, le paramètre�), bien qu’essentiel à
la convergence de l’algorithme de coordination, est aussi petit que possible. De plus,
lorsqu’on résout par relaxation les sous-systèmes discrets associés aux différents sous-
domaines (itération de Jacobi), on constate que le temps de calcul de la résolution
globale est moindre lorsqu’on effectue une seule itérationde Jacobi par itération de
coordination. Dans ce cas l’algorithme de Schwarz équivautà la méthode de relaxation
initiale répartie. Autrement dit, une programmation parallèle de l’algorithme additif
permet alors de réaliser un gain en efficacité à peu près égal au nombre de sous-
domaines, c’est-à-dire d’unités de calcul. Ce résultat ne s’étend pas nécessairement
aux cas d’autres équations ou d’autres choix de la méthode derésolution.

7.3. Méthodes pour l’advection-diffusion

De très nombreux phénomènes physiques sont modélisés par des EDP combinant
des termes de convection, dits d’advection en linéaire, auxtermes de diffusion. Il est
par conséquent intéressant d’examiner de plus près le cas del’équation parabolique
d’advection-diffusion. Par exemple, en 2D, on considère l’équation suivante :ut + ~V (x; y) :ru = "�u (sur
) (7.67)
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dans laquelle le champ de vitesses~V (x; y) est donné. Cette équation est soumise à un
jeu de conditions aux limites.

Exercice 7.2(Advection pure et conditions aux limites)

On considère le problème d’advection pure (" = 0) dans le cas où l’espace est de

dimension 2 (
 � R2 ), et le vecteur~V (x; y) est constant :~V (x; y) = � ab � (7.68)

(1) Etablir (ou rappeler) que la solution du problème associé au domaine non borné
(
 = R2 ) correspondant aux valeurs initialesu(x; y; 0) = u0(x; y) (7.69)

est la suivante : u(x; y; t) = u(M; t)= u0(M � ~V t)= u0(x� at; y � bt) (7.70)

(2) Pour le problème associé à un domaine borné convexe
, on partitionne la frontière� = @
 en deux arcs : �� = n (x; y) 2 � tq ~V : ~n � 0o (7.71)�+ = n (x; y) 2 � tq ~V : ~n > 0o (7.72)

Montrer que le problème suivant :ut + ~V :ru = 0 (sur
) (7.73)u(x; y; t) = g(x; y) (8 (x; y) 2 �� ; 8 t > 0) (7.74)u(x; y; 0) = u0(x; y) (8 (x; y) 2 
) (7.75)

est bien ou mal posé suivant que�� = �� ou�+.

Revenant au cas général de l’advection-diffusion (" > 0), on souhaite fixer des
conditions aux limites pour lesquelles le problème reste bien posé lorsque la diffusion
est évanescente (" � 1). Pour cela, on s’inspire du problème hyperbolique de l’ad-
vection pure que l’on obtient pour" = 0 (cf. exercice 7.2). On voit qu’il est naturel
de fixeru (condition de Dirichlet) sur la partie�� du bord� = @
 où l’advection est
« entrante », par exemple : u = g (sur��) (7.76)
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où : �� = n (x; y) 2 � tq ~V (x; y) : ~n � 0o (7.77)

A l’inverse sur la partie�+ du bord où l’advection est « sortante », on impose une
condition de Neumann : @u@n = ~n :ru = � (sur�+) (7.78)

où �+ = n (x; y) 2 � tq ~V (x; y) : ~n > 0o (7.79)

On considère ici un problème d’évolution où apparaît la dérivée partielle par rap-
port au tempsut car il est souvent commode, même dans les situations où l’on ne
s’intéresse qu’à la solution stationnaire, de construire une méthode de résolution ité-
rative où les itérations sont des intégrations en temps. Parconséquent, on sous-entend
qu’on a également spécifié une condition initiale.

Supposons pour fixer les idées que l’intégration en temps esteffectuée par la mé-
thode d’Euler implicite. A chaque pas de temps, on doit alorsrésoudre le système
suivant : �u+ ~V (x; y) :ru� "�u = f (sur
)u = g (sur��)@u@n = � (sur�+) (7.80)

où l’on a posé : � déf= 1�t ; f déf= un(x; y)�t (7.81)

et un+1(x; y) = u (7.82)

Lorsque les termes de diffusion dominent (" grand), l’algorithme de Schwarz
converge pour ce problème, par continuité avec celui de l’équation de Laplace.

Revenons maintenant au cas inverse représentatif de nombreux problèmes d’écou-
lement où la convection, ici l’advection, est dominante (" petit). Imaginons qu’on
applique alors l’algorithme de Schwarz en utilisant un étroit recouvrement, de sorte
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que les interfaces1 et2 sont proches (voir figure 7.4). Dans ce cas, on voit que par
continuité il n’est pas possible que les conditions~V (x; y) : ~n1 < 0 (sur1) ; ~V (x; y) : ~n2 < 0 (sur2) (7.83)

dans lesquelles~n1 et ~n2 sont les normales extérieures aux sous-domaines
1 et 
2
respectivement prises le long des interfaces1 et 2 (~n1 + ~n2 � 0), soient satis-
faites simultanément. Par conséquent au moins l’un des sous-problèmes de Dirichlet,
et peut-être les deux, est mal posé. On est donc amené à modifier la méthode de coor-
dination pour en faire un « algorithme de Dirichlet-Neumann» défini ci-après.

~V
~V~n~V~n1~n2 ~n ~V

�+��~n ~V
1 
2 12
Figure 7.4.Décomposition de domaine pour un problème d’advection

On suppose désormais une décomposition du domaine
 en partition
 = 
1 [ 
2 ; 
1 \ 
2 = ; (7.84)

on note = 12 l’interface et~n = ~n12 la normale extérieure dans le sens de
1 vers
2. Considérons d’abord le cas où :8 (x; y) 2  ; ~V (x; y) : ~n > 0 (7.85)

Dans ce cas, à l’interface, il est naturel d’imposer une condition de Neumann à l’in-
connueu1 du sous-domaine
1, et à l’inverse, une condition de Dirichlet à l’incon-
nueu2 du sous-domaine
2. Par exemple, dans l’algorithme additif, les sous-systèmes
sont indépendants et les conditions à l’interface de l’un sont calculées à partir de l’itéré
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précédent de la solution de l’autre. On résout donc sur
1 :�u1 + ~V (x; y) :ru1 � "�u1 = f (sur
1) (7.86)u1 = g (sur�� \ @
1) (7.87)@u1@n = � (sur�+ \ @
1) (7.88)@u1@n = @un2@n (sur) (7.89)

et sur
2 : �u2 + ~V (x; y) :ru2 � "�u2 = f (sur
2) (7.90)u2 = g (sur�� \ @
2) (7.91)@u2@n = � (sur�+ \ @
2) (7.92)u2 = un1 (sur) (7.93)

On peut également définir une variante multiplicative, en utilisant sur
2 les valeurs
fraîchement calculées sur
1 : u2 = un+11 (sur) (7.94)

Lorsque la condition jusqu’ici supposée vraie à l’interface, (7.85), n’est pas satis-
faite uniformément sur, on peut transformer légérement la méthode ci-dessus en un
« algorithme de Dirichlet-Neumann adaptatif ». Pour cela, dans la résolution sur le
sous-domaine
1, on applique la condition de Neumann seulement sur la partie+ de
l’interface où la condition (7.85) est satisfaite et celle de Dirichlet sur la partie�
complémentaire. On procède à l’inverse dans la résolution sur le sous-domaine
2.
Dans l’algorithme additif, ceci donne pouru1 :@u1@n = @un2@n (sur+) (7.95)u1 = un2 (sur�) (7.96)

et pouru2 : u2 = un1 (sur+) (7.97)@u2@n = @un1@n (sur�) (7.98)

On réfère à [79] pour une discussion approfondie de ces diverses variantes, que
nous allons maintenant étudier dans le cas d’une seule dimension d’espace par le biais
de l’exercice suivant. (Voir aussi [42].)
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Exercice 7.3(Algorithme de Dirichlet-Neumann)

On souhaite étudier la méthode de coordination dite de « Dirichlet-Neumann » appli-
quée au problème d’advection-diffusion suivant :� c UX = "UXX (0 < X < a) (c > 0 ; " > 0)U(0) = U0 ; U(a) = 0 (7.99)

(1) On pose : x = Xa ; u(x) = U(X)U0 (7.100)

et on introduit le nombre de Reynolds (sans dimension)r = c a" (7.101)

que l’on suppose grand : r � 1 (7.102)

Montrer que le problème initial équivaut au suivant� ux = 1r uxx (0 < x < 1)u(0) = 1 ; u(1) = 0 (7.103)

et établir que la « solution générale » est de la forme :u(x) = Aerx +B (7.104)

Montrer que pourr grand, u0(1) � �r (7.105)

Tracer schématiquementu(x). En pratique, si on résout par un schéma discret sur un
maillage non uniforme, où convient-il d’utiliser un maillage fin?

(2) Algorithme additif :

On partitionne l’intervalle 
 =]0; 1[ (7.106)

en deux sous-intervalles disjoints
1 =]0; �[ ; 
2 =]�; 1[ (0 < � < 1) (7.107)
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On construit une suite de solutions approchées au problème global,fun(x)g, dont le(n + 1)-ème itéréu(x) = un+1(x) se calcule à partir du précédent en résolvant (de
manière exacte) les sous-problèmes suivants :

– sur
1 =]0; �[, le problème de Neumann suivant :� ux = 1r uxx (0 < x < �)u(0) = 1 ; ux(�) = p (7.108)

dans lequel la valeur dep provient de la restriction à
2 de l’itéré précédentfun(x)g :p = unx(�+) = ddxun(�+) (7.109)

(l’indice supérieur+ sur� correspond à une évaluation du côté droit)

– sur
2 =]�; 1[, le problème de Dirichlet suivant :� ux = 1r uxx (� < x < 1)u(�) = v ; u(1) = 0 (7.110)

dans lequel la valeur dev provient de la restriction à
1 de l’itéré précédentfun(x)g :v = un(��) (7.111)

(l’indice supérieur� sur� correspond à une évaluation du côté gauche).

Utiliser la forme de la solution générale, (7.104), pour résoudre explicitement ces
deux sous-problèmes en fonction de(v; p). En déduire les quantités :v0 = un+1(��) ; p0 = un+1x (�+) (7.112)

et montrer que : � v0p0 � = G � vp �+~b (7.113)

oùG est la matrice2� 2 suivante :G = � 0 g12g21 0 �
(7.114)

où g12 = 1� e�r�r ; g21 = �rer�er � er� (7.115)
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et~b un vecteur constant. Calculer les valeurs propres deG et montrer que pourr grand
son rayon spectral satisfait la condition :�(G) < 1 (7.116)

Qu’en concluez-vous?

Expliquer comment cet algorithme de coordination permet d’utiliser un maillage
adapté présentant une forte variation de densité de points.

(3) Algorithme multiplicatif :

On modifie l’algorithme précédent en résolvant séquentiellement sur
1 puis sur
2 et en utilisant lors de la résolution sur
2 la valeur actualiséev = un+1(��) (7.117)

que l’on vient juste de calculer sur
1.

Recalculer le rayon spectral. Qu’a-t-on gagné, qu’a-t-on perdu?

(4) On reprend l’algorithme de la question (2) que l’on modifie en inversant le type de
condition à l’interface. Plus précisément, dans le calcul deu(x) = un+1(x), le sous-
problème associé à
1 est désormais de type “Dirichlet”, la condition à l’interface
étant la suivante : u(�) = v (7.118)

où la valeurv provient de la restriction au sous-domaine
2 de la solution précédente :v = un(�+) (7.119)

A l’inverse, le sous-problème associé à
2 est désormais de type “Neumann”, la condi-
tion à l’interface étant la suivante :ux(�) = p (7.120)

où la valeurp provient de la restriction au sous-domaine
1 de la solution précédente :p = unx(��) (7.121)

Calculer le rayon spectral de cet algorithme et commenter lerésultat.
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7.4. Techniques issues du contrôle – Equation adjointe

Une fois n’étant pas coutume, on considère ici une équation modèle de convection-
diffusionnon linéaire:ut + auux + buuy � "(uxx + uyy) = 0 ; (x; y) 2]� 1; 1[2 (7.122)

L’intégration en temps s’effectue simplement par la méthode d’Euler. Par exemple, en
implicite, len+ 1-ème itéréu = un+1 est solution du système suivant :�u+ auux + buuy � "(uxx + uyy) = f ; (x; y) 2]� 1; 1[2u(�1; y) = g(y) ; 8y 2]� 1; 1[uy(x;�1) = uy(x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 1[ux(1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (7.123)

où l’on a posé � = 1=�t ; f = un(x; y)=�t : (7.124)

On se place dans le cas où ce système est bien posé (e.g.a > 0 : g > 0 : " suffisam-
ment grand).

Une « méthode de gradient » en partition pour le problème de base, (7.123),
consiste à adopter les options suivantes :� Partition du domaine 
 =]� 1; 1[�]� 1; 1[ (7.125)

en deux sous-domaines, par exemple
1 =]� 1; 0[�]� 1; 1[ ; 
2 =]0; 1[�]� 1; 1[ (7.126)

et introduction des valeurs deu à l’interface (= ]-1,1[ de l’axe desy) comme
fonction de contrôlev(y)� Définition d’une fonctionnelle de coûtJ(v) = 12 Z 1�1 �u(1)x � u(2)x �2 (0; y)!(y) dy (7.127)

mesurant la violation de régularité à l’interface (voir figure 7.5) et identification
de son gradient3

3. L’utilisation d’une fonction de pondération!(y) > 0 n’est pas essentielle.
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où� mesure la tolérance en précision.v �! � u(1) sur
1u(2) sur
2 �! J(v)& %
fonctionnelleJ

Figure 7.5.Schéma fonctionnel du critèreJ


1u = u(1) 
2u = u(2) x
y

1

-1

-1 1

u = g
uy = 0

ux = 0
uy = 0

u = v(y)

Figure 7.6.Partition de domaine et fonction de contrôle à l’interface

Par conséquent, les sous-problèmes se formulent respectivement comme suit,
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sur
1 : �u(1) + au(1)u(1)x + bu(1)u(1)y � "(u(1)xx + u(1)yy ) = f ;(x; y) 2]� 1; 0[�]� 1; 1[u(1)(�1; y) = g(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(1)y (x;�1) = u(1)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[u(1)(0; y) = v(y) ; 8y 2]� 1; 1[ (7.129)

et sur
2 : �u(2) + au(2)u(2)x + bu(2)u(2)y � "(u(2)xx + u(2)yy ) = f ;(x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[u(2)(0; y) = v(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(2)y (x;�1) = u(2)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[u(2)x (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (7.130)

Dans cet exemple, le sous-problème sur
1 est de type Dirichlet-Dirichlet enx et de
typeNeumann � Neumann en y, alors que le sous-problème sur
2 est de type
Dirichlet-Neumann enx.

A l’issue de la résolution (séparée) des sous-problèmes posés sur
1 et
2, on éva-
lue la fonctionnelle de coûtJ(v) définie en (7.127). On souhaite maintenant identifier
le gradient de cette fonctionnelle par rapport àv(y) de manière à pouvoir modifierv(y) dans un sens qui réduise cette fonctionnelle. Pour cette identification, on note�u(1) et�u(2) les variations que subissent les solutions partiellesu(1) etu(2) lorsqu’on
perturbe le contrôlev(y) de�v(y) (voir figure 7.7).�v �! � �u(1) sur
1�u(2) sur
2 �! �J(v; �v)& %

gradient de fonctionnelle

Figure 7.7.Schéma fonctionnel du gradient

Les variations�u(1) et�u(2) sont solutions des sous-problèmes linéarisés, qui sont
les suivants :



Méthodes multidomaines 209

sur
1 :��+ au(1)x + bu(1)y � �u(1) + au(1)�u(1)x + bu(1)�u(1)y = "(�u(1)xx + �u(1)yy ) ;(x; y) 2]� 1; 0[�]� 1; 1[�u(1)(�1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[�u(1)y (x;�1) = �u(1)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[�u(1)(0; y) = �v(y) ; 8y 2]� 1; 1[
(7.131)

et sur
2 :��+ au(2)x + bu(2)y � �u(2) + au(2)�u(2)x + bu(2)�u(2)y = "(�u(2)xx + �u(2)yy ) ;(x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[�u(2)(0; y) = �v(y) ; 8y 2]� 1; 1[�u(2)y (x;�1) = �u(2)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[�u(2)x (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[
(7.132)

Les deux systèmes précédents constituent une représentation implicite des fonc-
tions�u(1)(x; y) et�u(2)(x; y) en tant que fonctionnelles de�v(y). On en déduit l’ex-
pression implicite suivante de la variation de fonctionnelle coût :�J = Z 1�1 �u(1)x � u(2)x � ��u(1)x � �u(2)x � (0; y)!(y) dy (7.133)

Il s’agit maintenant de transformer cette relation en une expression explicite de�v(y).
Pour cela, on utilise la technique classique de l’« équationadjointe » constituée des
étapes suivantes :

1. Définir une variable adjointe�(x; y) dont les restrictions à
1 et 
2 sont res-
pectivement notées�(1) et�(2).

2. Faire le produit scalaire de l’EDP satisfaite par�u(1) (resp.�u(2)) par�(1) (resp.�(2)), c’est-à-dire multiplier et intégrer sur le sous-domaine
1 (resp.
2).
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3. Transformer l’identité obtenue par des intégrations parparties et des simplifi-
cations liées aux conditions aux limites homogènes satisfaites par�u(1) (resp.�u(2)).

4. Poser que�(1) (resp.�(2)) est solution d’un certain système adjoint de telle sorte
que l’identité se simplifie encore et devienne informative d’une contribution
jusqu’alors implicite dans l’expression de�J .

Nous allons d’abord réaliser les étapes 2, 3 et 4 ci-dessus pour le sous-domaine
1 en omettant momentanément l’indice supérieur(1) pour alléger l’écriture et en
adoptant la notation ZZ
1 (:) déf= Z 0�1 Z 1�1 (:) dx dy (7.134)

Sur
1 on part donc de l’équation suivante :ZZ
1 �(x; y) h(�+ aux + buy) �u+ au�ux + bu�uy�" (�uxx + �uyy)i dx dy = 0 (7.135)

qui est une identité car elle est satisfaite quel que soit le choix que l’on fera ultérieure-
ment (étape 4) de la fonction�(x; y). Avant cela, simplifions par des intégrations par
parties pour éliminer les dérivées partielles par rapport àx ouy portant sur la variable
d’étatu. On a :ZZ
1 �au�ux = Z 1�1 �Z 0�1 au��ux dx� dy= Z 1�1 [au��u]x=0x=�1 dy � ZZ
1 (au�)x �u= Z 1�1 au�(0; y)�v(y) dy � ZZ
1 (au�)x �u (7.136)

où l’on a utilisé le fait que�u est nul sur le bord oùu est imposé (x = �1) et égal à�v sur celui oùu est « contrôlé » (x = 0). Symétriquement,ZZ
1 �bu�uy = Z 0�1 �Z 1�1 bu��uy dy� dx= Z 0�1 [bu��u]y=1y=�1 dx� ZZ
1 (bu�)y �u= Z 0�1 [bu��u(x; 1)� bu��u(x;�1)] dx� ZZ
1 (bu�)y �u
(7.137)
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Pour les termes de diffusion, il faut faire deux intégrations par parties. En particulier :ZZ
1 ��uxx = Z 1�1 �Z 0�1 ��uxx dx� dy= Z 1�1 [��ux]x=0x=�1 dy � ZZ
1 �x�ux= Z 1�1 [��ux(0; y)� ��ux(�1; y)] dy � Z 1�1 �Z 0�1 �x�ux dx� dy= Z 1�1 [��ux(0; y)� ��ux(�1; y)] dy � Z 1�1 [�x�u]x=0x=�1 dy+ ZZ
1 �xx�u= Z 1�1 [��ux(0; y)� ��ux(�1; y)� �x(0; y)�v(y)] dy+ ZZ
1 �xx�u (7.138)

Symétriquement,ZZ
1 ��uyy = Z 0�1 �Z 1�1 ��uyy dy� dx= Z 0�1 [��uy]y=1y=�1 dx� ZZ
1 �y�uy= � Z 0�1 �Z 1�1 �y�uy dy� dx= � Z 0�1 [�y�u]y=1y=�1 dx+ ZZ
1 �yy�u= Z 0�1 [��y�u(x; 1) + �y�u(x;�1)] dx+ ZZ
1 �yy�u (7.139)

Les équations (7.136)-(7.137)-(7.138)-(7.139) permettent de transformer (7.135) en
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l’expression suivante :ZZ
1 h(�+ aux + buy)�� (au�)x � (bu�)y � " (�xx + �yy)i �u+ Z 1�1 (au�+ "�x) (0; y) �v(y) dy+ Z 0�1 [(bu�+ "�y) �u(x; 1)� (bu�+ "�y) �u(x;�1)] dx+ Z 1�1 [�"��ux(0; y) + "��ux(�1; y)] dy= 0 ; 8� (7.140)

Cette équation fait intervenir trois types de termes : une intégrale (la première) éten-
due au domaine dont l’intégrande fait apparaître le facteur�u et aucune de ses dérivées
partielles, une intégrale de bord (la seconde) faisant intervenir explicitement la pertur-
bation de contrôle, et deux intégrales de bord faisant intervenir des perturbationsa
priori inconnues de l’état. Puisqu’il s’agit d’une identité, on choisit � = �(1) (étape
4) de manière à éliminer la première et la troisième intégrales, et à donner à la qua-
trième la forme de la partie de�J qui est proportionnelle à�ux(0; y) = �u(1)x (0; y).
Plus précisément, on pose l’« équation adjointe » suivante :(�+ aux + buy)�(1) � �au�(1)�x � �bu�(1)�y = "(�(1)xx + �(1)yy ) ;(x; y) 2]� 1; 0[�]� 1; 1[�(1)(�1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[hbu(1)�(1) + "�(1)y i (x;�1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[hbu(1)�(1) + "�(1)y i (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[�(1)(0; y) = �u(1)x � u(2)x � (0; y)!(y) ; 8y 2]� 1; 1[

(7.141)

de sorte que (7.140) fournit le résultat suivant :" Z 1�1 �u(1)x � u(2)x � �u(1)x (0; y)!(y) dy= Z 1�1 �au�(1) + "�(1)x � (0; y) �v(y) dy (7.142)

On procède ensuite de manière analogue pour le sous-domaine
2 pour lequel les
conditions aux limites ne sont pas exactement les mêmes. Après quelques calculs de
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même nature, on obtient les résultats suivants (en omettant, pour alléger l’écriture,
l’indice supérieur(2) portant sur� dans les 5 équations suivantes) :ZZ
2 �au�ux = Z 1�1 [(au��u(1; y))� au�(0; y) �v(y)] dy � ZZ
2 (au�)x �u

(7.143)

Symétriquement,ZZ
2 �bu�uy = Z 10 [bu��u(x; 1)� bu��u(x;�1)] dx� ZZ
2 (bu�)y �u
(7.144)

En outre,ZZ
2 ��uxx = Z 1�1 [���ux(0; y)� �x�u(1; y) + �x(0; y)�v(y)] dy + ZZ
2 �xx�u
(7.145)

Symétriquement,ZZ
2 ��uyy = Z 10 [��y�u(x; 1) + �y�u(x;�1)] dx+ ZZ
1 �yy�u (7.146)

L’identité satisfaite par� = �(2) est donc la suivante :ZZ
2 h(�+ aux + buy)�� (au�)x � (bu�)y � " (�xx + �yy)i �u� Z 1�1 (au�+ "�x) (0; y) �v(y) dy+ Z 10 [(bu�+ "�y) �u(x; 1)� (bu�+ "�y) �u(x;�1)] dx+ Z 1�1 [(au�+ "�x) �u(1; y) + "��ux(0; y)] dy= 0 ; 8� (7.147)
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ce qui conduit à poser l’« équation adjointe » suivante pour� = �(2) :(�+ aux + buy)�(2) � �au�(2)�x � �bu�(2)�y = "(�(2)xx + �(2)yy ) ;(x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[hau(2)�(2) + "�(2)x i (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[hbu(2)�(2) + "�(2)y i (x;�1) = 0 ; 8x 2]0; 1[hbu(2)�(2) + "�(2)y i (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[�(2)(0; y) = �u(1)x � u(2)x � (0; y)!(y) ; 8y 2]� 1; 1[
(7.148)

de sorte que (7.147) fournit le résultat suivant :" Z 1�1 �u(1)x � u(2)x � (0; y) �u(2)x (0; y)!(y) dy= Z 1�1 �au�(2) + "�(2)x � (0; y) �v(y) dy (7.149)

Finalement, en combinant (7.142) et (7.149), on aboutit au gradient recherché :�J = Z 1�1 K(y) �v(y) dy (7.150)

où l’on a posé : K(y) = ��(1)x � �(2)x � (0; y) (7.151)

En résumé, les étapes de la méthode sont les suivantes :

1. Choix initial de la fonction d’interfacev(y)
2. Résolution de l’équation d’état sur les différents sous-domaines, (7.129)-(7.130),

et calcul de la fonctionnelle de coûtJ(v) : arrêt si J(v) < �, sinon :

3. Résolution de l’équation adjointe sur les différents sous-domaines, (7.141)-
(7.148), et calcul du gradient de la fonctionnelle de coûtK(y)
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4. Modification de la fonction d’interfacev(y) �! v(y) + �v(y) (7.152)

et retour à l’étape 2.

En ce qui concerne le choix de la perturbation�v(y), plusieurs options sont pos-
sibles :

4.1 Un pas dans la direction opposée au gradient:�v(y) = �� K(y)R 1�1 K2(y) dy J (0 < � < 1) (7.153)

de sorte que si� est suffisamment petit :�J � ��J .

4.2 Une optimisation unidimensionnelle:
Une fois l’étatu, le coûtJ0 et le gradientK(y) calculés, on perturbe le contrôle
dans la direction opposée au gradient, comme ci-dessus, avec deux valeurs dif-
férentes�1 et �2 du pas, ce qui fournit deux valeurs supplémentaires du coûtJ1 et J2 (après deux nouvelles résolutions de l’équation d’état). On choisit�
comme l’abscisse du minimum de la parabole qui passe par les points (0; J0),(�1; J1) et (�2; J2).

4.3 Gradients conjugués:
Dans la méthode précédente on remplace le gradient par une direction de gra-
dient conjugué, ou toute autre direction de descente produite par un algorithme
de minimisation plus savant (e.g. Méthode de Davidon, GMRES[82]).

REMARQUES FINALES:

(1) On a choisi dans l’exemple, de régulariser la dérivée normale à l’interface par le
choix de l’étatu comme fonction de contrôle. En conséquence, on a obtenu un gradient
égal au saut de cette dérivée à travers l’interface. On peut àl’inverse, régulariser la
fonction d’état (continuité) par le choix de la dérivée normale comme fonction de
contrôle (pour autant que les problèmes correspondants auxsous-domaines restent
bien posés, voir exercice 7.4). Dans ce cas, l’expression dugradient contient le saut
deu à travers l’interface comme facteur.

Exercice 7.4(Contrôle de la continuité par la dérivée normale)

On considère le problème suivant qui diffère du précédent par le remplacement de la
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condition de Neumann sur le bordy = �1 par une condition de type Dirichlet :�u+ auux + buuy � "(uxx + uyy) = f ; (x; y) 2]� 1; 1[2u(�1; y) = g(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(x;�1) = h(x) ; 8x 2]� 1; 1[uy(x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 1[ux(1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (7.154)

On souhaite résoudre ce problème par partition du domaine conformément à la figure
7.8 et contrôle par la dérivée normale à l’interface (x = 0) :v(y) = ux(0; y) (�1 � y � 1) (7.155)

Reformuler les sous-problèmes non linéaires, la fonctionnelle de coût, sa première
variation, les sous-problèmes linéarisés et les équationsadjointes. En déduire l’expres-
sion du gradient.


1u = u(1) 
2u = u(2) x
y

1

-1

-1 1

u = g
uy = 0

ux = 0
u = h

ux = v(y)

Figure 7.8.Partition et contrôle par la dérivée normale (exercice 7.4)
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On peut imaginer des « méthodes adaptatives » dans lesquelles on choisirait loca-
lement le long de l’interface la « bonne variable » (ou son gradient) à contrôler.

(2) Moindres carrés

Dans le cas d’une décomposition en sous-domaines ayant un recouvrement dont on
note1 et 2 les bords, une approche alternative consiste à régulariserà convergence
en contrôlantu (ou toute autre variable plus pertinente) sur1 et2 et en minimisant
la fonctionnelle de coût suivante :J(v1; v2) = 12 ZZ
1\
2 �u(1) � u(2)�2 !(x; y) dx dy (!(x; y) � 0) (7.156)


1u = u(1) 
2u = u(2) x
y

1

-1

-1 1

u = g
uy = 0

ux = 0
uy = 0

u = v2 u = v1�� �
Figure 7.9. Décomposition de domaine avec recouvrement et fonction de contrôle aux inter-
faces dans la méthode des moindres carrés

Exercice 7.5(Moindres carrés)

Identifier le gradient de la fonctionnelle de coût de la méthode des moindres carrés.
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(3) Le mérite principal de ces méthodes de contrôle semble résider davantage dans
leur approche rationnelle pour identifier des conditions d’interface viables et dans le
fait qu’elles ont permis de résoudre effectivement certains problèmes de grande taille
inaccessibles globalement, que dans leur potentialité à réduire le coût global de la
résolution par le biais notamment du parallélisme.



Annexe A

Normes et équivalences

Dans cette annexe, on rappelle les principales propriétés des normes usuelles défi-
nies sur l’espace vectoriel de dimension finieKM oùK est le corps des nombres réels
(K = R) ou complexes (K = C ), ainsi que sur l’espace notéMM�M des matrices
de dimensionM �M dont les éléments sont dansK. On précise en particulier les
constantes d’équivalence entre les « normes-p », p étant un réel supérieur ou égal à 1,
souvent mais pas nécessairement entier, ou le symbole1.

A.1. Normes vectorielles

A.1.1. Définitions générales

Définition A.1

« Norme-p » (p � 1) surKM (K = R ouC ) :kukp déf= 0@ MXj=1 juj jp1A 1p (u 2 KM ) (A.1)

En particulier, on a : kuk1 =Pj juj jkuk2 =qPj juj j2 = pu� ukuk1 = limp!1 kukp = maxj juj j (A.2)
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où l’on a simplifié l’écriture des
P

et dumax sachant que tous les indices prennent
les valeurs 1, 2, ...,M . De plus l’indice supérieur� correspondant à la transposition-
conjugaison : u� = �uT (A.3)

La norme-2 est également appelée « norme euclidienne ».

A.1.2. Relations d’équivalence avec la norme infinie

D’après les définitions, il est évident que :8u 2 KM ; kukp � �M maxj juj jp� 1p =M 1p kuk1 (A.4)

et ce résultat donne la majoration la plus stricte possible qui soit générale.

Exercice A.1(Majoration de la norme-p par la norme infinie)

Montrer qu’il existe des vecteursu pour lesquels il y a égalité.

Inversement, kukp � �maxj juj jp� 1p = kuk1 : (A.5)

Exercice A.2(Majoration de la norme infinie par la norme-p)
Montrer qu’il existe des vecteursu pour lesquels il y a égalité.

Finalement,8u 2 KM ; 1M 1p kukp � kuk1 � kukp �M 1p kuk1 : (A.6)

A.1.3. Relations d’équivalence entre la norme-p et la norme-q
Lemme A.1

Soitu 2 KM fixé. L’applicationp 2 [1;+1]! kukp est monotone-décroissante.

DÉMONSTRATION: soient deux réels positifsp et q tels quep � q � 1 : (A.7)
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Il s’agit de prouver que l’on a : kukp � kukq : (A.8)

Si u = 0, c’est évident. Sinon (u 6= 0), posons :� = ukukp (A.9)

de sorte que k�kp = 0@Xj j�j jp1A 1p = 1 : (A.10)

En conséquence, 8 j ; j�j j � 1 et j�j jq � j�j jp ; (A.11)

de sorte que k�kq = 0@Xj j�j jq1A 1q � 0@Xj j�j jp1A 1q = 1 ; (A.12)

ce qui établit le résultat cherché.

Théorème A.1

Soientp etq deux réels positifs tels quep � q � 1. On a :8u 2 KM ; 1M 1q� 1p kukq � kukp � kukq �M 1q� 1p kukp : (A.13)

DÉMONSTRATION: introduisons d’abord les définitions suivantes :

Définition A.2

« Sphère deKM de rayon unité au sens de la norme-p » :SMp déf= �� 2 KM tq k�kp = 1	 (A.14)
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Définition A.3

« Boule fermée deKM de rayon unité au sens de la norme-p » :BMp déf= �� 2 KM tq k�kp � 1	 (A.15)

Exercice A.3(Identification de sphères et de boules)

Identifier ces ensembles dans les cas correspondants àM = 2 etp = 1, 2 et1.

Posons � = �(M) déf= maxu2KM ; u 6=0 kukqkukp : (A.16)

En vertu de l’homogénéité de la norme, la constante� est également donnée par :� = max�2SMp k�kq (A.17)

La détermination de la constante� est un problème d’optimisation sous contrainte qui
se résout en formant un hamiltonien par adjonction de la contrainte à la fonction à
maximiser : H = H(�; �) = k�kq + � (k�kp � 1) (A.18)

On peut sans perte de généralité se restreindre au cas où�j � 0 ; 8 j, ce qui permet
de supprimer certaines valeurs absolues :H = 0@Xj �qj1A 1q + � 2640@Xj �pj1A 1p � 1375 (A.19)

La localisation du maximum s’obtient alors en écrivant queH est stationnaire par
rapport à toutes ses variables {�j} ( j = 1; 2; :::; M ) et� :8 j : @H@�j = @H@� = 0 : (A.20)

Or l’expression deH est une fonction symétrique des composantes du vecteur�. Par
conséquent lesM premières des équations ci-dessus permettent de donner à�j la
même expression en fonction de� ; en reportant dans la dernière on pourrait en tirer
la valeur de�. Il est inutile de faire ce calcul : on peut dès à présent conclure que le
maximum est atteint lorsque toutes les composantes de� sont égales, ce qui donne :� =M 1q� 1p : (A.21)
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Ce résultat établit la première et la troisième inégalités du théorème. Quant à la se-
conde, c’est l’expression directe du Lemme A.1.

REMARQUE : par passage à la limite, le théorème redonne le résultat de la sous-
section précédente.

A.1.4. Inégalité de Hölder

Théorème A.2

« Inégalité de Hölder» :
Soient deux réels positifsp et q tels que1p + 1q = 1 ; (A.22)

on a : 8u 2 KM ; (kuk2)2 � kukp kukq : (A.23)

DÉMONSTRATION: si p � q, on ap � 2 � q � 1 et sinon on inverse les notations dep etq. Traçons alors dans un plan(x; y) la courbeC d’équation :y = xp�1 (A.24)

ce qui équivaut à : x = yq�1 : (A.25)

Soienta et b deux réels strictement positifs,A1 l’aire entre la courbeC et l’axe desx
de l’abscisse 0 àa, etA2 l’aire entre la courbeC et l’axe desy de l’ordonnée 0 àb. On
a : A1 = Z a0 xp�1 dx = app ; A2 = Z b0 yq�1 dy = bqq (A.26)

Il est évident d’après la figure que la somme de ces aires dépasse celle d’un rectangle
d’arêtesa et b. Par conséquent : a b � app + bqq : (A.27)

On fait ensuite les substitutions suivantes :a = juj jkukp ; b = juj jkukq (A.28)
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ce qui donne : juj j2kukp kukq � juj jpp (kukp)p + juj jqq (kukq)q : (A.29)

Enfin, on somme surj : (kuk2)2kukp kukq � 1p + 1q = 1 ; (A.30)

ce qui fournit le résultat.

A.2. Normes matricielles

A.2.1. Définitions et propriétés générales

On noteMM�M l’espace vectoriel des matrices de dimensionM �M dont les
éléments sont dansK (K = R ou C ). On rappelle que cet espace est isomorphe à
celui des endomorphismes deKM .

Les définitions faites précédemment des normes-p sur l’espaceKM induisentna-
turellement la définition suivante de la « norme-p induite » d’une matrice carréeA :

Définition A.4

« Norme-p induite » (p � 1) d’une matriceA 2 MM�M :kAkp déf= maxu2KM ; u 6=0 kAukpkukp (A 2 MM�M ) (A.31)

En vertu de l’homogénéité de la norme, lorsqueu 6= 0 on akAukpkukp = A ukukpp (A.32)

de sorte que le résultat suivant pourrait servir de définition alternative à la norme
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induite :

Théorème A.3

8A 2 MM�M ; kAkp déf= max�2SMp kA�kp = max� 2BMp kA�kp (A.33)

oùSMp etBMp sont à nouveau la sphère et la boule fermée deKM de rayon unité au
sens de la norme-p.

On peut alternativement définir la norme d’une matrice de dimensionM � M
comme celle d’un vecteur deKM2

, sans que cette définition soitinduitepar la défi-
nition faite de la norme vectorielle. En particulier, on considérera la « norme infinie
standard » ou « norme du max » et la « norme euclidienne » dont les définitions sont
les suivantes :

Définition A.5

« Norme du max d’une matriceA = faj;kg deMM�M »kAkmax déf= maxj;k jaj;kj (A 2 MM�M ) (A.34)

Définition A.6

« Norme euclidienne d’une matriceA = faj;kg deMM�M »kAkE déf= sXj Xk jaj;kj2 (A 2MM�M ) (A.35)
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Exercice A.4(Norme euclidienne d’une matrice)

Montrer que : 8A 2 MM�M ; kAkE =pTrace (A�A) (A.36)

Les relations d’équivalence entre ces deux normes sont évidentes :8A 2MM�M ; 1M kAkE � kAkmax � kAkE �M kAkmax : (A.37)

L’avantage des normes induitesest qu’elles permettent d’écrire des majorations du
type 8A 2MM�M ; 8u 2 KM ; kAuk � kAk kuk (A.38)

alors que dans le cas inverse un coefficient multiplicatif apparaîtrait à droite ; par
exemple : kAuk1 �M kAkmax kuk1 (A.39)

En outre, quelle que soit la norme induitek:k :8A 2MM�M ; 8B 2 MM�M ; kABk � kAk kBk (A.40)

Exercice A.5(Norme induite d’un produit de matrices)

Justifier cette inégalité.

D’autre part, on introduit la définition suivante :

Définition A.7 (Rayon Spectral d’une matrice)

Le rayon spectral� (A) d’une matrice carréeA 2 MM�M dont les valeurs propres
sont notéesf�mg (m = 1; 2; :::;M), est défini comme suit :� (A) déf= maxm=1;2;:::;M j�mj (A 2MM�M ) (A.41)
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Théorème A.4

Toute norme induite de toute matrice carréeA 2 MM�M est au moins égale à son
rayon spectral 8A 2MM�M ; kAk � � (A) (A.42)

Exercice A.6(Norme induite et rayon spectral d’une matrice)

Justifier cette inégalité et identifier des cas où il y a égalité.

La dimensionM étant fixée, les inclusions suivantes résultent du Lemme A.1:BM1 � BM2 � ::: � BM1 (A.43)

Par conséquent, quelle que soit la matrice carréeA, on a en vertu de (A.33) :kAkp = max� 2BMp kA�kp � max� 2BM1 kA�kp (A.44)

carBM1 contientBMp . De plus, en vertu de (A.6) on a aussi :kA�kp �M 1p kA�k1 (A.45)

Il en résulte la conclusion suivante :8A 2MM�M ; kAkp �M 1p kAk1 (A.46)

Il est plus difficile d’être général pour établir les relations en sens inverse. A cette
fin, on établit d’abord comment calculer les principales normes lorsqu’on connaît les
éléments de la matrice.

A.2.2. Nouvelle définition de la norme-infinie induite

On pose à nouveauA = faj;kg (j; k = 1; 2; :::;M ). On a :kAk1 = max� maxj �����Xk aj;k �k ����� (A.47)

où le vecteur� satisfait la contraintemaxk j�kj = 1. On voit que le maximum par
rapport à� est atteint lorsque ce vecteur est donné par :�k = � �aj;k=jaj;kj si aj;k 6= 01 sinon

(A.48)
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et ce, pour la valeur de l’indicej pour laquelle résultat est maximum. D’où finalement :8A 2MM�M ; kAk1 = maxj Xk jaj;kj (A.49)

Autrement dit, pour chaque ligne de la matrice on fait la somme des modules des
éléments et on prend le plus grand des nombres ainsi obtenus.Pour cette raison, cette
norme est souvent appelée dans la littérature anglophone « Maximum-Row-Sum ».

A.2.3. Nouvelle définition de la norme-1 induite

Il résulte de la définition que :kAk1 = max� 2KM = Pk j�kj=1 Xj ���(A�)j���= max� 2KM = Pk j�kj=1 Xj �����Xk aj;k �k������ max� 2KM = Pk j�kj=1 Xj Xk jaj;kj j�kj� max� 2KM = Pk j�kj=1 Xk 0@Xj jaj;kj1A| {z }� kA�k1 j�kj� kA�k1 max� 2KM = Pk j�kj=1 Xk j�kj = kA�k1 :
(A.50)

Inversement, soitk l’indice pour lequelXj jaj;kj = kA�k1 (A.51)

et �k le vecteur dont les composantes sont données par�kj = �kj (A.52)

(symbole de Kronecker), de sorte quek�kk1 = k�kk1 = 1 (A.53)
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et A�k1 =Xj ����A�k�j���=Xj �����Xm aj;m �km�����=Xj jaj;kj= kA�k1 (A.54)

Par conséquent, kAk1 � A�k1 = kA�k1 (A.55)

En combinant les deux résultats principaux précédents et celui de la sous-section
précédente, on aboutit à la conclusion suivante :8A 2 MM�M ; kAk1 = kA�k1 = maxk Xj jaj;kj (A.56)

Autrement dit, pour chaque colonne de la matrice on fait la somme des modules des
éléments et on prend le plus grand des nombres ainsi obtenus.Pour cette raison, cette
norme est souvent appelée dans la littérature anglophone « Maximum-Column-Sum ».

A.2.4. Relations d’équivalence entre les normes 1 et infinieinduites

En vertu de (A.46), on sait que :kAk1 �M kAk1 : (A.57)

Les nouvelles définitions données aux normes 1 et infinie de lamatriceA montrent
que : kAk1 � kAkmax ; kAk1 �M kAkmax (A.58)

de sorte que kAk1 � 1M kAk1 : (A.59)

En regroupant ces résultats, on tire les conclusions suivantes :8A 2 MM�M ; 1M kAk1 � kAk1 �M kAk1 ;1M kAk1 � kAk1 �M kAk1 : (A.60)
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A.2.5. Nouvelle définition de la norme-2 induite

On a : (kAk2)2 = � maxu2KM ; u 6=0 kAuk2kuk2 �2= maxu2KM ; u 6=0 �kAuk2kuk2 �2= maxu2KM ; u 6=0 (Au)� Auu� u= maxu2KM ; u 6=0 u� (A� A) uu� u (A.61)

où A� = �AT désigne la matrice adjointe. La matriceA�A est hermitienne semi-
définie positive, et se diagonalise par une transformation unitaireU :A� A = U��UU�U = IM (matrice identité)� : matrice diagonale semi-définie positive.

(A.62)

En posant v = U u (A.63)

on note que : kvk22 = v� v = u� u = kuk22 (A.64)

(puisque, précisément,U qui est unitaire, conserve la norme-2), et :u�A�Au = v� � v (A.65)

de sorte que :(kAk2)2 = maxv 2KM ; v 6=0 v� � vv� v= maxv 2KM ; v 6=0  �1 jv1j2Pk jvkj2 + �2 jv2j2Pk jvkj2 + :::+ �M jvM j2Pk jvkj2!= maxk �k= � (A�A)
(A.66)

où� désigne le rayon spectral commun aux matrices semblables� etA�A. En conclu-
sion : 8A 2MM�M ; kAk2 =p� (A�A) (A.67)
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A.2.6. Relations d’équivalence entre les normes 2-induiteet euclidienne

On a : 1M Trace(A�A) � � (A� A) � Trace(A�A) (A.68)

Exercice A.7(Norme 2 induite et norme euclidienne d’une matrice)

Justifier cette assertion.

En utilisant (A.36) on en déduit :8A 2 MM�M ; 1pM kAkE � kAk2 � kAkE � pM kAk2 : (A.69)

A.2.7. Relations d’équivalence entre les normes 2 et infinieinduites

En vertu de (A.46), on sait que :kAk2 �M 12 kAk1 : (A.70)

On a également déjà vu que :kAk2 = � (A�A) � kAkEpM (A.71)

Or de plus, kAkE � kAkmax � kAk1M (A.72)

de sorte que :8A 2MM�M ; 1M 32 kAk1 � kAk2 �M 12 kAk1 ;1M 12 kAk2 � kAk1 �M 32 kAk2 : (A.73)

Exercice A.8(Propriétés de l’applicationp! kAkp)
Soient deux vecteurs non nulsu etv deRM et la matriceA = u vT .
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(1) Démontrer que kAk1 = kuk1 kvk1 (A.74)kAk2 = kuk2 kvk2 (A.75)kAk1 = kuk1 kvk1 (A.76)

(2) L’applicationp 2 [1;+1]! kAkp est-elle monotone?

(3) Donner en fonction deM les majorations les plus serrées dekAkp=kAkq corres-
pondant àp; q = 1; 2 ou1 de toutes les manières possibles.

A.2.8. Extension de l’inégalité de Hölder aux matrices

SoitA 2MM�M quelconque ; on a :(kAk2)2 = � (A�A)� kA�Ak� kA�k kAk (A.77)

quelle que soit la norme induitek k choisie. En particulier, en prenant la norme-infinie
induite on aboutit au

Théorème A.5

« Inégalité de Hölder»8A 2MM�M ; (kAk2)2 � kAk1 kAk1 : (A.78)

On a également le

Théorème A.6

Soient deux réels positifsp et q tels que1p + 1q = 1 ; p � 2 � q � 1 (A.79)

on a : 8A 2MM�M ; (kAk2)2 �M 12� 1p kAkp kAkq =M 1q� 12 kAkp kAkq :
(A.80)
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DÉMONSTRATION: pour un certain vecteur� tel quek�k2 = 1 (A.81)

on a : (kAk2)2 = (kA�k2)2� kA�kp kA�kq (en vertu de (A.23))� kA�kpk�kp kA�kqk�kq k�kp k�kq� kAkp kAkq k�kp k�kq (A.82)

Or, en vertu de (A.13), on a, du fait quep � 2 � q � 1 :k�kp � k�k2 = 1 ; k�kq �M 1q� 12 k�k2 =M 12� 1p ; (A.83)

d’où le résultat.





Annexe B

Traitement algébrique de problèmes
multidimensionnels

Lorsqu’un opérateur continu en plusieurs dimensions d’espace est la somme d’opé-
rateurs unidimensionnels (conditions aux limites comprises), que le domaine est un
produit cartésien, que le maillage est lui-même le produit tensoriel de discrétisations
d’intervalles suivant les axes respectifs de coordonnées,la matrice d’approximation
par différences finies de cet opérateur est la somme directe (ou tensorielle) des ma-
trices d’approximation associées à ces opérateurs unidimensionnels. La structure des
vecteurs propres et du spectre associé de valeurs propres peut alors se déduire im-
médiatement de la connaissance des diagonalisations de problèmes 1D. Cette annexe
a pour but de préciser ce résultat, et pour cela, on introduitd’abord l’algèbre matri-
cielle de Kronecker ; on étudie ensuite le cas représentatifd’un opérateur elliptique
satisfaisant les hypothèses citées.

B.1. Algèbre (matricielle) de Kronecker

Définition B.1

« Produit de Kronecker » (ou « produit tensoriel ») de matrices

Etant donné deux matrices rectangulairesA = fap;qg (p = 1; 2; :::;M ; q = 1; 2; :::;M 0) (B.1)

et B = fbr;sg (r = 1; 2; :::; L ; s = 1; 2; :::; L0) (B.2)
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on appelle produit tensoriel de ces matrices, la matrice de dimensionML �M 0L0
dont la structure est la suivante :A
B déf= 0BBB@ a1;1B a1;2B ::: a1;M 0Ba2;1B a2;2B ::: a2;M 0B

...
... ::: ...aM;1B aM;2B ::: aM;M 0B 1CCCA : (B.3)

On admet (ou on se convainc rapidement) que les relations suivantes sont vraies
identiquement pourvu que les dimensions des matrices soient compatibles :(A
B) (C 
D) = (AC)
 (BD)(A
B)T = AT 
BT (B.4)

(sans inversion de l’ordre des facteurs).

Cas des matrices carrées :M =M 0 etL = L0.
Si les matricesA etB sont inversibles on a :(A
B)�1 = A�1 
B�1 (B.5)

(sans inversion de l’ordre des facteurs).

SiA etB sont diagonalisables,A = X AX�1B = Y B Y �1 (B.6)

où la matriceX = fXp;qg des vecteurs propres deA etA sont de dimensionM �M ,X est inversible etA diagonale,A = 0BBB@ �1 �2
. . . �M 1CCCA (B.7)
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la matriceY = fYr;sg des vecteurs propres deB etB sont de dimensionL�L, Y est
inversible etB diagonale, B = 0BBB@ �1 �2

. . . �L 1CCCA (B.8)

alors on a : A
B = (X 
 Y ) (A
B) (X 
 Y )�1 (B.9)

ce qui signifie qu’on obtient les vecteurs propres deA 
 B en formant le produit
tensoriel du vecteur propreX(m) = fXj;mg (j = 1; 2; :::;M) (m = 1; 2; :::;M) (B.10)

de la matriceA avec le vecteur propreY (`) = fYk;`g (k = 1; 2; :::; L) (` = 1; 2; :::; L) (B.11)

de la matriceB de toutes lesML manières possibles ; la valeur propre associée est le
nombre : �m;` = �m �` (B.12)

Définition B.2 (Somme directe de deux matrices carrées)

On appellesomme directedes deux matrices carréesA 2 MM�M etB 2 ML�L la
matrice de dimensionML�ML suivante :A�B déf= A
 IL + IM 
B (B.13)

Enfin, on généralise cette définition comme suit :

Définition B.3

Etant donné un polynôme des indéterminées� et� :P (�; �) =X�;� c�;� �� �� (B.14)
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où lesc�;� sont des coefficients, on poseP (A;B) =X�;� c�;� A� 
B� (B.15)

(où par conventionA0 = IM etB0 = IL).

En particulier, la somme directe correspond au polynômeP (�; �) = � + � (B.16)

Théorème B.1(Diagonalisation d’un polynôme de matrices)

Si les matricesA etB sont diagonalisables, la matriceP (A;B) l’est aussi, et avec les
notations de (B.6)-(B.7)-(B.8),P (A;B) = (X 
 Y ) P (A;B) (X 
 Y )�1 (B.17)

de sorte que les valeurs propres de la matriceP (A;B) sont les nombres�m;` = P (�m; �`) (B.18)(m = 1; 2; :::;M; ` = 1; 2; :::; L), et les vecteurs propres associés s’obtiennent en
composant les produits tensoriels suivants :Z(m;`) = X(m) 
 Y (`) (B.19)

où le vecteur colonneX(m) est le vecteur propre de la matriceA associé à la valeur
propre�m et le vecteur colonneY (`) est le vecteur propre de la matriceB associé à
la valeur propre�`.
DÉMONSTRATION: on a :A� = X A� X�1 ; B� = Y B� Y �1 (B.20)
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de sorte qu’en utilisant plusieurs fois (B.4) puis (B.5), onobtient :A� 
B� = ( X|{z}A0 A� X�1| {z }C0 )
 ( Y|{z}B0 B� Y �1| {z }D0 )= (A0 
B0) (C 0 
D0)= (X 
 Y )[( A�|{z}A00 X�1|{z}C00 )
 ( B�|{z}B00 Y �1|{z}D00 )]= (X 
 Y ) (A00 
B00) (C 00 
D00)= (X 
 Y ) (A� 
 B�) �X�1 
 Y �1�= (X 
 Y ) (A� 
 B�) (X 
 Y )�1 (B.21)

et par linéarité,P (A;B) = (X 
 Y ) �X c�;�A� 
 B�� (X 
 Y )�1= (X 
 Y ) P (A;B) (X 
 Y )�1 (B.22)

Cette équation dans laquelle la matriceP (A;B) est diagonale exprime la diagonali-
sation de la matriceP (A;B), d’où le résultat.

Corollaire B.1

(Mêmes hypothèses et notations.)
Les valeurs propres de la somme directeA�B sont les nombres :�m;` = �m + �` (B.23)(m = 1; 2; :::;M; ` = 1; 2; :::; L) et les vecteurs propres associés sont donnés par
(B.19).

B.2. Etude d’un opérateur elliptique

On considère l’opérateur elliptique suivant :L = ��x @2@x2 � �y @2@y2 (B.24)

dans lequel�x et�y sont deux réels strictement positifs et� 0 � x � Lx0 � y � Ly (B.25)
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On suppose que l’opérateurL s’applique à des fonctionsu(x; y) satisfaisant des
conditions de Dirichlet homogènes :� 8 y 2 [0; Ly] ; u(0; y) = u(Lx; y) = 08x 2 [0; Lx] ; u(x; 0) = u(x; Ly) = 0 (B.26)

On considère une discrétisation uniforme du domaine en un maillage qui est un
produit cartésien. En d’autres termes, le nœud courant intérieur au domaine a pour
coordonnées: � xj;k = j hx ; (j = 1; 2; :::;M)yj;k = k hy ; (k = 1; 2; :::; L) (B.27)

oùhx = �x = Lx=(M + 1) ethy = �y = Ly=(L+ 1).
On noteuj;k l’approximation deu(x; y) au nœud(j; k).

Exercice B.1(Approximation centrée d’un opérateur elliptique en 2D)

Expliciter l’approximation classique par différences finies centrées du résidu discretrj;k déf= Luj;k (B.28)

en fonction des valeurs nodales deu aux nœuds voisins de(j; k).
Les degrés de liberté du problème sont les valeurs aux nœuds intérieurs :fuj;kg ; (j = 1; 2; :::;M) ; (k = 1; 2; :::; L) (B.29)

étant entendu que les valeurs aux bordsfu0;kg ; fuM+1;kg ; (k = 0; 1; 2; :::; L+ 1) ;fuj;0g ; fuj;L+1g ; (j = 0; 1; 2; :::;M + 1) ; (B.30)

sont nulles en vertu des conditions aux limites de Dirichlet. On choisit de stocker ces
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degrés de liberté « par colonnes », c’est-à-dire dans le vecteur :

uh =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

u1;1u1;2
...u1;L��u2;1u2;2
...u2;L��
...��uM;1uM;2
...uM;L

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(B.31)

On ordonne de manière analogue lesML valeurs nodalesfrj;kg (j = 1; 2; :::;M) (k =1; 2; :::; L) dans un vecteur notérh. On peut donc construire une matriceAh de di-
mensionML�ML telle que : rh = Ah uh (B.32)

La matriceAh est la représentation discrète de l’opérateurL.

Exercice B.2(Somme directe d’opérateurs, spectre)

(1) Montrer que la matriceAh est une somme directe :Ah = Ahx �Ahy (B.33)

dans laquelle les matricesAhx etAhy sont de dimensionM �M etL� L respecti-
vement et de structure bien connue.

(2) On notef�m = �hxm g (m = 1; 2; :::;M) et f�` = �hy` g (` = 1; 2; :::; L) les
valeurs propres des matricesAhx et Ahy respectivement. Rappeler l’expression de
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Annexe C

Polynômes de Tchebychev

Dans cette annexe, on passe en revue les principales propriétés des polynômes
de Tchebychev qui jouent un rôle essentiel dans l’optimisation de la méthode de Ri-
chardson constituée d’un cycle d’itérations de Jacobi (cf.chapitre 3). On notera que
ce problème d’optimisation est très proche du problème classique d’identification de
la « meilleure approximation » d’une fonction régulière parun polynôme d’interpola-
tion de Lagrange dans lequel on optimise les points d’interpolation (cf. tout ouvrage
introductif d’analyse numérique sur l’interpolation polynômiale des fonctions tel que
[31]) ; dans ce cas là, les polynômes de Tchebychev interviennent pratiquement de la
même manière qu’au chapitre 3, seule change une normalisation.

On part de la « Formule de Moivre » :cos k� + i sin k� = ei(k�) = ek(i�) = (cos � + i sin �)k (C.1)

de laquelle on tire :cos k� = <�(cos � + i sin �)k�= < kXn=0 Cnk cosk�n � (i sin �)n!= E(k=2)Xm=0 C2mk cosk�2m � � (�1)m(1� cos2 �)m
déf= Tk(cos �) (C.2)
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oùE(:) désigne la partie entière etTk(x) est le polynôme suivant :Tk(x) déf= E(k=2)Xm=0 C2mk xk�2m (x2 � 1)m (C.3)

Exercice C.1(Propriétés des polynômes de Tchebychev)

(1) Montrer que le polynômeTk(x) est de degrék exactement. (Identifier précisément
le coefficient�k dexk.) Identifier sa parité.

(2) Montrer que : Tk(x) = � cos (k Arccosx) si x 2 [�1; 1] ;
ch (kArgch x) si x > 1 : (C.4)

Que peut-on dire dans le cas oùx < �1? Calculer les valeurs deTk(1) etTk(�1)?
(3) Montrer que : 8x 2 R ; Tk+1(x) = 2xTk(x) � Tk�1(x) : (C.5)

(4) Générer les premiers éléments, identifier zéros et extrêmas. Courbes représenta-
tives. (Vérifier que vos résultats sont conformes à ceux du tableau F.6 et de la figure
F.10 qui rassemblent les résultats d’un programme en langage MAPLE qu’on pourra
reconstruire.)

(5) Montrer qu’il s’agit d’une famille de polynômes orthogonaux vis-à-vis du produit
scalaire suivant défini sur les fonctions continues sur [-1,1] :(u; v) = Z 1�1 u(x) v(x) dxp1� x2 : (C.6)



Annexe D

Mise en évidence du paramètre�
On revient ici sur la signification du paramètre� qui intervient dans le développe-

ment du rayon spectral en fonction de la finesseh de la maille.

On suppose que l’opérateur continuA est auto-adjoint défini positif, et que l’opé-
rateur discretAh lui est consistant, par exemple :A = � @2@x2 (D.1)

opérant sur un sous-ensemble deL2 ([a; b]) de fonctionsu(x) satisfaisant certaines
conditions aux limites (e.g. Dirichlet homogènes,u(a) = u(b) = 0), etAh = h�2 Trid (�1; 2� 1) (D.2)

opérant sur les discrétisés de telles fonctions. Plus généralement :Ah = h��� (D.3)

où � est l’ordre de l’opérateur continu et� est ici un opérateur de différence (non
divisée) quelconque et non le laplacien.

On sait queA admet une base dénombrable de fonctions propres que l’on peut or-
donner suivant les valeurs croissantes des valeurs propresassociées. Par exemple, pour
l’opérateur de dérivée seconde et des conditions aux limites de Dirichlet homogènes,
les fonctions propres sont sinusoïdales,um(x) = sin m� xb� a (D.4)
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et les valeurs propres sont réelles-positives :�m (A) = � m�b� a�2
(D.5)

La matriceAh, de dimensionM � M , admetM vecteurs propres etM valeurs
propres associées qui, dans le cas général, sont, dans un certain sens, des approxi-
mations de leurs homologues continus. En fait, on s’attend àce que l’approximation
soit bonne pour les premiers modes seulement, c’est-à-direles « modes de basses fré-
quences ». Dans le cas particulier de l’opérateur de différence-divisée seconde, les
vecteurs propres sont (tous) précisément les discrétisés desM premières fonctions
propres : uj;m = um (xj) (D.6)

et les valeurs propres associées sont données par :�m (Ah) = 2� 2 cos � m�M+1�h2 = 4 sin2 � m�2 (M+1)�h2 (D.7)

où (M + 1)h = b� a. On constate que pourm petit on a bien :�m (Ah) � �m (A) (D.8)

Pour cette raison, on a en particulier pourm = 1 :�min (Ah) � �min (A) = O (1) (D.9)

Par contre, les valeurs propres de la matriceAh associées aux modes de hautes fré-
quences n’approchent pas celles du spectre de l’opérateur continu, qui d’ailleurs sont
non bornées. On écrira plutôt :�max (Ah) � k�k1h� = �b� ah �� k�k1(b� a)� = O�b� ah ��

(D.10)

Par conséquent si� est le nombre de conditionnement du système discret, on a :1� = �min (Ah)�max (Ah) = O� hb� a�� (D.11)

Dans cette expression la quantité(b � a)=h est un infiniment grand asymptotique au
nombre de degrés de liberté.

Si maintenant on résout le système discret par la méthode de Jacobi avec un seul
pseudo-pas de temps optimisé, le rayon spectral de la méthode itérative s’exprime
comme suit :�� = �� 1�+ 1 = 1� 2� + � � � = 1� 2=�b� ah �� + : : : déf= 1� Cb h� + : : : (D.12)
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Si pour résoudre on applique plutôt la méthode de Richardsonaveck pseudo-pas de
temps optimisés, tout se passe comme si le nombre de conditionnement était réduit
d’un facteurk, et de même pour la constanteCb.

Enfin, si on résout par la méthode multigrille complète, la formule donnant�� est
encore valable avec� = 0. Dans ce cas, aucune économie en coût n’est réalisée par
l’algorithme multiplicatif de Schwarz.





Annexe E

Rayon spectral d’un cycle bigrille idéal

Il s’agit de vérifier que le rayon spectral du V-Cycle Bigrille Idéal admet une borne
supérieure indépendante du nombre de points de discrétisation.

On se place dans le cadre du problème test usuel (« Laplacien 1D ») :�uxx = f (0 � x � 1)u(0) = u(1) = 0 (E.1)

que l’on discrétise sur un maillage uniforme « fin » pour lequelh = 1Mh + 1 (E.2)

oùMh est le nombre de degrés de liberté (Mh = 2I � � 1, où� est une constante
entière) afin d’obtenir le système discret suivant :Ah uh = fh (E.3)

où : Ah = h�2 TridDD (�1; 2;�1) (E.4)

L’indice DD est indiqué pour rappeler que les conditions aux limites sont de type
Dirichlet aux deux bords. On connaît en particulier la diagonalisation de la matrice
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où la matriceSh qui représente discrètement la transformation en somme de fonctions
sinus, et dont le coefficient général admet l’expression suivante :(Sh)j;k =r 2Mh + 1 sin (j �k) = p2h sin (jk�h) (E.6)

est symétrique ; d’autre part, cette matrice est orthogonale de sorte que finalement :S�1h = STh = Sh (E.7)

De plus les valeurs propres sont bien connues :�k = (�h)k;k = 2� 2 cos �k = 2� 2 cos (k�h) (E.8)

On considère d’autre part une grille « grossière », deux foismoins fine :M2h = 2I�1 �� 1 (E.9)

On rappelle que la matrice d’amplification du V-cycle bigrille idéal admet l’ex-
pression suivante :G = Gh nI � Ih2h �I2hh Ah Ih2h��1 I2hh Aho Gh (E.10)

dans laquelle :

– Gh est le facteur d’amplification de la phase de lissage ; on suppose que cette
phase correspond à la méthode de Richardson avec 3 pas de temps {�`} choisis
pour atténuer optimalement les hautes fréquences, de sorteque :Gh = �I � �3 h2Ah� �I � �2 h2Ah� �I � �1 h2Ah� (E.11)

où : ��1` = 4 + 22 + 4� 22 �` (` = 1; 2; 3) (E.12)

et �1 = �p3=2; �2 = 0; �3 = p3=2 sont les zéros du polynôme de Tcheby-
chev de degré trois,T3(�) = 4�3 � 3�.



Rayon spectral d’un cycle bigrille idéal 251

– Ih2h = P est l’opérateur de prolongement ; on suppose qu’on utilise un point sur
deux l’injection directe ou l’interpolation linéaire ; parexemple dans le cas oùM2h = 3,Mh = 7, cet opérateur est représenté par la matrice suivante :P = 0BBBBBBBB@

12 0 01 0 012 12 00 1 00 12 120 0 10 0 12
1CCCCCCCCA (E.13)

– I2hh = R est l’opérateur de restriction ; on prendR = 12 P T (E.14)

On vérifie alors aisément que l’on a :RAh P = A2h = 14h2 S2h �2h S2h (E.15)

On rappelle que siA et B sont deux matrices carrées de même dimension, les
matricesAB et BA sont semblables (mêmes valeurs propres). Il résulte alors des
définitions que la matriceG est semblable aux matrices suivantes :G � �I � 2RT �4h2 S2h ��12h S2h� RAh	 " 3Ỳ=1 �I � �` h2Ah�#2� 8><>:I � 8ShRTS2h| {z }�T ��12h S2hRSh| {z }� �h9>=>; " 3Ỳ=1 (I � �` �h)#2 = �D2� D�D (E.16)

où l’on a posé : � = S2hRSh� = ��1h � 8�T ��12h � (symétrique)D =p�h 3Ỳ=1 (I � �` �h) (diagonale)

(E.17)
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On est donc ramené à examiner les valeurs propres de la matrice symétriqueD�D
pour en déduire le rayon spectral de l’opérateurG :� = maxm j�m (D�D)j (E.18)

afin d’en observer le comportement lorsqueMh croît.

Nouvelle expression des matrices� etD
Pourj = 1; 2; :::;M2h etk = 1; 2; :::;Mh :(RSh)j;k = MhXi=1 Rj;i (Sh)i;k (E.19)

et pourm = 1; 2; :::;M2h :�m;k = M2hXj=1 (S2h)m;j (RSh)j;k= MhXi=1 M2hXj=1 (S2h)m;j Rj;i (Sh)i;k (E.20)

Or pourj fixé,Rj;i = 0 sauf sii = 2j � 1, 2j ou2j + 1 ce qui donne :�m;k = 14 M2hXj=1 (S2h)m;j h (Sh)2j�1;k + 2 (Sh)2j;k + (Sh)2j+1;k i= hp2 ~�m;k (E.21)

où l’on a posé :~�m;k = M2hXj=1 (sh)2m;j h(sh)2j�1;k + 2 (sh)2j;k + (sh)2j+1;ki (E.22)

et : (sh)j;k = 1p2h (Sh)j;k = sin(jk�h) (E.23)
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Il en résulte que : � = ��1h � 4h2 ~�T ��12h ~� (E.24)

et puisque�2h est une matrice diagonale de dimensionM2h �M2h, on a :�j;k = �j;k(�h)j � 4h2 M2hXm=1 ~�m;j ~�m;k(�h)2m (E.25)

EnfinD est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont donnés par :Dk;k = dk = d( (�h)k ) (E.26)

où par suite du choix fait des paramètresf�`g, d(�) est la fonction :d(�) = p� 3Ỳ=1 (1� �` �) = p� T3(3� �)T3(3) (E.27)

Calcul de la matrice~�
On remarque que :(sh)2j�1;k + 2 (sh)2j;k + (sh)2j+1;k= sin [(2j � 1)k�h] + 2 sin [2jk�h] + sin [(2j + 1)k�h]= 2 sin [2jk�h] [1 + cos (k�h)]= 4 cos2 k�h2 sin (2jk�h) (E.28)

de sorte que : ~�m;k = 4 cos2 k�h2 M2hXj=1 sin (2mj�h) sin (2kj�h) (E.29)

soit encore ~�m;k = 2 cos2 k�h2 (Cm�k � Cm+k) (E.30)
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où l’on a posé : C� = M2hXj=1 cos (2�j�h) (E.31)

Calculons les coefficientsC� . Si � = 0 (moduloMh + 1), le nombre�h est un
entier relatif et : C� =M2h (E.32)

Dans le cas inverse,� 6= 0 (moduloMh + 1), on a :C� = < (E�) (E.33)

en posant : E� = M2hXj=1 exp (2�ij�h) (E.34)

Or : E� = exp (2�i�h) M2hXj=1 exp [2�i(j � 1)�h]= exp (2�i�h) 1� exp (2�iM2h�h)1� exp (2�i�h)= exp (�i�h)�2i sin (��h) [1� exp (2�iM2h�h)]= i2 sin (��h) fexp (�i�h)� exp [(2M2h + 1) �i�h]g (E.35)

Or 2M2h + 1 =Mh = (Mh + 1)� 1 de sorte que :exp [(2M2h + 1) �i�h] = exp (�i� � �i�h) = (�1)� exp (��i�h) (E.36)

ce qui donneE� = i2 sin (��h) fexp (�i�h)� (�1)� exp (��i�h)g (E.37)

puis :C� = � 12 sin (��h) fsin (��h)� (�1)� [� sin (��h)]g = �12 [1 + (�1)� ]
(E.38)
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soit finalement C� = � 0 si � est impair�1 si � est pair
(E.39)

En résumé :C� = 8<: M2h si � = 0 (moduloMh + 1)0 si � 6= 0 (moduloMh + 1) et� impair�1 si � 6= 0 (moduloMh + 1) et� pair
(E.40)

Revenons maintenant au calcul de l’élément~�m;k. Pour cela, on examine les trois
cas suivants :

1. m 6= k etm+ k 6=Mh + 1
2. m = k
3. m+ k =Mh + 1

en supposant toujours que1 � m �M2h et1 � k �Mh.

Cas 1: m 6= k etm+ k 6=Mh + 1 (et1 � m �M2h et1 � k �Mh).

Dans ce cas, les entiersm� k etm+ k sont tous deux non nuls (moduloMh+1)
et de même parité, de sorte que :Cm�k = Cm+k (= 0 ou � 1) (E.41)

et par conséquent : ~�m;k = 0 (E.42)

Cas 2: m = k (et1 � m �M2h et forcément1 � k �Mh).~�m;m = 2 cos2 m�h2 (C0 � C2m) (E.43)

Or, 2m > 0 ; de plus,2m � 2M2h = Mh � 1 ; donc2m 6= 0 (moduloMh + 1) ce
qui implique queC2m = �1 car2m est pair. De plus,C0 =M2h de sorte que :~�m;m = 2 cos2 m�h2 (M2h + 1) = (Mh + 1) cos2 m�h2 (E.44)

Cas 3: m+ k =Mh + 1 (et1 � m �M2h et1 � k �Mh).
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On am� k =Mh + 1� 2k de sorte que :~�m;k = 2 cos2 k�h2 M2hXj=1 fcos [2 (Mh + 1) j�h� 4kj�h]� cos [2 (Mh + 1) j�h]g= 2 cos2 k�h2 (C2k � C0) (E.45)

Or, d’une part2k > 0 ; d’autre part2k � 2Mh ; par conséquent, la seule façon d’avoir2k = 0 (moduloMh + 1) serait d’avoir2k = Mh + 1, ce qui impliqueraitm = k =(Mh + 1)=2 = M2h + 1 ce qui n’est pas admissible étant donné quem � M2h. On
en conclut que2k 6= 0 (moduloMh + 1), ce qui implique queC2k = �1 car2k est
pair. Comme de plus,C0 =M2h, on a :~�m;k = 2 cos2 k�h2 (�1�M2h) = � (Mh + 1) cos2 k�h2 (E.46)

En résumé :~�m;k =8>>><>>>: (Mh + 1) cos2 k�h2 si 1 � m = k �M2h� (Mh + 1) cos2 k�h2 si 1 � m =Mh + 1� k �M2h0 autrement

(E.47)

Expression définitive de la matrice� :

On est maintenant en mesure de calculer l’élément générique�j;k, ce que l’on fait
en examinant séparément les cinq cas suivants successivement :

1. 1 � j = k �M2h
2. j = k =M2h + 1
3. M2h + 2 � j = k �Mh
4. 1 � j =Mh + 1� k �M2h
5. j 6= k et j + k 6=Mh + 1

Cas 1: 1 � j = k �M2h�j;j = 1(�h)j � 4h2 M2hXm=1 ~�2m;j(�h)2m (E.48)
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La seule contribution non nulle de~� à�j;j correspond àm = j de sorte que :�j;j = 14 sin2 j�h2 � 4h2 (Mh + 1)2 cos4 j�h24 sin2 (j�h) = cos2 j�h2 � cos4 j�h24 sin2 j�h2 cos2 j�h2 = 14
(E.49)

Cas 2: j = k =M2h + 1
On a alors ~�m;j = 0 ; 8m �M2h (E.50)

de sorte que�j;j se réduit à :�j;j = 1(�h)j = 1sin2 j�h2 = 12 (E.51)

carjh = (M2h + 1) = (Mh + 1) = 1=2.

Cas 3: M2h + 2 � j = k �Mh
La seule contribution non nulle de~� à �j;j correspond àm = Mh + 1 � j �Mh + 1� (M2h + 2) =M2h de sorte que :�j;j = 1sin2 j�h2 � 4h2 h� (Mh + 1) cos2 j�h2 i24 sin2 (m�h) (E.52)

De plus,sin (m�h) = sin f[(Mh + 1)� j]�hg = sin (� � j�h) = sin (j�h) (E.53)

d’où le résultat : �j;j = 14 (E.54)

Cas 4: 1 � j =Mh + 1� k �M2h
La seule contribution non nulle de~� à�j;k correspond àm = j =Mh + 1� k ;

de plusj 6= k de sorte que :�j;k = �4h2 (Mh + 1) cos2 j�h2 �� (Mh + 1) cos2 k�h2 �4 sin2 (j�h)= cos2 j�h2 cos2 k�h2sin2 (j�h) (E.55)
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De plus d’une part,cos k�h2 = cos�(Mh + 1� j) �h2 � = cos��2 � j�h2 � = sin j�h2 (E.56)

et d’autre part, sin (j�h) = 2 sin j�h2 cos j�h2 (E.57)

de sorte que finalement : �j;k = 14 (E.58)

Cas 5: j 6= k et j + k 6=Mh + 1
Alors on a : 8m �M2h ; ~�m;j ~�m;k = 0 = �j;k (E.59)

de sorte que : �j;k = 0 (E.60)

En rassemblant les résultats relatifs aux cas 1-5 et en tenant compte du fait que
la matrice� est symétrique, on aboutit à la forme définitive particulièrement simple
suivante :

� =
0BBBBBBBBBBBBBB@

14 1414 14
. . . ..

.14 141214 14
. .

. .. .14 1414 14
1CCCCCCCCCCCCCCA (E.61)

où les éléments en dehors des deux diagonales sont des zéros.

Diagonalisation et rayon spectral

On rappelle que la matrice d’amplification est semblable à lamatrice suivante :G0 = �D2 (E.62)
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Or,

G0 = 14
0BBBBBBBBBBBBBB@

d21 d2Mhd22 d2Mh�1
. . . ..

.d2M2h d2M2h+22d2M2h+1d2M2h d2M2h+2
. .

. .. .d22 d2Mh�1d21 d2Mh
1CCCCCCCCCCCCCCA

(E.63)

On note {ek} (k = 1; :::;Mh) les vecteurs de la base canonique (ej;k = �j;k).

On peut alors aisément vérifier que les vecteursxk = ek + eMh+1�k (k = 1; :::;M2h + 1) (E.64)

sont des vecteurs propres de la matriceG0 respectivement associés aux valeurs propres
{�k} suivantes : �k = d2k + d2Mh+1�k4 (k = 1; :::;M2h + 1) (E.65)

On vérifie ensuite que les vecteursyk = ekd2k � eMh+1�kd2Mh+1�k (k = 1; :::;M2h) (E.66)

appartiennent au noyau deG0.
On vérifie enfin que ces vecteurs propres,fxkgk=1;:::;M2h+1 [ fykgk=1;:::;M2h (E.67)

forment une famille libre maximale. On en conclut que l’ensemble :f�kgk=1;:::;M2h+1 [ f0g (E.68)

constitue la totalité des valeurs propres des matricesG0 et doncG, 0 ayant la multipli-
citéM2h.
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Par conséquent, le rayon spectral satisfait les relations suivantes :� = maxk=1;:::;M2h+1  d2k + d2Mh+1�k4 ! � B0 (E.69)

où la borneB0 est donnée par :B0 = max�2[0;2] �d(�)2 + d(4� �)24 �
(E.70)

On pose : � = 2� � (� 2 [0; 2]) (E.71)

de sorte que B0 = max�2[0;2] g(�) (E.72)

où g(�) = 14T3(3)2 �(2� �)T3(1 + �)2 + (2 + �)T3(1� �)2� (E.73)

PuisqueT3 est un polynôme du 3e degré,g(�) est un polynôme du 7e en�. Mais de
plus c’est un polynôme pair ; il ne contient donc que des monômes en 1,�2, �4 et�6. Par conséquent,g(�) se réduit à un polynôme du 3e degré ent = �2 (t 2 [0; 4]).
D’ailleurs on obtient facilement :g = 1992 �1 + 96t+ 104t2 � 32t3� (E.74)

Le maximum cherché se localise donc en résolvant l’équationdu second degré sui-
vante : dgdt = 1992 �96 + 208t� 96t2� = 0 (E.75)

On obtient les racinest = (13�p313)=12 dont la seule positive correspond au signe
+, ce qui donne, par substitution dansg, la valeur cherchée de la borne :B0 = 5032 + 313p313264627 � 0:03994125800 (E.76)



Annexe F

Corrigés des exercices

Exercice 1.1(Erreur d’approximation du modèle discret fondamental)

(1) Le problème continu (1.8) se résout par deux quadratures; son analogue discret
(1.10) par deux sommations. Pour tout` = 2; 3; :::;M + 1 :h2 `�1Xk=1 fk = (2u1 � u2) + (�u1 + 2u2 � u3) + (�u2 + 2u3 � u4)+ :::+ (�u`�2 + 2u`�1 � u`)= u1 + u`�1 � u` (F.1)

Puis, pourj = 2; 3; :::;M + 1 :h2 jX̀=2 `�1Xk=1 fk = jX̀=2 (u1 + u`�1 � u`)= (j � 1)u1 + (u1 � u2) + (u2 � u3) + :::+ (uj�1 � uj)= j u1 � uj (F.2)

D’où : uj = j u1 � h2 jX̀=2 `�1Xk=1 fk= j u1 � h2 j�1Xk=1 (j � k) fk= j u1 � h2 �(j � 1) f1 + (j � 2) f2 + :::+ fj�1� (F.3)
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En particulier,0 = uM+1 = (M + 1)u1 � h2 �M f1 + (M � 1) f2 + :::+ fM� (F.4)

dont on tire u1 = h2M + 1 �M f1 + (M � 1) f2 + :::+ fM� (F.5)

et enfin : uj = jh2M + 1 �M f1 + (M � 1) f2 + :::+ fM�� h2 �(j � 1) f1 + (j � 2) f2 + :::+ fj�1�= M + 1� jM + 1 h2 �f1 + 2f2 + :::+ (j � 1)fj�1�+ j h2M + 1 �(M + 1� j)fj + (M � j)fj+1 + :::+ fM� (F.6)

Cette équation est la forme développée de la lignej de la relation vectorielle suivante :uh = A�1h fh (F.7)

Elle permet donc d’identifier les coefficients de la lignej de la matriceA�1h comme
étant les suivants :M + 1� jM + 1 h2 ; 2M + 1� jM + 1 h2 ; ::: ; (j � 1)M + 1� jM + 1 h2 ;(M + 1� j) j h2M + 1 ; (M � j) j h2M + 1 ; ::: ; j h2M + 1 (F.8)

Ces coefficients sont positifs et admettent la somme suivante :sj = M + 1� jM + 1 h2 (j � 1)j2 + j h2M + 1 (M + 1� j)(M + 2� j)2= h22 j(M + 1� j) (F.9)

Par conséquent :kA�1h k1 = maxj sj = h22 maxj �j(M + 1� j)� � 18 (F.10)

l’égalité ayant lieu si l’entierM est impair.



Corrigés des exercices 263

(2) L’erreur de troncature au nœudxj est définie comme suit :ET (xj) = �u(xj�1) + 2u(xj)� u(xj+1)h2 � f(xj) (F.11)

dans laquelle la fonctionu(x) est la solution exacte du problème continu (1.8). Or, on
a les développements de Taylor suivants :u(xj+1) = u(xj + h)= u(xj) + hu0(xj) + h22 u00(xj) + h36 u000(xj) + h424 u0000(�j) (F.12)u(xj�1) = u(xj � h)= u(xj)� hu0(xj) + h22 u00(xj)� h36 u000(xj) + h424 u0000(�j) (F.13)

où �j 2 ]xj ; xj+1[ et�j 2 ]xj�1; xj [. Par conséquent :ET (xj) = �u00(xj)� f(xj) + �u0000(�j) + u0000(�j)� h424 (F.14)

En outre, commeu(x) est la solution du problème continu,�u00(x) � f(x) = 0 etu0000(x) = f 00(x) (8x) (F.15)

de sorte que : ET (xj) = �f 00(�j) + f 00(�j)� h224 (F.16)

Enfin,f 00 étant par hypothèse une fonction continue, le théorème de lamoyenne per-
met de simplifier cette expression comme suitET (xj) = f 00(cj) h212 (F.17)

où cj 2 ]xj�1; xj+1[ et d’en déduire la majoration cherchée :kET k1 � �h212 (F.18)

(3) La relation définissant l’erreur de troncatureET = Ah u� fh = Ah(u� uh) (en linéaire) (F.19)

s’inverse comme suit : u� uh = A�1h ET (F.20)
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et compte tenu des majorations établies aux questions précédentes, il vient :kuh � u k1 = kA�1h ET k1� kA�1h k1 kET k1� �h296 (F.21)

Exercice 1.2(Paramètres optimaux de l’itération de Jacobi)

(1) Chaque itération de Jacobi a pour effet de réduire le modepropre d’indicem d’un
facteur égal àgm(�) avec : gm(�) = 1� �hm � (F.22)

Dans le cas présent, les valeurs propresf�hmg sont des réels positifs ordonnés par
valeur croissante. Dans un plan(�; �), les courbes d’équations� = gm(�) forment un
faisceau de demi-droites de pentes négatives issues du point (0; 1) (voir figure F.1).
Lorsque� est petit, ces facteurs sont tous positifs et décroissent lorsque� croît. Le
rayon spectral, �(�) = maxm=1;2;:::;M j gm(�) j (F.23)

est alors donné par : �(�) = g1(�) (� petit) (F.24)

Pour une certaine valeur�� de� , on a :gM (��) = �g1(��) (F.25)

Pour� > ��, on a : j gM (�) j > j g1(�) j (F.26)

et par conséquent : �(�) = j gM (�) j = �gM (�) (� > ��) (F.27)

Enfin, il existe une certaine valeur�max > �� telle que :gM (�max) = �1 (F.28)

de sorte que �(�max) = 1 (F.29)
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��� �max

� = �(�)

� = gM (�)

� = g2(�)� = g1(�)

�1
0
1

...

Figure F.1.Facteurs d’atténuationgm(� ) (cf. exercice 1.2)

et au-delà de laquelle (� > �max) l’itération diverge (�(�) > 1).

Il apparaît donc que le rayon spectral�(�) est minimum pour� = �� (F.30)

qui est la valeur optimale. En résolvant (F.25), il vient :�� = ��h1 + �hM2 ��1
(F.31)

On note que s’il existe un mode d’indice` pour lequel on a exactement�` = ��h1 + �hM2 �
(F.32)
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et si � = ��, ce mode est éliminé par une seule application de l’itération de Jacobi.
On dit qu’il y a « annihiliation » du mode (voir chapitre 3). Par conséquent, on pourra
retenir le résultat précédent comme suit : dans la méthode deJacobi, la valeur optimale�� du paramètre de relaxation� est celle qui annihile le mode associé à une valeur
propre fictive égale à la moyenne arithmétique des bornes de�, c’est-à-dire l’inverse
de cette moyenne. Le rayon spectral correspondant est égal àla quantité suivante :�� = �(��)= g1(��)= 1� �h1 ��h1 + �hM2 ��1= �hM � �h1�hM + �h1= �� 1�+ 1 (F.33)

où l’on a posé : � déf= �hM�h1 (F.34)

(« nombre de conditionnement »). On observe que lorsqueM est grand, l’optimum��
est peu différent du maximum�max pour lequel l’itération ne converge pas (� = 1) ;
de manière équivalente, le nombre de conditionnement� est très grand, le rayon spec-
tral �� est très proche de 1, l’itération de Jacobi converge très lentement. On dit que le
système est « raide ».

Exercice 1.3(Propriétés des nombres de conditionnement)

(1) En vertu du Théorème A.4, on a :kA k � �(A) etkA�1 k � �(A�1) (F.35)

où � désigne le rayon spectral. Sif�1; �2; :::; �Mg sont les valeurs propres de la ma-
triceA ordonnées par valeur croissante du module, celles de la matriceA�1 sont les
nombresf1=�M ; 1=�M�1; :::; 1=�1g. Par conséquent :�(A) = j�M j et�(A�1) = 1j�1 j (F.36)

de sorte que : �(A) � �(A) �(A�1) = j�M jj�1 j � 1 (F.37)
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Dans le cas d’une matrice scalaire inversible, c’est-à-dire d’un multiple non nul de la
matrice identité,A = � I (� 6= 0), l’égalité est toujours vraie ; en effet dans ce cas,
quelle que soit la norme induite choisie, on a :kA k = j� j etkA�1 k = 1j� j (F.38)

et par conséquent, �(� I) = 1 (� 6= 0) (F.39)

(2) En vertu de (A.67), on a : kA k2 =p�(A� A) (F.40)

et kA�1 k2 =r��(A�1)� A�1� =r��(AA�)�1� (F.41)

Les valeurs propres de la matriceA�A sont des réels positifs�1; �2; :::; �M ordonnés
par valeur croissante, de sorte que :kA k2 = p�M (F.42)

En outre, la matriceA étant inversible, la relationAA� = A (A�A)A�1 (F.43)

prouve que les matricesAA� etA�A sont semblables, ce qui d’ailleurs serait encore
vrai si la matriceA était singulière. Les valeurs propres de la matriceAA� sont donc
également les nombresf�mg, et celles de la matrice inverse1=�M ; 1=�M�1; :::; 1=�1.
Par conséquent : kA�1 k2 = 1p�1 (F.44)

et finalement �2(A) =r�M�1 =s�max(A�A)�min(A�A) (F.45)

En conséquence, les matrices inversiblesA pour lesquelles�2(A) = 1 (F.46)
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sont celles qui sont telles que toutes les valeurs propres dela matriceA� A sont égales
à un certain réelr > 0. Or cette matrice est hermitienne donc diagonalisable, donc
nécessairement scalaire : A� A = r I (F.47)

La matriceA=pr est donc unitaire. La réciproque est immédiate. Il s’agit donc d’une
caractérisation.

Si la matriceA est réelle symétrique définie positive, ses valeurs propressont
réelles et positives, et�max(A� A) = �max(A2) = �2max(A) (F.48)

et de même pour le minimum. L’expression de�2(A) se réduit alors à la suivante :�2(A) = �max(A)�min(A) (F.49)

(3) Les valeurs propres de la matriceAh du modèle discret unidimensionnel (1.10)
sont fournies par le Théorème 1.1 :�hm = 2� 2 cos �mh2 = 4h2 sin2 �m2 (F.50)

Cette matrice étant réelle symétrique définie positive, le résultat de la question précé-
dente lui est applicable, de sorte que :�2(Ah) = �max(Ah)�min(Ah) = sin2 �M2sin2 �12 (F.51)

Or, �1 = �M + 1 et�M = � � �1 (F.52)

de sorte que �2(Ah) = 1tan2 �M + 1 � (M + 1)2�2 (M !1) (F.53)

Par ailleurs, par inspection directe de la matriceAh, il vientkAh k1 = 4h2 (F.54)
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et en vertu d’un résultat de l’exercice 1.1 :kA�1h k1 = 18 (F.55)

(pourM impair), de sorte que :�1(Ah) = 12h2 = (M + 1)22 (F.56)

Exercice 1.4(Encadrement de résidus)

Par leur définition dans le cadre d’un problème linéaire inversible, les vecteurs
« résidu » et « erreur » sont liés par les relations :rnh = Ah enh etr0h = Ah e0h (F.57)

Par inversion, on a donc aussi :enh = A�1h rnh ete0h = A�1h r0h (F.58)

D’où les majorations : k rnh k � kAh k k enh k (F.59)k r0h k � kAh k k e0h k (F.60)

d’une part, et : k enh k � kA�1h k k rnh k (F.61)k e0h k � kA�1h k k r0h k (F.62)

d’autre part. Les équations (F.60) et (F.62) se réécrivent comme suit :1k e0h k � kAh k 1k r0h k (F.63)1k r0h k � kA�1h k 1k e0h k (F.64)

En combinant (F.59) et (F.64), il vient :k rnh kk r0h k � � k enh kk e0h k (F.65)

En combinant (F.61) et (F.63), il vient :k enh kk e0h k � � k rnh kk r0h k (F.66)
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ce qui complète le résultat.

La réduction de l’erreur itérative constitue le véritable objectif de l’itération, mais
en pratique, le résidu est la seule quantité mesurable. Ces relations établissent le lien
entre les réductions relatives de leurs normes respectives, permettant un contrôle ri-
goureux de l’erreur, dès lors que l’on dispose d’une estimation du nombre de condi-
tionnement�.

Exercice 1.5(Estimation de convergence)

(1) En vertu d’un résultat de l’exercice 1.1, la condition portant surh s’écritkuh � u k � �h296 � 10�4 (F.67)

où ici � = maxx2 [0;1] j f 00(x) j = 8 (F.68)

Ceci donne : h � p12 10�2 � 0:0346 (F.69)

ou, de manière équivalente : M � 29 (F.70)

On fixe donc le nombre d’intervalles de discrétisation à 30 (M = 29).

(2) D’après un résultat de l’exercice 1.3,�1(Ah) = (M + 1)22 = 450 (F.71)

(3) Le nombren d’itérations de Jacobi suffisant à une réduction relative del’erreur
itérative de10�4 est lié au rayon spectral� par la condition :�n � 10�4 (F.72)

Ici, � = �h29�h1 = sin2 29�60sin2 �60 � 364:1 (F.73)
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d’où le rayon spectral � = �� 1�+ 1 � 0:9945 (F.74)

et la condition surn : n � 4log10 1=� (F.75)

soitn � 1677.

(4) Conformément au cours, pour garantir que les erreurs d’arrondi n’altèrent pas la
précision du calcul, la condition suivante doit être remplie :"� � � 10�4 (F.76)

ce qui exige ici que" � 2:7 10�7. On peut donc estimer qu’il convient de retenir 7
décimales aux représentations en réel flottant pour pouvoirgarantir cette précision.

(5) En vertu de l’exercice 1.4, k enh kk e0h k � � k rnh kk r0h k (F.77)

Par conséquent, il convient d’imposer la condition suivante :k rnh kk r0h k � 1� 10�4 � 2:7 10�7 (F.78)

pour satisfaire au critère.

Exercice 2.1(Formes hermitiennes)

Pour la vérification des axiomes voir les définitions 2.1 et 2.2. Dans le cas 1, la quantité(u; u) = MXj=1 juj j2 = �kuk2�2 (F.79)

qui est égale au carré de la norme euclidienne, est positive ou nulle quel que soit le
vecteuru 2 RM , et nulle seulement siu = 0. De même, dans le cas 2, la quantité(u; u) = Z ba ju(x)j2 dx (F.80)

est positive ou nulle quelle que soit la fonctionu 2 L2�[a; b]�, et nulle seulement siu = 0 (c’est-à-direu(x) = 0 presque partout).
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Exercice 2.2(Opérateur de dérivée première)

Soientu etv deux éléments quelconques de l’espace de HilbertH = nu 2 L2�[a; b]! C � = u(a) = u(b)o (F.81)

Une intégration par parties donne :(Au; v) = Z ba du(x)dx v(x) dx= hu(x) v(x)iba � Z ba u(x) dv(x)dx dx= � Z ba u(x) dv(x)dx dx= (u;�Av) (F.82)

Par conséquent l’opérateurA est antisymétrique :A� = �A (F.83)

et on en déduit que ses valeurs propres sont purement imaginaires. Plus précisément,
les fonctions propres sont les fonctions� 2 H telles que :A� = �� (F.84)

pour un certain� 2 C , ce qui équivaut à l’équation différentielle suivante :d�dx = �� (F.85)(� 2 L2�[a; b]�) soumise à la condition aux limites�(a) = �(b) (F.86)

Il vient : �(x) = C exp�� (x� a)� (F.87)

dans laquelleC est une constante arbitraire. Les seules solutions non triviales (C 6= 0)
qui satisfont la condition aux limites sont les fonctions périodiques obtenues lorsque� est de la forme suivante :� = �m = 2�imb� a (m 2 Z) (F.88)
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ce qui fournit, comme prévu, un ensemble dénombrable de modes propres pour les-
quels les fonctions propres ont la forme suivante :�m(x) = exp�2�imx� ab� a� (F.89)

Exercice 2.3(Equation d’advection pure)

On décompose la condition initiale donnée en série de Fourier :u0(x) = +1Xm=�1 c0m �m(x) (F.90)

où ici, �m(x) = exp�2� imxL �
(F.91)

de sorte que pour tout entier` 2 Z :(u0; �`) = +1Xm=�1 c0m Z L0 exp�2� imxL � exp��2� i ` xL � dx= L c0̀ (F.92)

de sorte que : 8m 2 Z ; c0m = 1L Z L0 u0(x) exp��2� imxL � dx (F.93)

Notons que dans le cas courant où la condition initialeu0(x) est réelle, ces coefficients
satisfont la condition suivante :c�m = cm (8m 2 Z) (F.94)

de sorte qu’en introduisant les coefficients réels suivants:am = cm + c�m = 2<(cm) etbm = cm � c�mi = 2=(cm) (F.95)

la série précédente prend la forme habituelle suivante :u0(x) = a02 + 1Xm=1�am cos 2�mx+ bm sin 2�mx� (F.96)

Par conséquent, on peut chercher la solution du problème sous la forme de la série de
Fourier suivante u(x; t) = +1Xm=�1 cm(t)�m(x) (F.97)
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dont les coefficientsfcm(t)g dépendent du temps et vérifient la condition :cm(0) = c0m (F.98)

équivalente à la condition initiale. On observe que toute fonction représentée par une
telle série satisfait automatiquement la condition aux limites. En reportant cette série
dans l’EDP, on voit que celle-ci équivaut au système suivantd’EDO :cm(t)0 + c �m cm(t) = 0 (8m) (F.99)

D’où : cm(t) = c0m exp(��mct) (F.100)

et finalement : u(x; t) = +1Xm=�1 c0m exp(��mct) exp(�mx)= +1Xm=�1 c0m exp��m(x� ct)�= u0(x� ct) (F.101)

En conclusion, la solution du problème d’advection pure estune série de Fourier dont
les coefficients sont obtenus pourt = 0 à partir de la condition initiale. L’intégration
en temps a pour effet de multiplier le mode de Fourier d’indicem par une exponen-
tielle du temps dont l’exposant est proportionnel à la valeur propre�m associée à ce
mode et à la céléritéc. Comme�m est purement imaginaire, ce facteur exponentiel
introduit un déphasage proportionnel au temps, l’amplitude étant conservée.

Bien évidemment, l’équation (F.101) peut s’établir directement et simplement.

Exercice 2.4(Opérateur dérivée seconde)

Soientu etv deux éléments quelconques de l’espace de HilbertH10 . Deux intégrations
par parties donnent :(Au; v) = Z ba d2u(x)dx2 v(x) dx= �du(x)dx v(x)�ba � Z ba du(x)dx dv(x)dx dx= � �u(x) dv(x)dx �ba + Z ba u(x) d2v(x)dx2 dx= (u;Av) (F.102)
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Par conséquent l’opérateurA est auto-adjoint :A� = A (F.103)

et on en déduit que ses valeurs propres sont réelles. Plus précisément, les fonctions
propres sont les fonctions 2 H10 telles que :A = � (F.104)

pour un certain� 2 R, ce qui équivaut à l’équation différentielle suivante :d2 dx2 = � (F.105)

soumise aux conditions aux limites suivantes : (a) =  (b) = 0 (F.106)

Il vient :  (x) = � exp�p�(x � a)�+ � exp��p�(x� a)� (F.107)

où � et � sont des constantes que l’on détermine en imposant les conditions aux
limites : ( �+ � = 0exp�p�(b� a)��+ exp��p�(b� a)�� = 0 (F.108)

Ce système admet une solution non triviale,(�; �) 6= (0; 0), ssi il est singulier, ce qui
équivaut à la condition suivante :exp�p�(b� a)� = exp��p�(b� a)� (F.109)

soit : exp�2p�(b� a)� = 1 (F.110)

soit encore : �2p�(b� a) = 2m�i (m 2 N) (F.111)

ce qui fournit, comme prévu, un ensemble dénombrable de modes propres correspon-
dant aux valeurs propres réelles négatives suivantes :�m = �� m�b� a�2 (F.112)
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associées aux fonctions propres m(x) = 12i �exp�m�i(x� a)b� a �� exp��m�i(x� a)b� a ��= sin�m�x� ab� a � (F.113)

obtenues en fixant la constante arbitraire� à1=(2i).
Exercice 2.5(Equation de la chaleur)

On cherche la solution sous la forme d’une série des fonctions propres ; on pose donc
ici : u(x; t) = 1Xm=1 cm(t) m(x)= 1Xm=1 cm(t) sin m�xL (F.114)

(a = 0 ; b = L) en observant qu’une telle fonction satisfait automatiquement les
conditions aux limites. Pour déterminer les valeurs initiales des coefficients inconnusfcm(t)g, on décompose la fonction donnéeu0(x) en une telle série :u0(x) = 1Xm=1 cm(0) m(x)= 1Xm=1 cm(0) sin m�xL (F.115)

Pour inverser cette relation, on utilise à nouveau l’orthogonalité des fonctions de base :
pour tout couple d’indices(m; `) distincts (m 6= `), on a :( m;  `) = Z L0 sin m�xL sin `�xL dx= 12 Z L0 �cos (m� `)�xL � cos (m+ `)�xL � dx= L2� � 1m� ` sin (m� `)�xL � 1m+ ` sin (m+ `)�xL �= 0 (F.116)
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Par conséquent : cm(0) = (u0;  m)( m;  m)= 2L Z L0 u0(x) sin m�xL dx (F.117)

En reportant dans l’EDP la série exprimant l’inconnueu(x; t), il vient :1Xm=1 c0m(t) sin m�xL = �� 1Xm=1�m�L �2 cm(t) sin m�xL (F.118)

Puisque les fonctions propresf m(x)g forment une base, cette équation est satisfaite
ssi les coefficients de droite et de gauche sont identiques terme-à-terme, c’est-à-dire
ssi les coefficients inconnusfcm(t)g sont solutions du système suivant d’EDO :c0m(t) = �� �m�L �2 cm(t) (F.119)

Il vient : cm(t) = cm(0) exp���t�m�L �2�
(F.120)

ce qui complète la détermination de la solution.

En conclusion, pour le problème de la chaleur, la solution s’exprime comme une
série de fonctions spatialement sinusoïdales. L’intégration en temps a un effet dis-
sipatif sur chaque terme de la série qui est atténué par une exponentielle du temps
dont l’exposant négatif est proportionnel au coefficient dedissipation� et au carré de
la fréquencem�=L. L’expression de la solution permettrait également de mettre en
évidence l’« effet régularisant » de l’intégration en temps: si u0(x) est une fonction
régulière à l’exception d’un ou plusieurs points où la fonction admet un saut, alors
quel que soitt > 0, u(x; t) est une fonction régulière dex ; les sauts ont été « lissés ».

Exercice 2.6(Opérateurs de différences finies périodiques usuels)uj = (uh)j ; vj = (Ah uh)j = KXk=�K �k uj+k



278 Modèles discrets et schémas itératifsAh vj ::: ��2 ��1 �0 �1 �2 ::: Krh uj � uj�1 0 �1 1 0 0 1r2h uj � 2uj�1 + uj�2 1 �2 1 0 0 2�h uj+1 � uj 0 0 �1 1 0 1�2h uj+2 � 2j+1 + uj 0 0 1 �2 1 2�h 12 (uj+1 � uj�1) 0 � 12 0 12 0 1��h 12 (3uj � 4uj�1 + uj�2) 12 �2 32 0 0 2�+h 12 (�3uj + 4uj+1 � uj+2) 0 0 � 32 2 � 12 2
Exercice 2.7(Structure matricielle d’opérateur périodique)

(1) La relation vj = (Ah uh)j = KXk=�K �k uj+k (F.121)

montre qu’à la lignej de la matriceAh le coefficient�k apparaît à la colonnej + k
pour autant que cet indice est compris entre 1 etM . Dans le cas inverse, l’hypothèse
de périodicité de la solution permet d’écrire :uj+k = uj+k�M (F.122)

où le signe est choisi afin que l’indice soit positif ; le coefficient apparaît alors dans la
colonnej + k �M . Par exemple, dans le casM = 7 etK = 2, la première ligne
s’obtient à partir des relations suivantes :v1 = ��2 u�1 + ��1 u0 + �0 u1 + �1 u2 + �2 u3= ��2 u6 + ��1 u7 + �0 u1 + �1 u2 + �2 u3 (F.123)
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d’où la structure matricielle suivante :Ah = 0BBBBBBBB@ �0 �1 �2 0 0 ��2 ��1��1 �0 �1 �2 0 0 ��2��2 ��1 �0 �1 �2 0 00 ��2 ��1 �0 �1 �2 00 0 ��2 ��1 �0 �1 �2�2 0 0 ��2 ��1 �0 �1�0 �2 0 0 ��2 ��1 �0
1CCCCCCCCA (F.124)

(2) Chaque ligne de la matriceAh résulte d’une permutation circulaire de la précé-
dente ; la matriceAh est bien « circulante ». La structure bande de la matrice est légè-
rement modifiée par les coefficients qui apparaîssent dans les coins supérieur-droit et
inférieur-gauche par application des conditions de périodicité.

Exercice 2.8(Diagonalisation des matrices circulantes)

(1) On calcule le produitD�h D+h et on vérifie aisément que :D�h D+h = I (F.125)

Par conséquent, les opérateursD+h etD�h sont inverses l’un de l’autre, et visiblement
transposés (adjoints) l’un de l’autre, donc orthogonaux:�D+h ��1 = D�h = �D+h �T ; �D�h ��1 = D+h = �D�h �T (F.126)

Par conséquent, chacun commute avec son adjoint :�D+h �� D+h = D�h D+h = I = D+h D�h = D+h �D+h �� (F.127)�D�h �� D�h = D+h D�h = I = D�h D+h = D�h �D�h �� (F.128)

Chacun d’eux est donc normal et par conséquent diagonalisable par une transforma-
tion unitaire : D+h = �+h D+h �+h � ; �+h ��+h = I ; D+h diagonale (F.129)D�h = ��h D�h ��h � ; ��h � ��h = I ; D�h diagonale (F.130)

Enfin, ces opérateurs commutentD+h D�h = D�h D+h (= I) (F.131)

Par conséquent : �+h = ��h (F.132)

(2) Il s’agit de vérifier que l’opérateur�h défini dans l’énoncé est bien unitaire, qu’il
diagonalise effectivement les opérateursD+h etD�h et que les valeurs propres ont bien
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la forme indiquée.

Pour tout indicem = 1; 2; :::;M , on note�(m)h le m-ème vecteur colonne de
la matrice�h dont laj-ème composante est la la quantité�hj;m. Pour tout couple
d’indices(m:`) on calcule le produit hermitien :(�(m)h ;�(`)h ) = MXj=1 �hj;m �hj;` = 1M MXj=1 zj (F.133)

où l’on a posé : z = exp [i (�m � �`)] = exp �2i�(m� `)M �
(F.134)

Par conséquent, si` 6= m, z 6= 1 et :(�(m)h ;�(`)h ) = 1M z 1� zM1� z = 0 (F.135)

carzM = 1, ce qui prouve l’orthogonalité des vecteurs colonnes de la matrice�h. Par
contre, pour̀ = m, z = 1 et l’on a :(�(m)h ;�(m)h ) = �k�(m)h k2�2 = 1 (F.136)

ce qui prouve que ces vecteurs sont de norme euclidienne égale à 1. La matrice�h est
donc bien unitaire : ��h�h = I (F.137)

Vérifions maintenant que les vecteurs colonnes�(m)h (m = 1; 2; :::;M ) sont bien
desdonclesvecteurs propres des matricesD+h etD�h . Pour tout indicej = 1; 2; :::;M ,
on a : �D+h �(m)h �j = �hj+1;m = d+m �hj;m (F.138)�D�h �(m)h �j = �hj�1;m = d�m �hj;m (F.139)

où l’on a posé : d+m = exp(i�m) (F.140)d�m = exp(�i�m) (F.141)

On a donc bien : D+h = �hD+h ��h (F.142)D�h = �hD�h ��h (F.143)
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oùD+h etD�h sont les matrices diagonales qui contiennent les valeurs propresfd+mg
etfd�mg (m = 1; 2; :::;M ).

(3) Dans le cas d’une discrétisation uniforme de l’intervalle [a,b] :xj = a+ j b� aM (j = 0; 1; 2; :::;M) (F.144)

on a : �hj;m = 1pM �m(xj) (F.145)

où �m(x) est une fonction propre de l’opérateur de dérivée première identifiée à
l’exercice 2.2 définie en (2.35) ce qui permet de tirer la conclusion suivante : dans
le cas périodique, les modes de Fourier discrets sont les discrétisés des modes de Fou-
rier du modèle linéaire périodique continu.

Exercice 2.9(Spectres d’opérateurs périodiques particuliers)

L’application de la formule (2.75) aux opérateurs de l’exercice 2.6 fournit les ex-
pressions suivantes de leurs valeurs propres génériques respectives :rh : �hm = 1� exp(�i�m) (F.146)r2h : �hm = 1� 2 exp(�i�m) + exp(�2i�m) = [1� exp(�i�m)]2 (F.147)�h : �hm = exp(i�m)� 1 (F.148)�2h : �hm = exp(2i�m)� 2 exp(i�m) + 1 = [exp(i�m)� 1]2 (F.149)�h : �hm = 12 [exp(i�m)� exp(�i�m)] = i sin �m (F.150)��h : �hm = 32 � 2 exp(�i�m) + 12 exp(�2i�m) (F.151)�+h : �hm = � 12 exp(2i�m) + 2 exp(i�m)� 32 (F.152)

Exercice 2.10(Conservation de la norme par la transformée de Fourier)

Quel que soit le vecteuruh, on a :(kcuhk2)2 = cuh�cuh = u�h�h��h uh = u�h uh = (kuhk2)2 (F.153)

Rien d’étonnant : la transformée de Fourier discrète�h comme son analogue continu
est un opérateur unitaire.
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Exercice 2.11(Transformées de Fourier discrète et continue)

Pour une fonctionu 2 L2([a; b]), (b� a)-périodique :bum = Z ba u(x) exp��2�imx� ab� a� dxb� au(x) = 1Xm=�1 bum exp�2�imx� ab� a� (F.154)

Exercice 2.12(Spectre de la différence centrée)

En vertu des équations (F.88) et (F.150), on a :1h �hm�m = i sin 2�mhb� ai 2�mhb� a = 1 +O �h2� (h! 0 ; m fixé) (F.155)

Exercice 2.13(Modes propres dans un cas de conditions de Dirichlet-Neumann)

(1) Les fonctions propres du problème continu sont les éléments 2 H tels que :d2 dx2 = � (F.156)

pour un certain� 2 C . Comme à l’exercice 2.4, cette équation impose que : (x) = � exp�p�(x � a)�+ � exp��p�(x� a)� (F.157)

où� et� sont des constantes que l’on détermine en imposant les conditions aux limites
dont celle enx = b a changé :( �+ � = 0p� exp�p�(b� a)���p� exp��p�(b� a)�� = 0 (F.158)

A nouveau, ce système admet une solution non triviale,(�; �) 6= (0; 0), ssi il est
singulier, ce qui équivaut ici à la condition suivante :exp�p�(b� a)� = � exp��p�(b� a)� (F.159)

soit : exp�2p�(b� a)� = �1 (F.160)
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soit encore : �2p�(b� a) = (2m� 1)�i (m 2 N) (F.161)

ce qui fournit à nouveau, comme prévu, un ensemble dénombrable de modes propres
correspondant aux valeurs propres réelles négatives suivantes :�m = ��(m� 12 )�b� a �2

(F.162)

associées aux fonctions propres m(x) = 12i �exp�(m� 12 )�i(x� a)b� a �� exp�� (m� 12 )�i(x � a)b� a ��= sin�(m� 12 )�x� ab� a � (F.163)

obtenues en fixant la constante arbitraire� à1=(2i).
(2) Il est naturel de tester, comme vecteurs propres potentiels, les discrétisés des fonc-
tions propres du problème continu. On considère donc les vecteursf (m)h g (m =1; 2; :::;M ) définis comme suit par leurs composantes : hj;m = p2h m(xj) (j = 1; 2; :::;M) (F.164)

où la constante
p2h n’est pas essentielle mais sert à normaliser le vecteur. On peut

également convenir d’appliquer cette formule pourj = 0 etM + 1, de sorte qu’alors
les termes de bords vérifient les « conditions aux limites » ausens suivant : pour tout
modem = 1; 2; :::;M : h0;m = 0 (F.165) hM+1;m = p2h m(b+ h2 ) = p2h m(b� h2 ) =  hM�1;m (F.166)

On remarque ensuite que l’on a :�Ah  (m)h �j =  hj�1;m � 2 hj;m +  hj+1;m (F.167)

pour toutj = 1; 2; :::;M (limites incluses) en vertu des conditions aux bords satis-
faites par le vecteurf (m)h g. Il vient donc :�Ah  (m)h �j = �2 hj;m +p2h [sin(j � 1)�m + sin(j + 1)�m]= �hm  hj;m (F.168)
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où l’on a posé, comme de coutume :�hm = �2 + 2 cos �m (F.169)

ce qui prouve que le vecteurf (m)h g est effectivement un vecteur propre de la matriceAh. L’expression de la valeur propre�hm en fonction du paramètre de fréquence�m
reste la même, seule change la forme prise par ce paramètre enfonction de l’indicem
et en conséquence l’allure des vecteurs propres. En particulier, pour le mode de plus
basse fréquence, (1)h , l’intervalle d’étude[a; b] correspond ici au quart de sa période.

Exercice 3.1(Propriétés de lissage de l’itération de Gauss-Seidel en périodique)

(1) Dans le cas du modèle discret considéré, l’itération de Gauss-Seidel prend la forme
suivante :

Pourj = 1; 2; :::;M (dans cet ordre) :un+1j = 12un+1j�1 + 12unj+1 + 12h2 fj (F.170)

ou, de manière équivalente :

Pourj = 1; 2; :::;M (dans cet ordre) :en+1j = 12en+1j�1 + 12enj+1 (F.171)

où enj désigne laj-ème composante du vecteur erreuren à l’itérationn. Le facteur
d’amplification (ou d’atténuation)g(�) s’obtient en évaluant l’effet de l’itération sur
un mode de Fourier exprimé comme suit :enj = C eij� (8 j ; � 2 [��; �]) (F.172)

dont on sait qu’il s’agit d’un mode propre de l’itération ce qui permet de poser :en+1j = C g1(�) eij� (8 j) (F.173)

En reportant ces expressions dans l’équation de l’erreur, il vient :g1(�) = 12 g1(�) e�i� + 12 ei� (F.174)

Il en résulte : g1(�) = ei�2� e�i� (F.175)

et jg1(�)j = 1q(2� cos �)2 + sin2 � = 1p5� 4 cos � = 1r1 + 8 sin2 �2 (F.176)
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Figure F.2. Facteur d’atténuation de la méthode de Gauss-Seidel en périodique : (a)jg1(�)j
(! = 1) ; (b) avec sous-relaxation,jgw�(�)j (!� = 2(p2� 1)) ; cf. exercice 3.1.

Cette fonction est représentée à la figure F.2. On y observe que l’atténuation est d’au-
tant meilleure que la fréquence est élevée.

(2) Lorsqu’on inclut une étape de sur ou sous-relaxation, l’itération prend la forme
suivante :

Pourj = 1; 2; :::;M (dans cet ordre) :vn+1j = 12un+1j�1 + 12unj+1 + 12h2 fj (F.177)un+1j = unj + ! �vn+1j � unj � (F.178)

de sorte que : un+1j = (1� !)unj + !2 �un+1j�1 + unj+1 + h2 fj� (F.179)

et pour ce qui est de l’erreur :en+1j = (1� !) enj + !2 �en+1j�1 + enj+1� (F.180)
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En injectant un mode de Fourier de fréquence� dans cette équation, le facteur d’am-
plificationg!(�) en résulte : g!(�) = 1� ! + !2 ei�1� !2 e�i� (F.181)

ce qui généralise l’expression deg1(�) de la question précédente. Il vient :jg!(�)j2 = �1� ! + !2 cos ��2 + !24 sin2 ��1� !2 cos ��2 + !24 sin2 �= (1� !)2 + !24 + !(1� !) cos �1 + !24 � ! cos �= ! � 1 + (1� !)2 + !24 + (1� !)�1 + !24 �1 + !24 � ! cos � (F.182)

On voit que si! � 1, la quantitéjg!(�)j2 est une fonction décroissante decos �, donc
croissante de� 2 [0; �]. Par conséquent, dans cette hypothèse, dans le but d’optimiser
les performances de « lissage », on se limite à la considération des modes de hautes
fréquences (� 2 [�=2; �]), et on minimise le maximum suivant :�(!) déf= min�2 [�=2;�] jg!(�)j2 = ���g!(�2 )���2 (F.183)

Il vient : �(!) = (1� !)2 + !241 + !24 (F.184)

On obtient facilement : �0(!) = !2 + 4! � 42 �1 + !24 � (F.185)
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ce qui permet de dresser le tableau de variation suivant :! 0 2(p2� 1) 1�0(!) -2 – 0 + 825�(!) 1 & 3� 2p2 % 15
Par conséquent le minimum de�(!) est atteint pour :! = !� = 2(p2� 1) � 0:8284 (F.186)

La fonctionjg!�(�)j qui en résulte est représentée à la figure F.2. On a en particulier,���g!�(�2 )��� =q3� 2p2 = p2� 1 � 0:4142 (F.187)

au lieu de1=p5 � 0:4472 précédemment obtenu sans sous-relaxation (! = 1).

Exercice 3.2(Itération de Gauss-Seidel pour le problème de Dirichlet)

Soit g une valeur propre de l’itération et(u; v) un vecteur propre associé non nul. En
reportant les relations indiquées en (3.176) dans (3.174) et (3.175), il vient :g v = g B v + C u (F.188)g u = u+ ! (g v � u) (F.189)

Pour identifier le rayon spectral, on s’intéresse aux valeurs propres non nulles (g 6= 0)
pour lesquelles : v = g � 1 + !g! u (F.190)

de sorte que le système aux valeurs propres précédent se réduit à :H u = 0 (u 6= 0) (F.191)

où l’on a posé : H = (g � 1 + !) (I �B)� ! C= TridDD �a(g; !); b(g; !); c(g; !)� (F.192)
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et a(g; !) = �g � 1 + !2 (F.193)b(g; !) = g � 1 + ! (F.194)c(g; !) = �!2 (F.195)

La condition équivaut à dire que la matriceH est singulière ou que l’une de ses valeurs
propres est nulle. Or ces valeurs propres, notéesfhmg, s’expriment par la formule
générale (2.191) ou (2.195) qui ici s’écrit comme suit :hm = g � 1 + ! � 2rg � 1 + !2 :!2 cos �m (m = 1; 2; :::;M) (F.196)

Les valeurs deg pour lesquelles il existehm = 0 sont donc celles pour lesquelles on
a : g � 1 + ! = ! cos2 �m (F.197)

(pour un certain indicem), à savoir :gm = 1� ! sin2 �m (m = 1; 2; :::;M) (F.198)

Cette expression est identique à celle des valeurs propres de l’itération de Jacobi ap-
pliquée à un système algébrique « équivalent » pour lequel lespectre de la matriceAh serait constitué des nombresfsin2 �mg et dont le paramètre de relaxation� serait
égal à!. On note que les modes fréquentiels interviennent par le termesin2 �m ; par
conséquent, le facteur d’atténuation de modes associés à des fréquences complémen-
taires à� est identique. Les modes de hautes fréquences sont donc globalement traités
de la même manière que ceux de basses fréquences, et l’optimisation admet le même
résultat dans les cas (a) et (b). Les modes qui limitent le spectre sont ici associés à
la plus basse fréquence�1 = �h et à la fréquence moyenne�=2 (en supposantM
impair). En application des résultats de l’exercice 1.2, ilvient :!� = � sin2 �1 + 12 ��1 = 21 + sin2 �h (F.199)

qui met en évidence que la vitesse de convergence est maximale par sur-relaxation :1 < !� < 2 (F.200)

Le rayon spectral en résulte :�� = g1 = !� � 1 = 1� sin2 �h1 + sin2 �h = 1� 2�2h2 + ::: (F.201)
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ainsi que la vitesse de convergence:�� = � ln �� = 2�2h2 + ::: (F.202)

Pour l’itération de base (! = 1), le rayon spectral a été évalué à la section 3.2 :� = cos2 �h = 1� �2h2 + ::: (F.203)

ce qui correspond à la vitesse de convergence� = � ln � = �2h2 + ::: (F.204)

Par conséquent, la sur-relaxation a permis de réaliser un gain en vitesse de conver-
gence proche de 2 : ��� � 2 (F.205)

Les courbes représentatives du facteur d’amplification,g!(�) = 1� ! sin2 � (F.206)

en fonction du paramètre de fréquence� 2 [0; �] sont indiquées à la figure F.3 pour! = 1 (itération de base) et! = !� (itération optimisée).

Exercice 4.1(Approximation de grille grossière)

On se place dans le cas de deux grilles emboîtées unidimensionnelles et uniformes :Mh, la grille fine de dimensionMh, etM2h, la grille grossière de dimensionM2h et
l’on a :Mh = 2M2h + 1. Soit u2h = 0BBB@ u1u2

...uM2h 1CCCA (F.207)

un vecteur quelconque défini sur la grille grossière. L’opérateurP de prolongement
étant celui qui correspond à l’injection naturelle aux points communs aux deux grilles
et à l’interpolation linéaire aux autres, on a :P u2h = 0BBBBBBBBB@

12 (0 + u1)u112 (u1 + u2)u212 (u2 + u3)u3
...

1CCCCCCCCCA (F.208)
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Figure F.3. Facteur d’amplification en fonction du paramètre de fréquence � 2 [0; �] pour
l’itération de Gauss-Seidel appliquée au problème modèle de Dirichlet : itération de base,g1(�),
et itération optimisée,g!(�) ; figure tracée pourM = 9, �1 = �=10 ; cf. exercice 3.2

Par conséquent siAh = h�2 Trid (�1; 2;�1) (de dimensionMh �Mh), il vient :

Ah P u2h = 1h2 0BBBBBBBBB@
2 12u1 � u1� 12u1 + 2u1 � 12 (u1 + u2)�u1 + 2 12 (u1 + u2)� u2� 12 (u1 + u2) + 2u2 � 12 (u2 + u3)�u2 + 2 12 (u2 + u3)� u3� 12 (u2 + u3) + 2u3 � 12 (u3 + u4)

...

1CCCCCCCCCA
= 1h2 0BBBBBBBBB@

0u1 � 12u20� 12u1 + u2 � 12u30� 12u2 + u3 � 12u4
...

1CCCCCCCCCA (F.209)
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Le choixR = 12P T conduit alors à :RAh P u2h = 14h2 0BBB@ 2u1 � u2�u1 + 2u2 � u3�u2 + 2u3 � u4
...

1CCCA = 1(2h)2 Trid (�1; 2;�1)u2h (F.210)

où la matrice tridiagonale est de dimensionM2h �M2h. Le vecteuru2h étant quel-
conque, cette relation permet d’identifier les opérateurs :RAh P = 1(2h)2 Trid (�1; 2;�1) = A2h (F.211)

Exercice 4.2(Expérimentation numérique d’enrichissement progressifde maillage)

(1) On réfère à l’exercice 1.1 pour les notations et les résultats de convergence. On a :� = maxx2 [0;1] ����4 sin �x�� = �4 (F.212)

et : kA�1h k1 = 18 (F.213)

de sorte que si le résidu satisfait le critère proposé, alorson a bien :k enh k1 = kA�1h rnh k1 � kA�1h k1:k rnh k1 � 18 :�h212 = �h296 (F.214)

Pourh = 132 , on a : �h296 � 0:99 10�3 (F.215)

(2) A la suite d’un calcul monogrille (M + 1 = 32), on a tracé la courbe de varia-
tion (de la norme) du résidu (en échelle logarithmique) en fonction des itérations à la
figure F.4 (a) (ainsi qu’en (b) et à la figure suivante comme calcul de référence). Na-
turellement, cette courbe est une droite illustrant dans ces échelles une décroissance
géométrique. On a également consigné les résultats requis dans le tableau F.1 dans
lequel le residu est mesuré en norme-infinie, l’abréviation« UT » désigne les unités
de travail dépensées (nombre d’itérations� nombre de points intérieurM ). La quan-
tité UT est un indicateur approximatif de ce que serait la partie principale du coût du
calcul, les itérations de relaxation, pour un problème numériquement moins trivial.
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initial

résidu
final

itérations
effectuées

UT

32 .987D+01 .791D-02 1477 45787

Tableau F.1.Résolution itérative monogrille jusqu’à satisfaction du critère d’arrêt

Dans cette expérience, le résidu a été atténué d’un facteur égal au rapport:791D�02=:987D + 01 � 0:8 10�3. Notons que le nombre de conditionnement du système
peut être évalué (cf. exercices 1.2 et 1.5) :� = �max�min = tg�2 �12 = tg�2 �2(M + 1) = tg�2 �64 � 414 (F.216)

ainsi que le rayon spectral de l’itération de Jacobi lorsquele paramètre de relaxation
est optimisé : �� = �� 1�+ 1 � 0:995185 (F.217)

Par conséquent, le nombre d’itérationsn nécessaires à la réduction observée du résidu
pouvait être estiméa priori à :n = log 0:8 10�3log �� � 1477 (F.218)

ce qui est conforme au résultat observé.

(3) Avant toute expérience numérique, évaluons la précision de la formule d’interpo-
lation à 4 points de l’énoncé.

Le polynôme d’interpolation de LagrangeP3(x) d’une fonction régulière notée iciu0(x) admettant les valeurs u02j�2 = uj�1 (F.219)u02j = uj (F.220)u02j+2 = uj+1 (F.221)u02j+4 = uj+2 (F.222)
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Figure F.4. Comparaison des courbes de convergence du résidu en fonction des itérations de
l’algorithme monogrille (M + 1 = 32) et de l’algorithme par enrichissement progressif (M +1 = 4; 8; 16; 32) : (a) interpolation linéaire, (b) interpolation cubique.
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respectivement aux abscissesx2j�2 = (2j � 2)h (F.223)x2j = 2jh (F.224)x2j+2 = (2j + 2)h (F.225)x2j+4 = (2j + 4)h (F.226)

admet l’expresion suivante (« forme de Newton ») :P3(x) = u02j�2 (F.227)+ u02j � u02j�22h [x� (2j � 2)h]+ u02j+2 � 2u02j + u02j�28h2 [x� (2j � 2)h] [x� 2jh]+ u02j+4 � 3u02j+2 + 3u02j � u02j�248h3 [x� (2j � 2)h] [x� 2jh] [x� (2j + 2)h]
(F.228)

Les formules d’interpolation de l’énoncé correspondent à des valeurs particulières
du polynômeP3(x) : (4.32) s’obtient en faisantj = 1 et x = h ; (4.33) en faisantx = (2j + 1)h ; (4.34) en faisantj = (M + 1)=2 � 2 et x = Mh. Par conséquent,
il s’agit dans les 3 cas d’une interpolation cubique de ce type. En supposant que la
fonction interpoléeu0 est de classeC4[0; 1], on sait que l’erreur d’interpolation est de
la forme suivante :"(x) déf= u0(x)� P3(x)= 14! [x� (2j � 2)h] [x� 2jh] [x� (2j + 2)h] [x� (2j + 4)h] d4u0dx4 (�)= O �h4� (F.229)

où � 2 ]0; 1[. Ce résultat pouvait également être atteint en substituantdes développe-
ments limités aux différents termes des expressions proposées.

Ayant établi la consistance des formules d’interpolation,on procède ensuite à l’ex-
périence d’enrichissement progressif de maillage suivantla procédure décrite dans
l’énoncé. Les résultats des opérations effectuées sur un niveau de grille occupent dé-
sormais une ligne de tableau, auquel on ajoute une colonne « UTC » des unités de
travail cumulées depuis l’initialisation de la solution sur la grille la plus grossière. Les
résultats sont consignés au tableau F.2 dans le cas de l’interpolation linéaire et au ta-
bleau F.3 pour l’interpolation cubique.

Les courbes de convergence du résidu, qui, quel que soit le niveau de grille a une
définition consistante à la quantité�(uxx + f), sont indiquées à la figure F.4 (a) et
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initial

résidu
final

itérations
effectuées

UT UTC

4
8

16
32

.987D+01

.912D+01

.101D+02

.993D+01

.436

.127

.316D-01

.791D-02

9
54

296
1477

27
378

4440
45787

27
405

4845
50632

Tableau F.2.Résolution itérative par enrichissement progressif du maillage et prolongement
par interpolation linéaireM + 1 résidu

initial
résidu
final

itérations
effectuées

UT UTC

4
8

16
32

.987D+01

.151

.564

.148

.436

.124

.309D-01

.791D-02

9
14

121
525

27
98

1815
16275

27
125

1940
18215

Tableau F.3.Résolution itérative par enrichissement progressif du maillage et prolongement
par interpolation cubique

(b). Cependant, en abscisse sont portées les itérations dont le coût diffère d’un niveau
à l’autre. Ces courbes sont donc indicatrices de l’historique de convergence, mais ne
constituent pas exactement un diagramme du résidu, c’est-à-dire du degré de conver-
gence, en fonction du coût.

La technique d’enrichissement progressif se révèle remarquablement inefficace
dans le cas du prolongement par interpolation linéaire. Dans ce cas particulier, on
constate que chaque prolongement a pour effet de faire remonter le résidu à une valeur
proche de 10, indépendamment du niveau de grille, faisant perdre le gain potentiel de
l’itération sur la grille précédente. Observons-en le mécanisme : immédiatement après
le prolongement, en un nœud d’indice impair,x = x2j�1, de la grille fineMh on a le



296 Modèles discrets et schémas itératifs

résidu suivant :rh2j�1 = �u02j�2 + 2u02j�1 � u02jh2 � fh2j�1 = �fh2j�1 (F.230)

alors qu’en un nœud d’indice pair :rh2j = �u02j�1 + 2u02j � u02j+1h2 � fh2j= �u02j�2 + u02j2 + 2u02j � u02j + u02j+22h2 � fh2j= �u02j�2 + 2u02j � u02j+22h2 � fh2j= 2 �rHj + fHj�� fh2j= fh2j +O �H2� (F.231)

car : fHj = fh2j (F.232)

et rHj = O �H2� est la valeur du résidu au même point, calculé sur la grille gros-
sièreMH à l’issue de l’itération sur cette grille, c’est-à-dire à satisfaction du critère
d’arrêt. On constate donc qu’à des termes enO �H2� près, les composantes du ré-
sidu après prolongement de la solution par interpolation linéaire, sont les nombres :�fh1; fh2; �fh3; fh4; :::. Ces composantes sont donc en général de l’ordre de
l’unité et présentent une alternance de signe dans les zonesou le terme source garde
un signe constant. Dans l’expérience présente, leur maximum est proche de�2 � 10,
et le signe change à chaque nœud ; le résidu contient donc une composante de la plus
haute fréquence proche de 10. En conséquence, sur la grille fine, l’initialisation ne
permet de réaliser aucune économie sur le nombre d’itérations nécessaires à la satis-
faction du critère d’arrêt. L’interpolation linéaire est donc insuffisamment précise.

A l’inverse, l’interpolation cubique se révèle suffisamment précise. On observe
une certaine remontée du résidu par l’effet de l’interpolation, mais par un facteur qui
semble borné par une constante inférieure à 5. La technique d’enrichissement permet
de réaliser un gain en UTC proche de 2.5.

Il était prévisible qu’une interpolation au moins cubique serait suffisante au succès
de la procédure. Pour le comprendre, examinons comment le résidu se transfère de la
grilleMH à la grilleMh (H = 2h). A l’issue de l’itération surMH , on a :rH = AH uH � fH (F.233)

et : k rH k1 � �2H212 (F.234)
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On prolonge alors le vecteur des inconnues :uh = P uH (F.235)

où l’opérateurP correspond à l’injection directe aux points communs aux deux grilles,
et à une certaine interpolation aux points qui appartiennent seulement à la grille fineMh. On calcule ensuite un résidu sur la grille fine :rh = Ah uh � fh= Ah P A�1H (rH + fH)� fh= Ah P A�1H rH +Ah P A�1H fH � fh (F.236)

Décomposons les vecteursrH et fH dans la base des vecteurs propresfS(m)H g (m =1; 2; :::;MH) de la matriceAH :rH = MHXm=1 crHm S(m)H (F.237)fH = MHXm=1 cfHm S(m)H (F.238)

et posons : "(m)h déf= P S(m)H � S(m)h (F.239)

En fait, en raison de l’effet de lissage de l’itération de Jacobi conduite sur la
grille MH , on peut penser que la suite des coefficients (de Fourier)fcrHmg (m =1; 2; :::;MH) est rapidement décroissante. On peut faire une hypothèse analogue à
propos de la suite des coefficientsfcfHmg à condition que la grille grossièreMH soit
néanmoins suffisamment dense pour assurer une représentation précise de la fonctionf .

Les composantes nodales du vecteur"(m)h sont égales aux erreurs d’interpola-

tion du vecteur propreS(m)H par prolongement sur la grille fineMh. Par conséquent,
l’ordre de grandeur de la norme de ce vecteur dépend directement de la précision de
la formule d’interplation.

Il vient : rh = MHXm=1 �hm�Hm crHm S(m)h +Ah MHXm=1 crHm�Hm "(m)h+ MHXm=1 �hm�Hm cfHm S(m)h +Ah MHXm=1 cfHm�Hm "(m)h� fh (F.240)
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où les valeurs propres �hm = 2� 2 cos m�hh2 (F.241)�Hm = 2� 2 cos m�HH2 (F.242)

sont des approximations de la même valeur propre du problèmecontinu. On décom-
pose ensuite le vecteurfh dans la base des vecteurs propres de la matriceAh :fh = MhXm=1 cfhm S(m)h (F.243)

et on réarrange (F.236) comme suit :rh = rPH + "f +�f +�r (F.244)

où l’on a posé : rPH = MHXm=1 �hm�Hm crHm S(m)h (F.245)"f = MHXm=1 �hm�Hm cfHm S(m)h � MhXm=1 cfhm S(m)h (F.246)�f = MHXm=1 cfHm�Hm Ah "(m)h (F.247)�r = MHXm=1 crHm�Hm Ah "(m)h (F.248)

Le termerPH dans (F.245) a bien l’ordre voulu carcrHm = O �H2�. Noter en
particulier que : �hm�Hm = 4h2 sin2 m�h24H2 sin2 m�H2 = 1cos2 m�h2 � 2 (F.249)

lorsquem �MH =M2h.

Le terme"f dans (F.246) a bien l’ordre voulu à condition que les maillagesMH etMh soient structurellement proches et que le maillage grossierMH soit suffisamment
dense pour prendre en compte le contenu fréquentiel du termesource. Dans l’exemple
traité, le terme source ne contient que le mode de plus basse fréquence et cette condi-
tion est remplie.
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Le terme�f dans (F.247) est incertain carcfHm = O (1) en général,1=�Hm =O (1) est la seule majoration uniforme enh possible pourm fixé (basse fréquence), et

si "(m)h est bien infiniment petit, l’opérateurAh n’est pas borné (h! 0) ; en effet :kAh k1 = 4h2 (F.250)

Le terme�r dans (F.248) n’est pas dimensionnant car d’ordre supérieurau terme
précédent.

En définitive, c’est le terme�f qui constitue la quantité critique. Une condition
suffisante pour assurer que : k�f k1 = O �h2� (F.251)

est donc la suivante : k "(m)h k1h2 = O �h2� (F.252)

soit finalement : k "(m)h k1 = O �h4� (F.253)

ce qui justifie l’emploi de l’interpolation cubique, alors qu’avec l’interpolation linéaire
la quantiték�f k1 est de l’ordre de l’unité, conformément au phénomène observé.

Enfin, dans le but d’apporter une démonstration expérimentale supplémentaire de
l’intérêt qu’il y a à utiliser une formule d’interpolation précise, on a refait l’expérience
d’enrichissement avec cette fois-ci une « interpolation spectrale ». Celle-ci consiste
à d’abord appliquer au vecteur de grille grossièreuH la décomposition de Fourier
discrète (ici en modes sinusoïdaux) :cuH = S�1H uH = SH uH (F.254)

puis à compléter ce vecteur de composantes fréquentielles nulles, et enfin à synthétiser
un vecteur de grille fine par transformée de Fourier discrèteinverse :uh déf= P uH = Sh 0BBB@ cuH0

...0 1CCCA (F.255)

De manière explicite :cuHm = p2H MHXj=1 sin �2j m�Mh + 1� uHj|{z}
déf= uh2j (m = 1; 2; :::;MH) (F.256)
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et : uh` = p2H MHXm=1 sin �` m�Mh + 1� cuHm (` = 0; 1; 2; :::;Mh) (F.257)

Noter qu’une manière équivalente de définir cet opérateur deprolongement consiste à
dire qu’il s’agit de l’opérateur linéaire deRMH dansRMh pour lequelP S(m)H = S(m)h (F.258)

quel que soitm = 1; 2; :::;MH . Par conséquent, pour cette interpolation spectrale :"(m)h = 0 (m = 1; 2; :::;MH) (F.259)

On a tracé la courbe de convergence correspondante à la figureF.5 (a) et consigné
les résultats de l’expérience d’enrichissement progressif de maillage correspondant à
cette interpolation au tableau F.4. On y constate qu’après le premier prolongement,
le critère d’arrêt est satisfait avant la moindre itérationde Jacobi. Après le deuxième,
une seule itération suffit. L’effort de calcul est donc presqu’entièrement concentré sur
la grille fine où le résidu est réduit du facteur:555D � 01=:789D � 02 � 7:03 (au
lieu du facteur théorique de(H=h)2 = 4), ce qui s’effectue en 404 itérations de Ja-
cobi, et réalise une économie en coût par rapport à l’itération monogrille proche de 3.6.M + 1 résidu

initial
résidu
final

itérations
effectuées

UT UTC

4
8

16
32

.987D+01

.629D-01

.322D-01

.555D-01

.436

.629D-01

.316D-01

.789D-02

9
0
1

404

27
0

15
12524

27
27
42

12566

Tableau F.4.Résolution itérative par enrichissement progressif du maillage et prolongement
par interpolation spectrale

(4) Lissage :

Les expériences précédentes ont révélé que la technique d’enrichissement pro-
gressif de maillage permettait de réaliser une économie en coût de calcul seulement
si l’interpolation utilisée pour prolonger la solution d’une grille à la suivante était
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Figure F.5. Comparaison des courbes de convergence du résidu en fonction des itérations de
l’algorithme monogrille (M + 1 = 32) et de l’algorithme par enrichissement progressif (M +1 = 4; 8; 16; 32) : (a) interpolation spectrale, (b) interpolation linéaire + lissage.
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suffisamment précise. De plus, lorsque ce n’est pas le cas, lerésidu calculé après in-
terpolation a un contenu de hautes fréquences d’ordre 1. Cette observation conduit
à expérimenter comme alternative à une formule d’interpolation très précise, l’appli-
cation d’une phase de lissage préalablement au démarrage del’itération de Jacobi
précédente.

On a vu à la première question que les erreurs les plus petitesqui interviennent sur
la grille la plus fine sont de l’ordre de10�3. On sait d’après les résultats du chapitre
3 que pour ce problème modèle unidimensionnel, un cycle de 3 pseudo-pas de temps
de la méthode de Richardson ajustés pour atténuer optimalement les modes de hautes
fréquences parvient à les réduire d’un facteur proche de10�2. Le résidu initial étant
de l’ordre de 10, l’application de 2 cycles de ce type devraitramener les composantes
hautes fréquences du résidu à des valeurs de l’ordre de10� (10�2)2 = 10�3, ce qui
est 8 fois moins que la tolérance sur le résidu de grille fine. Il apparaît donc que l’ap-
plication de ces 2 cycles devrait constituer une phase de lissage amplement suffisante
quel que soit le niveau de grille, pour éliminer la contribution des modes de hautes
fréquences à la remontée du résidu.

On reprend donc l’expérience d’enrichissement progressifde maillage en faisant
suivre le prolongement par interpolation linéaire d’une phase de lissage constituée de
6 itérations de Jacobi correspondant aux 2 cycles définis ci-dessus. L’historique de
convergence est représenté à la figure F.5 (b). Par ailleurs,on a consigné les nouveaux
résultats au tableau F.5 dans lequel pourM + 1 = 8, 16, 32, la première ligne cor-
respond à la phase de lissage et la seconde à l’itération de Jacobi sous sa forme usuelle.M + 1 résidu

initial
résidu
final

itérations
effectuées

UT UTC

4
8
8

16
16
32
32

.987D+01

.912D+01

.327

.968D+01

.117

.982D+01

.310D-01

.436

.327

.127

.117

.313D-01

.310D-01

.788D-02

9
6

12
6

68
6

284

27
42
84
90

1020
186

8804

27
69

153
243

1263
1449

10253

Tableau F.5.Résolution itérative par enrichissement progressif du maillage, prolongement par
interpolation linéaire, lissage et relaxation
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On constate que chaque prolongement fait à nouveau monter lerésidu à une valeur
proche de 10 ; mais ici on observe que la phase de lissage est suffisante pour réduire
le résidu sur la grille fine à une valeur proche de, et même légèrement inférieure à
la valeur du résidu à l’issue de l’itération de Jacobi sur la grille précédente. Il en ré-
sulte un net gain en efficacité, de l’ordre de 4.5 par rapport àl’itération monogrille,
ce qui est satisfaisant lorsqu’on utilise 4 niveaux de grille. En particulier, la contri-
bution principale au coût global correspond aux 284 itérations de Jacobi effectuées
sur la grille fine ; il est notoire que cette phase agit pour réduire le résidu du facteur:310D � 01=:788D� 02 � 3:93 qui est très proche du facteur théorique de 4, ce qui
apporte un certain support expérimental aux estimations théoriques des coûts.

En conclusion, pour une EDP d’ordre�, approchée discrètement à l’ordre�, il
apparaît que la technique d’enrichissement progressif de maillage pour être effective
doit reposer ou bien sur un prolongement par interpolation d’ordre au moins égal à� + � � 1, ou bien sur l’introduction d’un lisseur adéquat. Dans ce cas, on peut es-
compter un gain en efficacité de l’ordre du nombre de niveaux de grille utilisés.

Exercice 5.1(Complexité de la méthode multigrille complète)

Par la méthode multigrille complète, le coût est proportionnel au nombre d’incon-
nues. Si la deuxième campagne de calculs était initialisée de la même manière que
la première, son coût serait donc triple (3C). L’initialisation différente permet l’éco-
nomie du coût de la première campagne (C). En définitive, le coût de la deuxième
campagne seule est de 2C.

Exercice 5.2(Variante de la méthode bigrille idéale)

(1) La forme du vecteurs(m) indique qu’il s’agit du discrétisé de la fonction : (m)(x) = C sin (m�x) (F.260)

sur la grille fineMh. Par injection directe sur la grille grossièreM3h, on obtient le
discrétisé de cette fonction sur cette nouvelle grille. Ce discrétisé est précisément le
vecteur propre de même fréquence spatiale associé à cette grille pour autant que :m �M3h = Mh + 13 � 1 (F.261)

Cette condition caractérise donc les modes de basses fréquences.

On a : �M3h+1 = (M3h + 1)�Mh + 1 = �3 (F.262)
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par conséquent : h2 �hM3h+1 = 1 (F.263)

L’intervalle de variation du paramètreh2 �hm est donc approximativement [0,1] pour
les modes de « basses fréquences », et [1,4] pour ceux de « hautes fréquences ».

(2) Le facteur d’atténuation qui résulte de l’application de la méthode de Richardson
aveck pseudo-pas de temps est donné par :� = 1=Ak (F.264)

où : Ak = Tk(c) (F.265)

et : c = b+ ab� a (F.266)

Ici, pour construire un lisseur, on choisit « d’attaquer » seulement les hautes fré-
quences, ce qui correspond à : � a = 1b = 4 (F.267)

Par conséquent : c = 5=3 (F.268)

La condition surk est donc : Tk(5=3) � 100 (F.269)

On peut essayer à tâtons, ou se rappeler que pourx > 1,Tk(x) = ch (k Argchx) (F.270)

La condition équivaut donc à :k � Argch(100)
Argch(5=3) � 4:822 (F.271)

Il faut donc prendre : k � 5 (F.272)
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Les pseudo-pas de temps {�`} ( ` = 1; :::; 5) sont donnés par :h2 ��1` = 4 + 12 + 4� 12 cos (2`� 1)�10 (F.273)

et l’atténuation des hautes fréquences effectivement réalisée correspond à :� = 1=T5(5=3) = 1=ch (5Argch(5=3)) � 1=121:502� 0:00823 (F.274)

Exercice 5.3(Etude d’un problème aux limites anisotrope)

(1) L’injection directe préserve la structure tensorielle« à variables séparées » des
modes propres. Par conséquent le phénomène d’aliasingapparaît ssi il se manifeste
séparément dans la direction dex, ou dans la direction dey, ou les deux. Mais ce n’est
jamais le cas dans la direction dex car le maillage grossier est ici basé sur la même
discrétisation que le maillage fin dans cette direction. En définitive, le phénomène
s’observe pour les modes (que l’on définit comme les modes de HF) pour lesquels la
discrétisation eny est insuffisante, c’est-à-dire ceux pour lesquels` > L.�hm;` = 4 sin2 �xm2 + 4 sin2 �y`2 (F.275)�hmin = 4 sin2 �x12 + 4 sin2 �y12= 4 sin2 �20 + 4 sin2 �200� 0:0989 (F.276)�hmax= 4 sin2 �x92 + 4 sin2 �y992= 4 cos2 �20 + 4 cos2 �200= 8� �hmin� 7:9011 (F.277)a = 4 sin2 �x12 + 4 sin2 �y102= 4 sin2 �20 + 4 sin2 �20= 2�hmin� 0:1958 (F.278)
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En conclusion, l’enveloppe des hautes fréquences[a; b] occupe près de 99%, c’est-
à-dire une très grande proportion, du spectre complet[�hmin; �hmax], car le maillage
grossier, très peu dense par rapport au maillage fin, ne sous-tend qu’un faible nombre
de basses fréquences. En conséquence, l’efficacité du cyclebigrille exige que le lis-
seur soit performant sur une plage de fréquences relativement grande.

(2) L’expression des pseudo-pas de temps est la suivante :8><>: (� �̀)�1 = b+ a2 + b� a2 �`�` = cos (2`�1)�2K ; ` = 1; 2; :::; k: (F.280)

Les modes de HF les moins atténués le sont par le facteur1=Ak où :Ak = Tk(c) = ch (k Argchc) (F.281)

où : c = b+ ab� a � 1:0508 (F.282)

La condition s’écrit :

ch (k Argchc) � 10 (F.283)

soit : k � Argch10
Argchc � 9:43 (F.284)

Il faudrait donc prendrek = 10 au moins, ou un autre lisseur.

Exercice 6.1(Nature mathématique des équations d’Euler stationnaires)

Le système des équations d’Euler stationnaires peut s’écrire sous la forme quasi-
linéaire suivante : A(W )Wx +B(W )Wy = 0 (F.285)

L’étude locale s’effectue en gelant les matrices jacobiennesA etB.
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En supposant par exemple que la matrice jacobienneA n’est pas singulière, on voit
que ce système local est hyperbolique ssi la matriceA�1B est diagonalisable surR.
On est donc amené à chercher les solutions� de l’équation caractéristique suivante :

det(B � �A) = 0 (F.286)

Cette condition équivaut à dire que 0 est une valeur propre dela matricek1A+ k2 B
où l’on a posé : k1 = �� ; k2 = 1 (F.287)

Or, les valeurs propres de cette matrice sont fournies par (6.9)-(6.10) :�1 = �2 = ��u+ v (F.288)�3;4 = ��u+ v �p�2 + 1 c (F.289)

La condition : �m = 0 (F.290)

fournit d’abord la solution double :� = vu = tg� (F.291)

où� est l’angle polaire de la vitesse avec l’axe desx :u = V cos � =Mc cos � (F.292)v = V sin � =Mc sin � (F.293)

(V = pu2 + v2). Cette solution est associée au transport des grandeurs par mouve-
ment du fluide, puisque les ondes simples correspondantes ont la forme :cW (x; y) = cW0(y � �x) = cW0(y � x tg�) (F.294)

et sont associées à des droites caractéristiques portées par le vecteur vitesse. Les deux
autres valeurs propres s’obtiennent en résolvant l’équation suivante :(�u� v)2 = (�2 + 1) c2 (F.295)

qui se développe comme suit :(u2 � c2)�2 � 2uv �+ v2 � c2 = 0 (F.296)

et dont les solutions sont réelles ssi le discriminant :� = u2v2 � (u2 � c2)(v2 � c2) = c2(u2 + v2 � c2) = c4(M2 � 1) (F.297)
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est positif, c’est-à-dire ssi l’écoulement est localementsupersonique (M > 1), ce qui
constitue donc bien la condition d’hyperbolicité du système des équations d’Euler sta-
tionnaires.

Plus précisément, lorsqueM > 1, les deux autres valeurs propres sont les sui-
vantes : � = uv � c2pM2 � 1u2 � c2 (F.298)

Il est habituel de simplifier cette expression en introduisant l’« angle de Mach » :� = Arctg
1pM2 � 1 (F.299)

de sorte que : � = M2 cos � sin � �pM2 � 1M2 cos � � 1= tg� � pM2 � 1M2 (1 + tg2 �)1� 1M2 (1 + tg2 �)= tg� � tg�1 + tg2 � (1 + tg2 �)1� tg2 �1 + tg2 � (1 + tg2 �)= (tg� � tg�) (1� tg� tg�)(1 + tg� tg�)(1� tg� tg�)= tg� � tg�1� tg� tg�= tg (� � �) (F.300)

Ces valeurs propres sont associées aux « ondes simples acoustiques » suivantes :cW (x; y) = cW1�y � x tg (� � �)� (F.301)

En définitive, les droites caractéristiques issues d’un point courant(x; y) ont donc
pour pentes tg� (double), tg(�+�) et tg(���) ; elles délimitent en 2D un secteur an-
gulaire de�� de part et d’autre du support de la vitesse, et en 3D un « cône deMach ».
En régime supersonique, les particules matérielles se déplacent plus vite que les ondes
acoustiques. L’écoulement au point courant n’est pas modifié par une perturbation (in-
finitésimale) apportée à l’écoulement en un point extérieurau cône dont ce point est
le sommet ; réciproquement, lorsqu’une particule matérielle se déplace, sa présence
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n’est pas perçue à l’extérieur du cône. Lorsque le nombre de MachM ! 1, l’angle
de Mach� ! �2 , on approche le régime d’écoulement subsonique, pour lequel les
domaines d’influence et de dépendance approchent des demi-plans complémentaires.

Exercice 6.2(Invariance des équations d’Euler par rotation)

Soit l’angle polaire du vecteur~� :�x = k ~� k cos  (F.302)�y = k ~� k sin  (F.303)

Il vient : �x F (W ) + �yG(W ) = k ~� k 0BB@ �U�uU + p cos �v U + p sin (E + p)U 1CCA (F.304)

où l’on a posé : U = u cos  + v sin  (F.305)

SoitR la matrice suivante :R = 0BB@ 1 0 0 00 cos  sin  00 � sin  cos  00 0 0 1 1CCA (F.306)

de sorte que : RW = 0BB@ ��U�VE 1CCA (F.307)

où l’on a posé : V = �u sin  + v cos  (F.308)

Par conséquent : F (RW ) = 0BB@ �U�U2 + P�U VU (E + P ) 1CCA (F.309)
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où la pressionP s’obtient par l’équation d’état :P = ( � 1) �E � U2 + V 22 �= ( � 1) �E � u2 + v22 �= p (F.310)

Finalement :R�1 F (RW ) = 0BB@ 1 0 0 00 cos  � sin  00 sin  cos  00 0 0 1 1CCA 0BB@ �U�U2 + p�U VU (E + p) 1CCA= 0BB@ �U�uU + p cos ��v U + p sin �(E + p)U 1CCA (F.311)

d’où le résultat.

Exercice 7.1(Application de l’algorithme de Schwarz)

(1) Les résultats de l’exercice 1.1 fournissent :kuh � u k1 � �h296 (F.312)

où � = maxx2 [0;1] jf"(x)j = maxx2 [0;1] � 16x(1� x) e�2(x� 12 )2 � = 4 (F.313)

(le maximum étant atteint pourx = 12 ). Il vient :kuh � u k1 � 496( 110)2 � 4:17� 10�4 (F.314)

(2) En vertu de (7.25), la condition équivaut à :�n � " (F.315)

où : � = � 12 � �12 + ��2
(F.316)
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où � représente la demi-largeur du recouvrement ; ici� = 110 . Il vient :n � � log "� log � � � log 4:17� 10�4�2 log 46 � 9:6 (F.317)

Il faut donc une dizaine d’itérations environ.

Exercice 7.2(Advection pure et conditions aux limites)

(1) Les dérivées partielles de la fonction proposée sont lessuivantes :ux = �a @u0@x (x� at; y � bt) (F.318)uy = �b @u0@x (x � at; y � bt) (F.319)

En reportant ces expressions dans l’EDP on vérifie qu’elle est bien satisfaite ainsi que
la condition initiale.

Par conséquent, l’advection pure a pour effet de translaterla condition intiale à la
vitesse constante~V . Les droites de vecteur directeur~V sont nommées « caractéris-
tiques ». Elles indiquent la provenance de l’information à partir de laquelle on peut
calculer l’inconnue (voir figure F.6).

x
yu u0(x0; y0) u(x; y; t)

~V tM0 M =M0 + ~V t
~V = � ab � xx0 = x� at

yy0 = y � bt
Figure F.6.Schéma de translation de la solution par advection pure

(2) D’après les résultats de la question précédente, on détermine l’inconnueu(x; y; t)



312 Modèles discrets et schémas itératifs

en traçant la caractéristique issue du pointM(x; y) qui intersecte la frontière du do-
maine en un pointM0(x0; y0) tel que :x0 = x� a� (F.320)y0 = y � b� (F.321)

pour un certain� > 0 de sorte que :M0 2 �� (F.322)

(voir figure F.7). Dans ce cas, on a :u(x; y; t) = u(M; t) = u(M0; t� �) (F.323)

C’est donc sur�� qu’il convient de spécifier la condition de Dirichlet. Il serait im-
propre de le faire sur�+.

~V

~V ~V
~V~V

~n ~n

~n~nM0 =M � ~V �
M~V �

~V :~n = 0
~V :~n = 0
�+ : ~V :~n > 0�� : ~V :~n � 0

Figure F.7.Schéma d’advection pure en domaine borné

Exercice 7.3(Algorithme de Dirichlet-Neumann)

(1) On obtient successivement :uxxux = r (F.324)ln juxj = rx+ c1 (F.325)ux = c2 erx (c2 = ec1) (F.326)u(x) = Aerx +B (A = c2=r) (F.327)
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Les conditions aux limites donnent :� u(0) = 1 = A+Bu(1) = 0 = Aer +B (F.328)

d’oùA etB puis : u(x) = 1� er(x�1)1� e�r (F.329)

et : u0(1) = �r1� e�r � �r (F.330)

Si r est grand, il convient donc de densifier le maillage près du bord x = 1.

>

^

0 1

1

x
u(x) � �r1� e�r�

Figure F.8. Profil de « couche limite » solution de l’équation d’advection-diffusion ; courbe
tracée pourr = 5 ; cf. exercice 7.3

(2) La résolution du sous-problème associé au sous-domaine
1 donne :u(x) = A1 erx +B1 (0 � x � �) (F.331)

où les constantesA1 etB1 sont soumises aux conditions suivantes :� u(0) = 1 = A1 +B1ux(�) = p = A1 r er� (F.332)

d’où : A1 = pr e�r� ; B1 = 1� pr e�r� (F.333)
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ce qui fournit :v0 = u(�) = A1 er� +B1 = pr + 1� pr e�r� = g12 p+ 1 (F.334)

où : g12 = 1� e�r�r (F.335)

Symétriquement, la résolution du sous-problème associé ausous-domaine
2 donne :u(x) = A2 erx +B2 (� � x � 1) (F.336)

où les constantesA2 etB2 sont soumises aux conditions suivantes :� u(�) = v = A2 er� +B2u(1) = 0 = A2 er +B2 (F.337)

d’où : A2 = �ver � er� ; B2 = v erer � er� (F.338)

ce qui fournit : p0 = ux(�) = A2 r er� = g21 v (F.339)

où : g21 = �rer�er � er� (F.340)

Par conséquent l’itération en(v; p) a bien la forme donnée dans l’énoncé. Les valeurs
propres de la matriceG sont les racines de l’équation :�2 = g12 g21 = ��1� e�r�� er�er � er� = � 1� e�r�er(1��) � 1 < 0 (F.341)

Les valeurs propres sont donc les nombres complexes conjugués�i�, où�, le rayon
spectral, est donné par :� =s 1� e�r�er(1��) � 1 � e�r(1��)2 � 1 (F.342)

pourr � 1. Par conséquent l’itération converge (et même très rapidement).

C’est sur le domaine
2 où la diffusion domine qu’il convient d’utiliser un maillage
fin. Par contre sur
1 où la convection domine le maillage peut être moins dense.
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L‘algorithme proposé permet notamment de coordonner deux discrétisations corres-
pondant à des densités de points très différentes sans avoirà densifier la discrétisation
uniformément.

(3) Dans l’algorithme multiplicatif, on a encore :v0 = g12 p+ b1 (b1 = 1) (F.343)

mais désormais : p0 = g21 v0 + b2 = g21g12 p+ b02 (F.344)

Par conséquent la matriceG est remplacée par la suivante :G0 = � 0 g120 g12g21 � (F.345)

Le rayon spectral devient : �0 = jg12g21j = �2 (F.346)

c’est-à-dire le carré du précédent.

Cet algorithme de coordination converge deux fois plus vitemais il ne permet pas
une résolution simultanée “parallèle” des sous-problèmes.

(4) Les conditions portant sur les constantesA1 etB1 sont ici :� A1 +B1 = 1A1 er� +B1 = v (F.347)

d’où : A1 = v � 1er� � 1 (F.348)

et : p0 = A1 r er� = (v � 1) r er�er� � 1 = g21 v + b1 (F.349)

où ici : g21 = r er�er� � 1 = r1� e�r� (F.350)

Les conditions portant sur les constantesA2 etB2 sont ici :� A2 r er� = pA2 er +B2 = 0 (F.351)
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d’où : A2 = pr e�r� ; B2 = �A2 er = �pr er(1��) (F.352)

et : v0 = A2 er� +B2 = pr � pr er(1��) = g12 p (F.353)

où : g12 = 1� er(1��)r (F.354)

On peut à nouveau définir une matriceG ayant la même structure et un vecteur
constant~b mais les valeurs des coefficients ont changé. Par conséquentle rayon spec-
tral �00 est ici donné par :�00 =pjg12g21j =ser(1��) � 11� e�r� � e+ r(1��)2 � 1 (F.355)

(On pouvait également obtenir ces résultats par le changement de variablex0 = 1� x
et certaines substitutions de symboles.)

En conclusion�00 � 1 (car r � 1) ce qui implique que cet algorithme de co-
ordination diverge. En effet, dans ce problème à convectiondominante, l’information
se propage principalement dans le sens desx croissants (carc > 0) et la condition
de Dirichlet à droite de
1 ainsi que la condition de Neumann à gauche de
2 sont
impropres.

Exercice 7.4(Contrôle de la continuité par la dérivée normale)

Les sous-problèmes non linéaires se formulent respectivement comme suit :

sur
1 : �u(1) + au(1)u(1)x + bu(1)u(1)y � "(u(1)xx + u(1)yy ) = f ;(x; y) 2]� 1; 0[�]� 1; 1[u(1)(�1; y) = g(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(1)(x;�1) = h(x) ; 8x 2]� 1; 0[u(1)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[u(1)x (0; y) = v(y) ; 8y 2]� 1; 1[ (F.356)
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et sur
2 : �u(2) + au(2)u(2)x + bu(2)u(2)y � "(u(2)xx + u(2)yy ) = f ;(x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[u(2)x (0; y) = v(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(2)(x;�1) = h(x) ; 8x 2]0; 1[u(2)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[u(2)x (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (F.357)

Dans cet exemple, le sous-problème sur
1 est de type Dirichlet-Neumann enx et eny, alors que le sous-problème sur
2 est de type Neumann-Neumann enx et Dirichlet-
Neumann eny.

Fonctionnelle de coût : on définit le « critère » suivant :J(v) = 12 Z 1�1 �u(1) � u(2)�2 (0; y)!(y) dy (F.358)

qui mesure la violation de continuité à l’interface.

Sous-problèmes linéarisés :

sur
1 : ��+ au(1)x + bu(1)y � �u(1) + au(1)�u(1)x + bu(1)�u(1)y= "(�u(1)xx + �u(1)yy ) ; (x; y) 2]� 1; 0[�]� 1; 1[�u(1)(�1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[�u(1)(x;�1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[�u(1)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[�u(1)x (0; y) = �v(y) ; 8y 2]� 1; 1[ (F.359)

et sur
2 : ��+ au(2)x + bu(2)y � �u(2) + au(2)�u(2)x + bu(2)�u(2)y= "(�u(2)xx + �u(2)yy ) ; (x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[�u(2)x (0; y) = �v(y) ; 8y 2]� 1; 1[�u(2)(x;�1) = 0 ; 8x 2]0; 1[�u(2)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[�u(2)x (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (F.360)
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Première variation de la fonctionnelle coût :�J = Z 1�1 �u(1) � u(2)� ��u(1) � �u(2)� (0; y)!(y) dy (F.361)

Equation adjointe sur
1 :(�+ aux + buy)�(1) � �au�(1)�x � �bu�(1)�y= "(�(1)xx + �(1)yy ) ; (x; y) 2]� 1; 0[�]� 1; 1[�(1)(�1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[�(x;�1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[hbu(1)�(1) + "�(1)y i (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[hau(1)�(1) + "�(1)x i (0; y) = "�u(1) � u(2)�(0; y)!(y) ;8y 2]� 1; 1[ (F.362)

ce qui fournit le résultat partiel suivant :Z 1�1 �u(1) � u(2)� �u(1)(0; y)!(y) dy = Z 1�1 �(1)(0; y) �v(y) dy (F.363)

Equation adjointe sur
2 :(�+ aux + buy)�(2) � �au�(2)�x � �bu�(2)�y= "(�(2)xx + �(2)yy ) ; (x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[hau(2)�(2) + "�(2)x i (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[�(2)(x;�1) = 0 ; 8x 2]0; 1[hbu(2)�(2) + "�(2)y i (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[�(2)x (0; y) = �u(1) � u(2)�(0; y)!(y) ; 8y 2]� 1; 1[ (F.364)

ce qui fournit le résultat partiel suivant :Z 1�1 �u(1) � u(2)� �u(2)(0; y)!(y) dy = Z 1�1 �(2)(0; y) �v(y) dy (F.365)

Finalement, en combinant les résultats partiels (F.363) et(F.365), on aboutit au
gradient recherché : �J = Z 1�1 K(y) �v(y) dy (F.366)
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où ici on a posé : K(y) = ��(1) � �(2)� (0; y) (F.367)

Exercice 7.5(Moindres carrés)

On reprend et on adapte les calculs de la section 7.4 en tenantcompte des définitions
légèrement modifiées des domaines
1 et 
2 qui désormais se recouvrent partielle-
ment : 
1 = [�1; �]� [�1; 1] (F.368)
2 = [��; 1]� [�1; 1] (F.369)

En particulier, les sous-problèmes non linéaires se formulent ici respectivement
comme suit :

sur
1 : �u(1) + au(1)u(1)x + bu(1)u(1)y � "(u(1)xx + u(1)yy ) = f ;(x; y) 2]� 1; �[�]� 1; 1[u(1)(�1; y) = g(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(1)y (x;�1) = u(1)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; �[u(1)(�; y) = v1(y) ; 8y 2]� 1; 1[ (F.370)

et sur
2 : �u(2) + au(2)u(2)x + bu(2)u(2)y � "(u(2)xx + u(2)yy ) = f ;(x; y) 2]� �; 1[�]� 1; 1[u(2)(��; y) = v2(y) ; 8y 2]� 1; 1[u(2)y (x;�1) = u(2)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� �; 1[u(2)x (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (F.371)

Les sous-problèmes linéarisés suivants en résultent :

sur
1 : ��+ au(1)x + bu(1)y � �u(1) + au(1)�u(1)x + bu(1)�u(1)y= "��u(1)xx + �u(1)yy � ; (x; y) 2]� 1; �[�]� 1; 1[�u(1)(�1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[�u(1)y (x;�1) = �u(1)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; �[�u(1)(�; y) = �v1(y) ; 8y 2]� 1; 1[ (F.372)
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et sur
2 : ��+ au(2)x + bu(2)y � �u(2) + au(2)�u(2)x + bu(2)�u(2)y= "��u(2)xx + �u(2)yy � ; (x; y) 2]� �; 1[�]� 1; 1[�u(2)(��; y) = �v2(y) ; 8y 2]� 1; 1[�u(2)y (x;�1) = �u(2)y (x; 1) = 0 ; 8x 2]� �; 1[�u(2)x (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (F.373)

En conséquence, la première variation de la fonctionnelle de coût prend la forme
suivante :�J = ZZ 
1\
2 �u(1) � u(2)� ��u(1) � �u(2)� !(x; y) dx dy (F.374)

On peut supposer sans perte de généralité que la fonction de pondération!(x; y)
admet le domaine
1 \ 
2 comme support :8 (x; y) 62 
1 \ 
2 : !(x; y) = 0 (F.375)

On définit des variables adjointes,�(1) sur
1 et�(2) sur
2. On aboutit à l’équa-
tion suivante analogue de (7.140) :ZZ
1 h(�+ aux + buy)�� (au�)x � (bu�)y � " (�xx + �yy)i �u+ Z 1�1 (au�+ "�x) (�; y) �v1(y) dy+ Z ��1 [(bu�+ "�y) �u(x; 1)� (bu�+ "�y) �u(x;�1)] dx+ Z 1�1 [�"��ux(�; y) + "��ux(�1; y)] dy= 0 ; 8� (F.376)

On est donc amené à poser l’équation adjointe suivante :(�+ aux + buy)�(1) � �au�(1)�x � �bu�(1)�y � "��(1)xx + �(1)yy �= �u(2) � u(1)�!(x; y) ; (x; y) 2]� 1; �[�]� 1; 1[�(1)(�; y) = �(1)(�1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[hbu(1)�(1) + "�(1)y i (x;�1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[hbu(1)�(1) + "�(1)y i (x; 1) = 0 ; 8x 2]� 1; 0[ (F.377)
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(où le terme source est nul à l’extérieur du support
1\
2 de la fonction!(x; y)), ce
qui fournit le résultat partiel suivant :ZZ 
1\
2 �u(1) � u(2)� �u(1) !(x; y) dx dy = Z 1�1 �1(y) �v1(y) dy (F.378)

où l’on a posé : �1(y) = �au�(1) + " �(1)x � (�; y) (F.379)

Symétriquement, l’équation suivante représente l’analogue de (7.147) :ZZ 
2 h(�+ aux + buy)�� (au�)x � (bu�)y � " (�xx + �yy)i �u� Z 1�1 (au�+ "�x) (��; y) �v2(y) dy+ Z 1�� [(bu�+ "�y) �u(x; 1)� (bu�+ "�y) �u(x;�1)] dx+ Z 1�1 [(au�+ "�x) �u(1; y) + "��ux(��; y)] dy= 0 ; 8� (F.380)

ce qui conduit à poser l’équation adjointe suivante :(�+ aux + buy)�(2) � �au�(2)�x � �bu�(2)�y � "��(2)xx + �(2)yy �= �u(2) � u(1)�!(x; y) ; (x; y) 2]0; 1[�]� 1; 1[hau(2)�(2) + "�(2)x i (1; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[hbu(2)�(2) + "�(2)y i (x;�1) = 0 ; 8x 2]0; 1[hbu(2)�(2) + "�(2)y i (x; 1) = 0 ; 8x 2]0; 1[�(2)(��; y) = 0 ; 8y 2]� 1; 1[ (F.381)

ce qui fournit le résultat partiel suivant :� ZZ 
1\
2 �u(1) � u(2)� �u(2) !(x; y) dx dy = Z 1�1 �2(y) �v2(y) dy (F.382)

où l’on a posé : �2(y) = �au�(2) + " �(2)x � (��; y) (F.383)

Finalement, en combinant (F.378) et (F.382), on aboutit au gradient recherché :�J = Z 1�1 ��1(y) �v1(y) + �2(y) �v2(y)� dy (F.384)
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Exercice A.1(Majoration de la norme-p par la norme infinie)

Par exemple,u = (1; 1; :::; 1)T .

Exercice A.2(Majoration de la norme infinie par la norme-p)
Par exemple,u = (1; 0; :::; 0)T .

Exercice A.3(Identification de sphères et de boules)

�1 1 u1
�1

1 u2
S21S22

S21

Figure F.9.Sphères (cercles) et boules (disques) deR2 (cf. exercice A.3)

Les boulesB2p (p = 1; 2 et1) correspondent aux domaines intérieurs (bords com-
pris) aux sphèresS2p de même indicesp (voir figure F.9).
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Exercice A.4(Norme euclidienne d’une matrice)

Trace(A�A) = MXk=1 (A�A)k;k= MXk=1 MXj=1 (A�)k;j Aj;k= MXk=1 MXj=1 aj;k aj;k= MXk=1 MXj=1 jaj;kj2= (kA kE)2 (F.385)

Exercice A.5(Norme induite d’un produit de matrices)

Quels que soient les vecteurs non nulsu, v etw, on a :kAu kkuk � kA k ; kB v kkvk � kB k ; kABw kkwk � kAB k (F.386)

Par conséquent,w étant un vecteur non nul quelconque, ou bienBw 6= 0 etkABw kkwk = kABw kkBwk kBw kkwk� kA k kB k (F.387)

ou bienBw = 0 et le résultat est vrai a fortiori. Par conséquent, toute valeur par-
ticulière de ce quotient satisfait cette majoration, et le maximum absolu du quotient,
c’est-à-direkAB k, aussi.

Exercice A.6(Norme induite et rayon spectral d’une matrice)

Pour tout vecteur non nulu posons :q(u) = kAu kkuk (F.388)

Soit�m une valeur propre de la matriceA et um un vecteur propre associé non nul ;
on a : q(um) = j�mj � maxu 6=0 q(u) = kA k (F.389)
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Par conséquent, le rayon spectral,�(A) = maxm j�mj (F.390)

vérifie également cette majoration :�(A) � kA k (F.391)

Les matrices diagonales fournissent un exemple de cas où il ya égalité, mais cette
propriété ne leur est pas exclusive. Par exemple, pourA = � 2 01 1 � (F.392)

on a : kA k1 = �(A) (= 2) (F.393)

Exercice A.7(Norme 2 induite et norme euclidienne d’une matrice)

Les valeurs propresf�mg (m = 1; 2; :::;M ) de la matrice hermitienne semi-définie
positiveA� A sont des réels positifs (ou nuls), et l’on a :

Trace(A�A) =Xm �m (F.394)� (A�A) = maxm j�mj = maxm �m (F.395)

Il est donc évident que :

Trace(A�A) �M � (A�A) (F.396)� (A�A) � Trace(A�A) (F.397)

d’où le résultat.

Exercice A.8(Propriétés de l’applicationp! kAkp)
(1) On pose : u = 0BBB@ u1u2

...uM 1CCCA ; v = 0BBB@ v1v2
...vM 1CCCA (F.398)

on calcule : A = u vT = 0BBB@ u1 v1 u1 v2 : : : u1 vMu2 v1 u2 v2 : : : u2 vM
...

... : : : ...uM v1 uM v2 : : : uM vM 1CCCA (F.399)
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Il apparaît alors que :kA k1 = maxk ������vk Xj juj j������ = kuk1 kvk1 (F.400)

Par ailleurs :kA k2 =p� (A� A) =vuuuut�0B@v uT u|{z}(kuk2)2 vT1CA = kuk2q�(v vT ) (F.401)

Pour évaluer ce rayon spectral, considérons une valeur propre quelconque� de la
matricev vT et un vecteur propre associéx non nul :v vT x = �x (F.402)

Ou bien� = 0, ou bien le produit scalairevT x 6= 0 ; dans ce dernier cas, multipliant
l’équation précédente parvT , il vient après simplification parvT x 6= 0 :� = vT v = (kvk2)2 (F.403)

Par conséquent, toute valeur propre non nulle de la matricev vT est égale à(kvk2)2.
D’autre part, la trace d’une matrice étant un invariant par changement de base :

Trace
�v vT � =Xj v2j = (kvk2)2 =Xm �m (F.404)

Le spectre est donc constitué de(kvk2)2 (valeur propre simple) et 0 de multiplicitéM � 1. D’où le rayon spectral,�(v vT ) = (kvk2)2 (F.405)

et le résultat cherché : kA k2 = kuk2 kvk2 (F.406)

Enfin, il apparaît que :kA k1 = maxj �����uj Xk jvkj����� = kvk1 kuk1 (F.407)

(2) L’applicationp! kA kp n’est pas monotone. En effet, dans le cas particulier :u = 0BBB@ 11
...1 1CCCA ; v = 0BBB@ 10

...0 1CCCA (F.408)



326 Modèles discrets et schémas itératifs

on a : kvk1 = kvk2 = kvk1 = 1 (F.409)

et :kA k1 = kuk1 =M > kA k2 = kuk2 = pM > kA k1 = kuk1 = 1 (F.410)

alors que dans le cas symétrique :u = 0BBB@ 10
...0 1CCCA ; v = 0BBB@ 11

...1 1CCCA (F.411)

on a : kuk1 = kuk2 = kuk1 = 1 (F.412)

et l’ordre inverse s’observe :kA k1 = kvk1 = 1 < kA k2 = kvk2 = pM < kA k1 = kvk1 =M (F.413)

(3) Des applications particulières des majorations indiquées en (A.13) fournissent les
résultas suivants : 8w 6= 0 :kwk1kwk2 � pM ; kwk2kwk1 � 1 (F.414)kwk2kwk1 � pM ; kwk1kwk2 � 1 (F.415)kwk1kwk1 � 1 ; kwk1kwk1 �M (F.416)

Ces résultats permettent de construire le tableau suivant des majorations du rapport



Corrigés des exercices 327kA kp=kA kq :kA kpkA kq q = 1 q = 2 q =1p = 1 1 kuk1kuk2 :kvk1kvk2 � pM:1 kuk1kuk1 :kvk1kvk1 �M:1p = 2 kuk2kuk1 : kvk2kvk1 � 1:pM 1 kuk2kuk1 :kvk2kvk1 � pM:1p =1 kuk1kuk1 : kvk1kvk1 � 1:M kuk1kuk2 :kvk1kvk2 � 1:pM 1
(F.417)

Exercice B.1(Approximation centrée d’un opérateur elliptique en 2D)rj;k = �2x �uj�1;k + 2uj;k � uj+1;kh2x + �2y �uj;k�1 + 2uj;k � uj;k+1h2y (F.418)

Exercice B.2(Somme directe d’opérateurs, spectre)

(1) Explicitons le vecteur résidu :rh = rhx + rhy (F.419)
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où :

rhx = �xh2x
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2u1;1 �u2;12u1;2 �u2;2
...2u1;L �u2;L����u1;1+ 2u2;1 �u3;1�u1;2+ 2u2;2 �u3;2
...�u1;L+ 2u2;L �u3;L���
...����uM�1;1+ 2uM;1�uM�1;2+ 2uM;2
...�uM�1;L+ 2uM;L

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(F.420)

et :

rhy = �yh2y
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

2u1;1 �u1;2�u1;1+ 2u1;2 �u1;3
...�u1;L�1+ 2u1;L���2u2;1 �u2;2�u2;1+ 2u2;2 �u2;3
...�u2;L�1+ 2u2;L���
...���2uM;1 �uM;2�uM;1+ 2uM;2 �uM;3
...�uM;L�1+ 2uM;L

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(F.421)
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Pourj = 1; 2; :::;M , on définit le vecteur deRL suivant :uj;: déf= 0BBB@ uj;1uj;2
...uj;L 1CCCA (F.422)

de sorte que : uh = 0BBB@ u1;:u2;:
...uM;: 1CCCA (F.423)

(vecteur deRML ). On introduit les opérateurs suivants :Ahx = �xh2x TridDDM�M (�1; 2;�1) (F.424)Ahy = �yh2y TridDDL�L (�1; 2;�1) (F.425)

où ces matrices sont de dimensions respectivesM �M etL � L et ont la structure
habituelle associée à un problème unidimensionnel où les conditions aux limites sont
de type Dirichlet (cf. (1.11)). Il vient d’une part :

rhx = �xh2x 0BBBBBBBBB@
2u1;: �u2;:����u1;:+ 2u2;: �u3;:���

...����uM�1;:+ 2uM;:
1CCCCCCCCCA= �xh2x 0BBBBB@ 2IL �IL�IL 2IL �IL

. . .
. . .

. . .�IL 2IL �IL�IL 2IL
1CCCCCA 0BBB@ u1;:u2;:

...uM;: 1CCCA= Ahx 
 IL uh (F.426)
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(oùIL est la matrice identité de dimensionL� L) ; d’autre part :rhy = 0BBBBBBBBB@
Ahy u1;:���Ahy u2;:���

...���Ahy uM;:
1CCCCCCCCCA= 0BBB@ Ahy Ahy

. . . Ahy 1CCCA 0BBB@ u1;:u2;:
...uM;: 1CCCA= IM 
Ahy uh (F.427)

(où IM est la matrice identité de dimensionM �M ). Par identification, il vient fina-
lement : Ah = Ahx 
 IL + IM 
Ahy = Ahx �Ahy (F.428)

(2) En adaptant les notations, le Théorème 1.1 fournit :�m = �hxm = �x 2� 2 cos �xmh2x ; �xm = m�hx = m�M + 1 ; m = 1; 2; :::;M
(F.429)�` = �hy` = �y 2� 2 cos �y`h2y ; �y` = `�hy = `�L+ 1 ; ` = 1; 2; :::; L
(F.430)

et il résulte directement du Corollaire B.1 que le spectre dela matriceAh est consitué
des nombres suivants :�hm;` = �hxm + �hy`= �x 2� 2 cos �xmh2x + �y 2� 2 cos �y`h2y (m = 1; 2; :::;M ; ` = 1; 2; :::; L)

(F.431)

Exercice C.1(Propriétés des polynômes de Tchebychev)

(1) L’équation Tk(x) déf= E(k=2)Xm=0 C2mk xk�2m (x2 � 1)m (F.432)
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montre que le polynômeTk(x) est une somme de polynômes de degrék de la parité
dek. Le coefficient dexk est le suivant :�k = E(k=2)Xm=0 C2mk = 2k�1 6= 0 (F.433)

Par conséquent le polynômeTk(x) est de degrék exactement, et de la parité dek.

(2) Soitx 2 [�1; 1] ; en posant : � = Arccosx (F.434)

il vient : Tk(x) = Tk(cos �) = cos k� = cos (kArccosx) (F.435)

Si maintenant,x > 1, en posant : � = Argchx (F.436)

il vient : Tk(x) = E(k=2)Xm=0 C2mk chk�2m � �ch2 � � 1�m| {z }
sh2m �= (ch� + sh�)k + (ch� � sh�)k2= chk�= ch (k Argch x) (F.437)

Enfin, six < �1 la parité du polynôme permet d’écrire :Tk(x) = (�1)k Tk(�x) = (�1)k ch [k Argch (-x)] (F.438)

En particulier : Tk(1) = cos (k � 0) = 1 (F.439)

et : Tk(�1) = (�1)k Tk(1) = (�1)k (F.440)

(3) On considère d’abord le cas dex 2 [�1; 1] pour lequel :Tk+1(x) + Tk�1(x) = cos (k + 1)� + cos (k � 1)�= 2 cos � cos k�= 2xTk(x) (F.441)



332 Modèles discrets et schémas itératifsT0(x) = 1T1(x) = xT2(x) = 2x2 � 1T3(x) = 4x3 � 3xT4(x) = 8x4 � 8x2 + 1T5(x) = 16x5 � 20x3 + 5xT6(x) = 32x6 � 48x4 + 18x2 � 1T7(x) = 64x7 � 112x5 + 56x3 � 7xT8(x) = 128x8 � 256x6 + 160x4 � 32x2 + 1T9(x) = 256x9 � 576x7 + 432x5 � 120x3 + 9xT10(x) = 512x10 � 1280x8 + 1120x6 � 400x4 + 50x2 � 1T11(x) = 1024x11 � 2816x9 + 2816x7 � 1232x5 + 220x3 � 11x
Tableau F.6.Douze premiers polynômes de Tchebychev

Comme cette égalité entre polynômes est vraie uniformémentsur [-1,1], c’est une
identité surR entier.

(4) La relation de récurrence précédente permet de générer les premiers éléments de
la suite des polynômes de Tchebychev récursivement (voir tableau F.6).

A l’extérieur de l’intervalle [-1,1], le polynômeTk(x) a une variation monotone
et ne s’annule pas. Ses zéros et ses extrêmas appartiennent donc à cet intervalle.

Zéros du polynômeTk(x) :

Ce sont les abscisses�j telles que :k Arccos�j = (j � 12 )� (j = 1; 2; :::) (F.442)

On en trouvek distincts dans l’intervalle ouvert ]-1,1[ :�j = cos (2j � 1)�2k (j = 1; 2; :::; k) (F.443)

Extrêmas du polynômeTk(x) :

Ces extrêmas sont égaux à 1 et -1 alternativement, et sont localisés aux abscisses�j telles que : k Arccos�j = j � (j = 0; 1; :::) (F.444)

On en trouvek + 1 distincts dans l’intervalle fermé [-1,1] :�j = cos j �k (j = 0; 1; :::; k) (F.445)
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Figure F.10.Courbes représentatives des variations des douze premierspolynômes de Tcheby-
chev sur l’intervalle [-1,1]
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Les courbes représentatives des 12 premiers polynômes de Tchebychev sont don-
nées à la figure F.10.

(5) Orthogonalité : Soientk et ` deux entiers positifs distincts. Calculons le produit
scalaire : (Tk; T`) = Z 1�1 Tk(x)T`(x) dxp1� x2= Z 0� cos k� cos `�� sin � d�sin �= 12 Z �0 [cos (k + `)� + cos (k � `)�] d�= 12 � 1k + ` sin (k + `)� + 1k � ` sin (k � `)���0= 0 (F.446)

Ce résultat établit que les polynômes de Tchebychev formentune famille de poly-
nômes orthogonaux vis à vis de ce produit scalaire.
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