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Chapitre 1

Classification des E.D.P. linéaires du second
ordre

On considére une équation aux dérivées partielles (E.BuPsgecond ordre ayant
la forme suivante:

AQUgy +DUgy +cuyy +du, +euy+ fu=g (1.1)

dans laquelle: est une fonction a valeurs daisde 2 variables réelleset y.

Définition 1.1 (linéarité)
L'équation (1.1) est linéaire ssi les coefficients, ..., g sont fonctions uniquement
dex et dey (et donc indépendants dg.

Pour simplifier, on suppose ici que les coefficiemts, ..., ¢ sont des constantes
réelles.

Définition 1.2 (nature de I'E.D.P.)
On dit que I'équation (1.1) est:
(a) hyperbolique ssi? — 4ac > 0,
(b) parabolique sgi? — 4ac = 0,
(c) elliptique ssb? — 4ac < 0.

Remarqueta terminologie utilisée dans cette définition est basédastlassification
des coniques du plan. On rappelle que la conique d’équation:

ar® +bxy+cy* +det+ey+f=0
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est une hyperbole (resp. une parabole, une ellipséy ssidac est positif (resp. nul,
négatif).

Remarque Si les coefficientsa, b, ..., g dépendent des variables indépendantety,
le type de I'équation (1.1) est un caractere local. L'émqraést hyperbolique au point
(0,y0) SSib(20,y0)* — 4a(x0,y0) c(20,y0) > 0, etc.

Exercice 1.1 (Invariance du type de I'E.D.P. par changemerde base)
On considére un changement de variables régulier :

z=z(&n)
y=y(&n)

c’est-a-dire tel que les fonctionsety des nouvelles variabl&setn sont au moins de
classeC! et le jacobien

J=8&ny — &M
est uniformément fini et non-nul. Comment se transformeulipn linéaire (1.1)

dans le cas général ou les coefficients, ..., ¢ peuvent dépendre deety? Montrer
gue le type de I'E.D.P. est conservé.



Chapitre 2

Equations elliptiques

2.1. Origine physique, exemples

Les équations elliptiques régissent les problémes staioss, d'« équilibre »,
généralement définis sur un domaine spatial bérmie frontiérel’ sur laquelle I'in-
connue est soumise a des conditions aux limites, le plusesmude type Dirichlet,
Neumann (ou Robin).

Un premier exemple classique est celui du calcul du déplanewerticalu(z,y)
d’'une membrane dont le bord est fixé rigidement,
u=0 surl

(condition de Dirichlet homogéne), soumise a son peigg (p : densité surfacique),
ou plus généralement a une densité de force.

L'équilibre d'un élément de surface C 2 de contoury s’écrit en égalant I'in-
tégrale de surface de cette force a la résultante des foeceEmndion exercées sur le

bord:
// —pgdw:/kﬁ.ﬁ’d’y
w v

En appliquant le théoréme de la divergence, il vient
—Au=f
ou I'on a poséf = pg/k.
Un exemple trés voisin est celui du calcul de la températdigq(ilibre) d’'un

milieu bornéQ dont le bordl" est maintenu a température fixg. L'équilibre ther-
mique d’'un élément C 2 du domaine s’écrit en égalant a zéro le flux thermique a
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452/

Figure 2.1. Déformation d’une membrane soumise & son poids

// ENVT. Wdo=0 Yw

(k: conductivité thermique). A nouveau, le théoréme de lardimece permet d’écrire

I'équation locale suivante:
v. (k W‘) =0

(V. () =div().) Dans le cas d'un milieu homogéne £ constante), on aboutit a
a I'équation de Laplace:

sa frontiére:

AT =0

Exercice 2.1 (calcul de la température d’équilibre)

Calculer la température d’équilibre d’une plague carrée@e « dont trois cotés
sont maintenus a la températufig et le quatrieme a la températufe. (Poseru =
(T —Tp)/(T1 — Tp) et utiliser la technique de séparation des variables.)

En mécanique des fluides, I'équation de continuité ou deegzwaton de la masse
dans le cas d'un écoulement plan et permanent d'un fluidaipatfincompressible
(p = constante) s’écrit:

V.V =0

r-(2)

estle champ inconnu de vitesses. Lorsque les conditionémitiés ne sont pas source
de vorticité, I'’écoulement est de plus irrotationnel :

rotV):VxV):O

ou
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Dans ce cas, le champ de vitesses dérive d’une fonctiontpeltens(x,y), dite « po-
tentiel des vitesses »:
V =V¢

En conséquence, le potentigkst une « fonction harmonique », c’est-a-dire une so-
lution de I'équation de Laplace:

Ap=0
2.2. Equation type
On considére I'équation (1.1), et on suppose:
b —4ac < 0
Soit\; et A, les deux racines complexes conjuguées de I'équation:
aX —bA+c=0 (2.1)
En introduisant le changement de variables défini par:

E+in=y— Az
E—wn=y—Xz
v=ue N

(ou« et sont des constantes réelles convenablement choisieg)atién (1.1) prend
la forme canonique suivante :

Vge + vyy + C v =h(En)

Exercice 2.2 (forme canonique de I'équation elliptique)
Etablir cette équation.

Le probléme elliptique type est donc celui fourni par I'étioiade Laplace (ou de
Poisson) soumise a des conditions aux limites, par exeneplirithlet :

(2.2)

—Au=f dans2
uw=wuy Surl’=90

Lorsqueuy = 0 les conditions au bord sont dites de Dirichlet homogenes.
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2.3. Formulation variationnelle

On rappelle la formule suivante d’'intégration par partiesmdes fonctions etv
régulieres:

[ —awo= [[ —div@ire= [[ wisi- [ Fro

Par conséquent, si est une solution classique (« réguliére », d&ft§, du pro-
bléme homogene = 0), alors:

ueﬂgetvUeH[};// ﬁ.ﬁ:// fov (2.3)
Q Q

Cette nouvelle formulation, dite « faible », permet de sérkd de la condition de
régularité ¢ € H?). C'est la formulation que I'on discrétise en Eléments &ini

Le probléme variationnel ci-dessus admet une solutionum@n vertu du théo-
reme suivant:

Théoréme 2.1 (Lax-Milgram)

Etant donné un espace de Hilb&rt(i.e. un espace vectoriel normé, complet), une
forme bilinéairen continue et ccercive (i.8a >0 tq Yu,a(u,u) > alul?), une
forme linéaire continué, le probleme

|| Trouveru € V tgVv € V', a(u,v) = L(v)
admet une solution unique.

On admettra ce théoréme. Enfin, on cite le théoréme trés tan@uivant ;

Théoréme 2.2 (Principe du maximum)
SoitQ un ouvert borné d&2 de frontiérd™ assez réguliere. Saitc H'(Q) telle que
—Au > 0 dans? etu > 0 surl’; alors :u > 0 dans{}.

En particulier, siu est solution de I'équation de Laplace:

Au =0 dans2
u=uy Surl’ =090

et si 'on pose

mo = min uy = mFin uw, My=max uy= mlg,xu
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en appliquant le théoréme précédent aux fonctionsmg et My — u, on voit que
mo et My sont également le minimum et le maximum de la fonctidn,y) dans le
domaine en entier (et non pas seulement sur le bord).






Chapitre 3

Equations paraboliques

3.1. Origine physique, exemples

Les équations paraboliques régissent les problémes «ldté@r» ou « instation-
naires » dans lesquels intervient le mécanisme de « diffusiou de « dissipation ».
Ces problemes sont généralement définis sur un domainaldpatné? de frontiere
I sur laquelle I'inconnue est soumise a des conditions autdiau méme type qu’en
elliptique (quelquefois cependant elles-mémes instatiors), ainsi qu’'a des condi-
tions initiales.

Un exemple classique est celui du calcul de la tempérdftigret) au cours du
temps { > 0) dans une barre cylindrique homogeéne, de section condianter <
a). La température initiale de la barre est connue:

T(x,0) =6p(z) (0<z<a)

oud,(x) n'est pas nécessairement une fonction continue. De plwatia ge I'instant
initial, on impose des conditions aux deux extrémités dealad) celles-ci peuvent
étre par exemple des conditions de Dirichlet:

Vt>0: T(O7t) = Tg s T(a,t) = T1

Le bilan énergétique de la tranche de barre située entrdseisaes: etx + dx
s’exprime comme suit: la variation d’énergie interne (dedache) est égale au flux
de chaleur recue (par unité de temps):

oT
por C— =q(z) — q(z + dx)
o7 at
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Figure 3.1.Probléme de la température dans une barre cylindrique hemeog

(p: masse linéique : capacité calorifique spécifique). Par ailleurs, le fluxithigue
s'exprime par la loi de Fourier:

oT

=—k—

q(x) 9
(k : conductivité thermique). Il vient@ — 0):
T, =aTly,

ova =k/(pC) > 0.

Exercice 3.1 (évolution de la température dans une barre)

Résoudre formellement le probléme du calcul de la tempérdans la barre connais-
santly, T ainsi que la condition initialéy (z). (Poser(x,t) = (T(z,t) —To)/(T1 —
To) — x/a et utiliser une décomposition de Fourier@e:,¢) enz dont les coefficients
sont des fonctions inconnues d§

Exercice 3.2 (condition de Neumann)
Quelle serait I'interprétation physique d'une conditianteord de type Neumann?

Dans le cas multidimensionnel, la température dans unurfi@mogéne évolue
selon I'équation suivante :

Tt:OZAT (CY>O)

dite « équation de la chaleur ».
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3.2. Equation type
On considére a nouveau I'équation (1.1), en supposant&lqna:
b? —4ac =0
L'équation
aX —bA+c=0 (3.1)
admet la racine doublg/(2a). En introduisant le changement de variables défini par:

b
f—y—Q—ax
n=y-—Azx

v=ue 2PN

(ou «, B et \ sont des constantes réelles convenablement choisieg)atién (1.1)
prend la forme canonique suivante :

Ve — Uy + C v =h(En)

Exercice 3.3 (forme canonique de I'équation parabolique)
Etablir cette équation.

Le probléme parabolique type est donc celui fourni par laaun de la chaleur
soumise a des conditions aux limites, par exemple de Déichinsi qu’a des condi-
tions initiales :

u =aAu dans? (a >0)
w=uy Surl’=090 (3.2)
w(x,0) =wui(x) dansQ

Lorsqueuy = 0 les conditions au bord sont dites de Dirichlet homogénes.

3.3. Propriétés

Théoréme 3.1 (Principe du maximum)

SoitQ un ouvert borné d&? de frontierd™ assez réguliere. Saite H' () telle que
uy — aAu > 0 dansf) x [0,T] etu > 0 surl’ x [0,T] etu(z,0) > 0 dans(?, alors:
u > 0 dans(? x [0,T.
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Démonstration:
Pour la commodité du raisonnement on inverse les signes stmpose plutdt que
uy — aAu < 0 (dans? x [0,7]), v < 0 (surl’) etu(x,0) < 0 dans2. On pose:
ut(2,t) = max (u(x,t),O)
et il faut montrer quex™ (z,t) = 0. On au™ > 0 de sorte que:
uTu, —aut Au <0
Pourz fixé, sur un intervalle de temps atf # 0, uw = u* etl'ona:

utug =uwu = § (u?) =3 ((u*)z)t

Ce résultat reste vrai trivialement dans le cas inverse iitanvalle oduwt = 0. Par
intégration dans le domairfg, il vient :

d ‘ 0

— / (u+)2+a/ VuVut —a [ So. ut <0

dt Q qQ —— r on ~~
=Vut.Vut>0 =0 Surr

Par conséquent,

d e
l <
dt Q(“ )" <0
et
. 2
vVt /(u+)2g/ (u+(x,0)) —0
Q Q
et enfin:
ut(xt) =0, YVreQ,Vt>0
O

En particulier, siu est solution du probléme de la chaleur (3.2), et si I'on pose
mo = min uy = mFin uw, My=max uy= mlg,xu
et si la condition initiale satisfait également:
Vo e, my<ui(x) <My

en appliquant le théoréme précédent aux fonctionsmg et My — u, on voit que
mo et My sont également le minimum et le maximum de la foncti¢m,t) dans le
domaine) en entier a tout instant ultérietir> 0 (et non pas seulement &= 0).
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b) Effet régularisant

La solution du probléme suivant:

U — Uz, =0, TE€R,t>0 (a>0)
u(2,0) = us ()

(otu; € LY(R)) est donnée par:

(z—y)
1 —_
u(z,t) = o /R e dat  wy(y)dy

Par conséquent, est de classé> surR x R+ : c'est I'effet régularisant instantané.

De plus, siu; > 0 sur[a,b] et nul ailleurs, & tout instant> 0 (aussi petit soit-il),
u(x,t) > 0 (pour toutz) : 'information a « diffusé » instantanément sur la toaliu
domaine infini (vitesse infinie de propagation).

[::0.‘4(4

\

—/ /t:£70

— >
s pport X
C:O/Zi/m.d'

Figure 3.2.Intégration de I'’équation de la chaleur & partir d’'un sigreaté : (a) effet régulari-
sant; (b) diffusion instantannée sur le domaine infini.






Chapitre 4

Equations hyperboliques

4.1. Origine physique, exemples

Les problémes hyperboliques modélisent la propagatiomdie sans dissipation.

En linéaire, ces phénoménes superposition d’ondes siigesme la propaga-
tion du son dans un milieu homogene. En électromagnétigae&duations de Max-
well sont également hyperboliques et linéaires.

En non linéaire, les équations hyperboliques sont I'exgioesde lois de conser-
vation. Par exemple, les équations d’Euler de la mécanigadldides expriment la
conservation de la masse, de la quantité de mouvement efrterdiie totale dans un
fluide parfait compressible.

4.2. Equations types
On considére I'équation (1.1), et on suppose:
b2 — 4ac >0
Soit \; et s les deux racines réelles et distinctes de I'équation:
ad —bA+c=0 (4.1)
En introduisant le changement de variables défini par:
E+n=y—Mw

E—n=y— Xl
v = u e®EtPon
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(ou« et sont des constantes réelles convenablement choisieg)atién (1.1) prend
la forme canonique suivante :

Vee — Upy + Cv = h(&n)

Exercice 4.1 (forme canonique de I'équation hyperbolique)
Etablir cette équation.

C’est I'équation des ondes. Une premiere équation-typeadihgperbolique est
I'équation des ondes homogéne:

Ut — C2 Upy = 0 (4.2)

Exercice 4.2 (résolution de I'équation des ondes)
Résoudre I'équation des ondes dans le cas des conditioantes

u(z,0) = f(x)
ui(,0) = g(x)

-()

w; + Aw, =0, avecA = < _01 _01 ) (4.3)

Posons maintenant:

g
I
S
5
I
<
8

g
|

L'équation (4.2) peut alors s’écrire:

C’est la deuxieme forme-type du cas hyperbolique qui cdrala définition sui-
vante:

Définition 4.1 ( hyperbolicité d’'un systéme linéaire d’'E.DP.)
Soit A un matrice carrée x n. Le systéme linéaire du premier ordre :

wy +Aw, =0 (4.4)
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ouxr € R, w € R* est dit hyperbolique ssil est diagonalisable sui; autrement
dit, s'il existe une matrice réelle et inversiblé et une matrice diagonale réelle
(chacune de dimensionx n) telles que:

A=XAX
On vérifie aisément que le systéme (4.3) est hyperbolique.

Dans le cas « scalaire » ot = 1, le systétme (4.4) se ramene a I'« équation
d’advection pure » ou de « convectioh:»

u+cu, =0, u€R (4.5)

Cette équation malgré son extréme simplicité est souvdisat dans I'analyse,
notamment de stabilité, des schémas numériques pour fbgligue.

Exercice 4.3 (résolution de I'équation d’advection pure)
Résoudre I'équation d’advection pure dans les deux caarsisiv
Q=R,t>0
){ w(z,0) =ug(z) (z €R)
Q=R+ ,t>0
b) < w(x,0) = up(z) (z € R+)
w(0,t) = w1 (t) (£ >0; ui1(0) = uo(0))

Exercice 4.4 (résolution de I'équation des ondes par I'étugldu systeme)
Résoudre I'équation des ondes mise sous la forme du syste8)e (

4.3. Caractéristiques

a) On considére I'équation hyperbolique:

AQUgz +bUgy +CUyy =0, b2 — dac >0 (4.6)

Le long d’une courbe plane paramétr(éas),y(s)), ona:

d
5 v (260 ()) = et + ey s

1. Certains auteurs utilisent une terminologie plus rettd, réservant le terme de convection a un
phénomeéne hyperbolique non linéaire.
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et
d
% Uy (x(s)vy(s)) =Ugy Ts + Uyy Ys

Regroupant sous forme matricielle les trois dernierestégall vient :

a b ¢ Uy 0
s ys O Ugy = | d/dsu,
0 x5 s Uyy d/ds uy

AppelonsL,, L, L3 les trois lignes de la matricex 3 ci-dessus. Si le rang de cette
matrice est inférieur ou égal a 2, une combinaison linéaiwengois) de ses lignes est
nulle::
3 (041,042,063) 75 (0,0,0) tg: ag Li+asLy+a3L; =0
Le systeme précédent étant compatible quel que soit le c®ia courbe para-
métrée, on a alors nécessairement:

d d
a1 0+as —u, +az3—uy, =0

ds ds

Cette observation conduit aux définitions suivantes:

Définition 4.2 (direction caractéristique)
En un point(zy,yo), la direction(z,y,) est une direction caractéristique pour I'équa-
tion (4.6) ssi le déterminant

a(zo,yo) b(xo,y0) c(z0,y0)
Ts Ys 0
0 T Us

est nul.

Définition 4.3 (courbe caractéristique)
La courbe pIan{x(s),y(s)) est une caractéristique ssi elle est en chacun de ses points

(zo,y0) tangente & la direction caractéristique en ce point.

En développant le déterminant ci-dessus, on obtient I'égualonnant les direc-
tions caractéristiques:

a(wo,y0) Y2 — b(wo,y0) x5 ys + c(wo,y0) 27 = 0
Les deux propriétés suivantes apparaissent maintenaencént :

P, : L'équation hyperboique (4.6) admet en tout point deux diogs caractéristiques.
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P, : Le long d’une caractéristique, une fonctieweérifiant (4.6), satisfait une relation
du type:

d d
—— Uy + —uy =0
as(s) 75U asz(s) 75 W
Remarque Dans le cas ou les coefficients b, ¢ sont constants, les caractéristiques

sont des droitesy, etas ne dépendent pas de

Exercice 4.5 (ondes et advection pure par les caractéristigs)
Refaire les exercices 4.2 et 4.3 en utilisant les caratitfress.

Exercice 4.6 (forme canonique associée aux variables catadstiques)

On se place dans le cadre de I'exercice 1.1 et on suppose gajpiules courbes
d’équationst = constante ey = constante constituent les deux familles de courbes
caractéristiques. Quelle est la forme prise par I'équatioh) dans le nouveau sys-
teme de coordonnées ? (Indications: évaluer la pémtdx = y;/xs d’'une courbe
d'équationé(z,y) = constante; utiliser un résultat du cours pour en déduiredgns

le cas particulier ou cette courbe est une caractéristmue,:

al’ +0¢, &y +c§§ =0

et de méme pour la courbe caractéristique d’équatienconstante :
an? +bneny +c17§ =0

combiner ces résultats a ceux de I'exercice 1.1 et conglure.

b) Considérons maintenant un systeme hyperbolique lie¢bardren, a coeffi-
cients non constants:

we+ Az t)w, =0, z€R, t>0,w(xt) eR” 4.7)

Le long d'une courbe{x(s),t(s)), ona:
LS
ds v

En raisonnant comme précédemment, on est conduit a posé&finéidn suivante :

(x(s),t(s)) =W, T twits = (x5 I —ts A) w,

Définition 4.4 (direction caractéristique pour un systéeme)
Au point (z9,to), la direction(x,t) est une direction caractéristique pour le systéeme
(4.7) ssi:

det (zsI —t; A) =0
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Les caractéristiques sont définies comme précédemmentolpaigté?; s'écrit
maintenant comme suit :

Ps : Le systéeme hyperbolique (4.7) admet en tout p@intt,) » directions caracté-
ristiques (non nécessairement distinctes) définies par :

d
W\, 1<i<n
dt

ou \; est une valeur propre de la matridéz,to).

Pour I'analogue d@, on renvoie a I'exercice suivant:

Exercice 4.7

[résolution d'un systeme linéaire par les caractérissjj®&soudre le systeme hyper-
bolique (4.7) par la méthode des caractéristiques en sapposnnue la condition
initiale.

c) Domaines de dépendance et d'influence

Les exercices précédents ont montré que les problemesisusant bien posés:

U — C Uy =0, zeR,t>0
u(x,0) = f(x) (4.8)
ut(2,0) = g(x)
et:
w+Aw, =0, z€eR, t>0,weR” 4.9)
w(z,0) =w’(z), A : n xnetdiagonalisable '
Pour chacun de ces problémes, (4.8) et (4.9), on a mis enndaden tout point
fixé (zo,to) du demi-plarR x R+, un intervalleD, deR tel que la valeur de la solution

en (zp,tp) ne dépende pas des données initialesRsur Dy. Le plus petit intervalle
Do ayant cette propriété est le « domaine de dépendance du(pgitit) ».

L'existence d’'un tel domaine de dépendance est une prégoédamentale des
problémes hyperboliques.
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»

]

P
A\

-
\/\ donarhe 4
N df“”f&c%c.e. /
AN //
N #
N s a
S >

(%,,0)

Figure 4.1.Domaine de dépendance du pdimb,to) et domaine d’influence du poirit1,0)

Réciproquement le « domaine d'influenee’un point(x;,0) est I'ensemble des
points(zg,to) du demi-plarR x R+ dont le domaine de dépendance contient le point
(331,0).

Exercice 4.8 (étude d’'un probléeme aux valeurs initiales paiculier)
Etudier le probleme aux valeurs initiales suivant:
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4.4. Problémes non linéaires

a) On va maintenant étudier sommairement des probléemepdistivant
(« lois de conservation) :

{wt+(f(w>) =0, z€R,t>0,weR", f(w) €R" (4.10)

w(z,0) = wo(z)

ou f est une fonction non linéairé' de R* dansR” dite « fonction de flux». Le
systéme (4.10) est dit « sous forme conservatioel « forme divergence. Dans les
exemples, on utilisera souvent I'équation scalaire :

u2

C’est I'équation de Burgers

Siw(x,t) est une solution réguliére vérifiant (4.10), on peut éva(q@(rw)) en
utilisant les régles de dérivation des fonctions compos@e®btient alors le syxstéme
suivant, dit « sous forme non-conserative

wy + A(w)w, =0 (4.12)

ou la matriced(w) = f'(w) estle jacobien d¢ : A;; = dfi(w)/ow;.
La forme non conservative de I'équation de Burgers s’'étoitsa
ur+uu, =0 (4.13)
L'analogie entre les équations (4.12) et (4.4) conduit &féndion suivante :
Définition 4.5 (hyperbolicités des systemes non linéaires)

Les systemes (4.10) et (4.12) sont dits hyperboliques ssatace A(w) est diagona-
lisable surR pour toutw deR™.
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Exercice 4.9 (I'expérience< choc» pour une équation hyperbolique non linéaire)

A l'exercice 4.7 notamment, on a explicité la solution eragtiun systéme hyperbo-
lique linéaire général par le biais de la diagonalisatiotadeatriceA ce qui a permis
de mettre en évidence que la solution du probléme consemwaiburs du temps la
régularité de la condition initiale. Cet exercice a pourdmidémontrer que cette pro-
priété est généralement caduque lorsque le systeme hyjgedest non linéaire.
Pour cela, utiliser la méthode des caractéristiques poternee résoudre (4.10) dans
le cas scalairen{ = 1). Donner des exemples de tels problémes pour lesquels il
n’existe pas de solution de clagdesurR x [0, + oo|.

Etudier en détail le cas de I'équation de Burgers dans lepaxdisuliers suivants:
a)U,O € COO(]R), U,O(—l) =1, UO(l) = —1.

b)

0siz >0

() = {1 siz <0

1siz >0

to(®) = {Osix<0

b) L'exercice précédent fait apparaitre quelques pasdiitéls des problemes hy-
perboliques non linéaires::

— les directions caractéristiques dépendent de la solution

— méme dans le cas ou les données (les fonctjoes wy) sont régulieres, il
n’existe pas nécessairement de solution réguliere, il yradtion de chocs.

Sans chercher a définir les chocs de fagcon précise, disonsipstant qu'il s’agit
d’une discontinuité située aux points de croisement (owadéescence) de caractéris-
tiques différentes.

Pour I'équation de Burgers, (4.11), il y a formation de cha&slors que la donnée
initiale uo N'est pas une fonction croissantexdeCe phénomeéne de développementde
discontinuité a partir d'une donnée initiale réguliére tgpiquement (hyperbolique)
non linéaire.

¢) Solutions fortes et faibles

Il est donc nécessaire de définir ce qu’est une solution d®)4ui ne soit pas
(nécessairement)! dansR x R+. On fait pour cela appel a la théorie des distribu-
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tions:

Définition 4.6 (solution faible du probléme (4.10))
w est une solution faible du probléme (4.10) ssi:

w € Ljgo(R x R+), f(w) € Lj,e(R x R+)

//RxR+ (w % + f(w) %) da dt = _/R wo(x) ¢(x,0) d

pour toute de régularité” > et a support compact daitsx R+

On vérifie aisément qu’une solution classique de (4.10%{eedire de régularité
C! surR x R+) est aussi une solution faible.

Avant d'utiliser la définition précédente en I'appliquaruelques cas simples, on
va étudier de fagon plus détaillée la propagation des disuatés correspondant aux
solutions faibles de (4.10).

d) Soitw une solution faible de (4.10). On suppose quest discontinue long
d'une courbel’. On suppose également glieest réguliere et sépare le demi-plan
R x R+ en deux région8); et2;. On suppose enfin que les restrictiamsetw, de
w a); etQ, respectivement sont réguliéres.

Figure 4.2.Propagation d’'une onde de choc

On désigne pam’ = (n,,n;) la normale &" dirigée vers I'extérieur d€; .
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Soit¢ une fonctionC> a support compact dafisx R+. On a:

//Ql <w1 % + f(wy) %) dxdt+//92 <w2 % + f(ws) %) dedt =0
(4.14)

La fonctionw; étant réguliere dar®;, on a:

8w1 8w1
— + A — =0
o AW 5

les dérivées étant prises au sens classique. Il est aldesdintégrer par parties le
premier terme de (4.14). On obtient les termes suivants ;

9 5]
//Ql (%Qﬁk fa(;vl) ¢> dccdt—k/F (w1 ¢ny + f(wy) pny) dy

dont le premier est nul. Aprés un traitement analogue dug@mw;, on peut réécrire
(4.14) sous la forme suivante :

/F ((w1 —wz2)ng + (f(wr) — flws)) ”z) dvy=0

Ceci étant vrai pour toup (de régularité’> et a support compact daisx R+), il
vient:

(w1 —w2)ne + (f(w1) — f(wz)) ne =0
On introduit alors la « vitesse de propagation » de la disnaité :

s (d) __m
T\ dt F_ Ng

On obtient donc la relation suivante, dite « relation de saliaint la vitesse de propa-
gation du choc aux sauts de I'inconnuest de la fonction de flux (w) :

[fl=0[w]

ou I'on a introduit la notation suivante pour les sauts:

[w]=w1 —w2, [f]=f(w1)— f(ws).

L'application de cette formule aux équations d’Euler manuehsionnelles qui ré-
gissent le mouvement d’un fluide parfait compressible,rales célébres « relations
de Rankine-Hugoniot ».

Exercice 4.10 (relation de saut et changement de variablesn linéaire)
Répercuter le changement de variable non linéairev® (« # 1 et -1) dans I'équa-
tion de Burgers. Ecrire les équations satisfaites par labkrv sous forme conserva-
tive et non conservative, ainsi que les relations de sautjpdu
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Exercice 4.11 (résolution de I'équation de Burgers)
Utiliser les relations de saut pour résoudre I'équation degBrs dans les cas b) et ¢)
de I'exercice 4.9.

e) L'exercice précédent montre qu'il n'y a pas unicité dedasgon faible

Pour que le probleme (1.1) soit bien posé (c’est-a-dire d#rmae solution unique),
il convient d'ajouter un critére, I'inégalité d’entropiBrécisons tout de suite que cela
n'est en général pas suffisant pour assurer que (1.1) saipbsé.

Nous ne donnerons pas une description générale du criténérapie. Ce critére
est lié au caractére irréversible de I'évolution de la sofuaiu cours du temps lorsque
des chaocs existent. En d’autres termes, un choc satistéésentere d’entropie corres-
pond a une perte d’information. Un poifaty,to) d'un tel choc est le lieu de collision
de caractéristiques issues de la région t,. Si au contraire, un poiritey,ty) d’un
choc est le lieu de départ de deux caractéristiques dirigémssla régiont > tg, le
critére d’entropie est violé (solution faible « non physiqt). (Voir Figure 4.3.) Ces
considérations sont illustrées par I'exercice précédent.

Exercice 4.12 (recherche de condition initiale)
Pour I'équation de Burgers, trouver la condition initialendant

lsiz <1
u(x,Z):{

Osiz>1

f) Une méthode importante et fructueuse permettant detrdaiprobléme de I'ab-
sence d’'unicité des solutions faibles de (4.10), consistmaidérer le systeme::

(we), + (f (wa)) = Aw, (4.15)
xT

ol ¢ > 0 est un petit parameétre de « viscosité ». Dans certains cgspldéme

physique d’origine modélisé par (4.10) comportait des &rmle viscosité négligés

jusqu’ici. Dans d’autres cas, le termé\w. ne provient pas de la modélisation phy-

sique : on parle alors de « viscosité artificielle ».

Les deux points essentiels concernant I'équation (4.1/)lee suivants :

— Les solutionsv. de (4.15) sont réguliéres, les chocs ont disparu. (Voir itfeap
3: équations paraboliques.)

— Siw est une solution faible de (4.10), etwiest la limite (dans un sens a
préciser) lorsque — 0 de solutionsw. de (4.15), alorsw satisfait le critére
d’entropie: c'est Issolution du systéme (4.10).
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4)

>

Figure 4.3.Deux solutions faibles associées a la méme formulationcag@ctéristiques diver-
gentes a partir du choc : solution non physique; (b) castigues convergentes sur le choc: le
choc absorbe I'information, solution entropique.
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