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1 Résumé

De nombreux problèmes pratiques et importants pour l'ingénieur concernent
l'estimation de grandeurs d'origines divers : paramètres, variables d'état, per-
turbation, . . . , dérivées de signaux bruité. Remarquons au passage que l'estima-
tion de dérivées de signaux buités est à rapprocher du problème, classique en
analyse numérique, concernant l'obtention numérique d'une dérivée pour une
fonction donnée : on parle aussi de dérivation numérique. Pour n'illustrer et
ne préciser que quelques uns de ces problèmes pratiques, citons :

� pour l'estimation de paramètres : l'identi�cation des paramètres dyna-
miques d'un processus (par exemple, d'un robot), l'estimation du triplet
(amplitude, phase, fréquence) d'un signal sinusoïdal biaisé en environne-
ment bruité fort utile pour la démodulation de signal en communication,
la régulation de convertisseurs électroniques de puissance, le rythme circa-
dien de cellules biologiques ou encore l'identi�cation des modes pour une
structure �exible, . . .
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� pour la dérivation numérique : l'obtention de la vitesse à partir d'une
mesure bruitée de la position, la reconstruction de l'état 1 à partir des
mesures bruitées . . .

Avant de préciser nos contributions 2, rapellons brièvement les principales
approches communément utilisées pour ces deux problèmatiques :
L'estimation de paramètres consiste à déterminer une bonne approximation
des paramètres inconnus Θ à partir de

y = x(Θ) +$,

où y est le signal mesuré, le signal x dépend implicitement des paramètres in-
connus Θ et du bruit $ entachant la mesure d'une erreur. Ainsi de nombreuses
méthodes ont étés développées comme la régression linéaire ou non, les méthodes
de sous-espaces (haute résolution) [41, 49, 82], le �ltre de Kalman étendu [9],
les �ltres à encoches [8, 81, 98], ou, encore, d'autres techniques issues de la com-
mande adaptative non linéaire [12, 44, 67], etc.... Le lecteur intéressé par ces
techniques peut consulter avec pro�t l'ouvrage [61] (pour les méthodes basées
sur la régression linéaire) et les contributions [2, 4, 38, 39, 73] pour des métho-
dologies spéci�ques à la robotique (manipulateurs). Cependant, l'estimation de

ces paramètres en une fraction de période du signal de façn robuste, en présence

de bruit et de perturbation structurée 3, n'est pas encore complètement résolue

par ces techniques évoquées ci-dessus.

La dérivation numérique consiste en l'évaluation numérique des dérivées de
signaux bruités. Ce problème a attiré beaucoup d'attention avec de points de
vue di�érents : conception d'observateurs dans la littérature de contrôle (voir
[14, 16, 45, 46, 54, 84]), synthèse de �ltres numériques en traitement du signal
(voir [1, 13, 19, 75, 79]) etc. . . pour les applications temps réel en ligne. Ces tech-
niques sont, bien entendu, des alternatives aux solutions très classiques, basées
sur l'ajustement de polynômes (au sens des moindre carré) ou l'interpolation
spline qui sont surtout utilisées pour applications hors ligne (voir [21, 47]). Ce
problème est mal posé dans le sens où une petite erreur dans les données de
mesure peut induire une grande erreur dans les approximations des dérivées.
Donc, des méthodes numériques diverses ont été développées pour obtenir des
algorithmes stables plus ou moins sensibles au bruit additif. Ils se classent prin-
cipalement en cinq catégories : les méthodes de di�érences �nies [50, 74, 80], les
méthodes de molli�cation [40, 68, 69], les méthodes de régularisation [70, 96, 97],

1. L'observabilité d'un système qu'il soit linéaire ou non est équivalente à la possibilité
d'exprimer toutes les variables d'état en fonction des dérivées de la sortie et de l'entrée (en
nombres �nis) : voir [17, 18].

2. Il s'agit là de contributions collectives menées sous l'impulsion et la forte implication de
Michel Fliess. Les idées originales, sources de tous les développements, sont dues à M. Fliess
et H. Sira-Ramírez voir [22].

3. Une perturbation structurée est une grandeur non maitrisable solution d'une équation
di�érentielle ne faisant intervenir que cette variable : par exemple un bias constant est une
perturbation structurée puisque ṗ = 0, une perturbation sinusoïdale est aussi puisque p̈+ω2p =
0, etc . . .
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les méthodes par intégration [53, 76, 95], c'est-à-dire basées sur la dérivée géné-
ralisée de Lanczos DTx, de�nie dans [53] par

∀t0 ∈ I, DTx(t0) =
3

2T 3

∫ T

−T
τ x(t0 + τ) dτ =

3

2T

∫ 1

−1
τ x(t0 + Tτ) dτ. (1)

C'est une approximation de la dérivée première de x puisque DTx(t0) = x′ (t0)+
O(T 2), où 2T > 0 est la longueur de la fenêtre temporelle d'intégration pour
le calcul de l'estimée. Ainsi ces méthodes sont aussi appelées des méthodes de
dérivation par intégration. Rangarajana et al. [76] étendent cette méthode 4 pour
des dérivées d'ordre quelconque

∀t0 ∈ I, D(n)
T x(t0) =

1

Tn

∫ 1

−1
γnLn(τ)x(t0 + Tτ) dτ, n ∈ N, (2)

où Ln est le polynôme de Legendre d'ordre n dé�ni sur [−1, 1]. On peut aussi
mentionner d'autres méthodes [15, 20, 43, 50, 51, 52, 60, 77, 80]. Toute ces tech-

niques d'estimation de dérivées, sou�rent d'une sensibilité au bruit de mesure

plus ou moins importante.

Ainsi, les principaux problèmes pour l'estimation de paramètres ou de déri-
vées sont l'impact non négligeable du bruit sur les estimations ainsi que la di�-
culté d'obtenir des algorithmes utiles en temps réel c'est-à-dire dont la conver-
gence vers les grandeurs à reconstruire est su�samment précise, robuste vis-à-vis
du bruit et rapide pour être e�cace en boucle fermée.

Aussi, nous introduirons, par le biais d'exemples, de nouvelles techniques
d'estimation de paramètres et de dérivation numérique à partir de mesures
bruitées 5. Ces techniques ont été introduites dans un cadre algébrique en 2003
par Michel Fliess et Hebertt Sira-Ramirez [22]. Depuis, elles ont été déve-
loppées, a�nées et analysées dans de nombreuses situations : le traitement
du signal [28, 29, 37, 71, 72, 93, 94] et des images [27], la compression de
données [24], la commande sans modèle [33, 34], l'estimation de paramètres
[22, 23, 31, 32, 56, 65, 89, 90, 91, 92], la dérivation numérique [58, 59, 64, 66],
l'observation (reconstruction de variables d'état [5, 25, 26, 57, 85], localisation
en robotique [83]) et ce, aussi bien pour des systèmes linéaires que non linéaires,
ou bien encore à retards [6] ou encore à commutations [7, 35, 36, 85, 86, 87, 88].
Contrairement aux autres approches traditionnelles, conduisant à des conver-
gences asymptotiques et basées sur l'optimisation et l'exploitation de modèles
statistiques des bruits, nos approches font �t de toute hypothèse statistique et
conduisent à des convergences en temps �ni (extrêmement importante pour des
applications temps réels).

4. Wang et al. ont récement proposés une amélioration notable de ces résultats par l'utili-
sation de l'extrapolation de Richardson [95]

5. On reprend ici le point de vue de [29, 30], indépendant de toute modélisation probabiliste.
Un bruit est, alors, une oscillation rapide (au sens de l'analyse non standard des oscillations
rapides due à Cartier et Perrin[11], voir [29] pour plus de détails).
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Nous illustrerons nos méthodes par des applications dans le domaine de la
robotique comme par exemple, la localisation de robot mobile avec un seul amer.
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